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zu  Güttingen* 
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• . • i . t '•  /•«»,(!'» 

Aus  den  Acta  societutis  scientiarum  FennicaeT.  1. 
Auszjig  aus  ei  ne  r A b h u n d 1 u n g des  11  r n.  Prof.  v.  Sch  ult en. 


i-,r  r 


(Jm  aus  zwei  Seiten  a,  b und  dem  efugeschlosscnen  Winkel  C 
eines  ebenen  Dreieckes  die  dritte  Seite  ,e  zu  linden,  nimmt  man 

— 2^V'  ■ sin  '2C  j . • , « 

flr*4 


gewöhnlich  die  Formeln  tg  ^r  = 


n — b 
cos\«r‘ 


•(  . •'  i!  >•  • 

fV.t*’ 


Man  kann  aber  folgende  Formeln  anwenden,  die  mehr  Hequemlich- 
keit  darbieten.  Nennt  man  nemiicii  die  halbe  Differenz  der  . zwei 

anderen  Winkel  </>.  so  ist  bekanntlich 

. ‘ -i- ^ 

l,  ‘ . *8  ÜP  ==  Ct>*  ä *•*  0*1»- 


» I 


Die  Formel  * „ ..  

• > ! ^ . it  -ii 

* c = av  -f-  b^ — 2 ab  cos  C‘] »•  d;.«--, 

• * . * . , . ’j  • ^ ■>  :,«•>>, •: " «* «|  •••  ■»*,’ 

-kann  mau  aber  vermittelst  der  bekannten  Relationen,.,  , , 

Cos3  -yC-Hsin3  lC=  l 
cos3  — sin3  ^Cr=z  cos  C 

in  folgende  verwandeln;  . \lf,  . . ; - Ä„ 

t?  = \X[Äa(c°8*  -J  C’-f-  sin3  ^C)-f*^3(cos*  ^CH-sin*  i-.l 

— Hab^os1  ^6’—sirt3,*C)] 
= V//l(w — ^)s  cos*  \ £'H~  (« -+-  &)2  sin*  \C\ 
also 

Tbeil  III.  . • 1 
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c = (a-i)  cos  iC'.|/n-(|±|)>  lg*it'...2) 
oder 


c = (a  + i)  sio  + cot’iC...3) 

Aus  1)  folgt  aber 


l/l  H-  tg3  i-C=z  l/l  + — = -4- . . 

r ya — u’  ® 3 r tg3  y sin  y 

l^^i^irl)2  Cüt2  V/l-htg2  v = 


COS  ff 


.4) 

..5) 


also 


oder 


(a  — 6)  cos  46’ 

c = — ...6) 

sm  y ' 


(«  + ^)  «in  \C  ? 

C — cos  y • • * 

Um  zu  bestimmen,  in  welchen  Fällen  man  der  Gleichung  6)  oder 
der  Gleichung  7)  den  Vorzug  zu  gehen  hat,  setze  man  dife  Glei- 
chungen 1),  6)  und  7)  unter  Folgende  Form: 

lg  tg  y = lg(«  —b)  — lg  («4-//)-hlg  cot  {C  = a 

. t * t 

lg  c = lg(a — £)-+-lg  cos  \C — lg  sio  <p  — ß — lg  sin  y 

lg  c = lg(a  + b)  -+-  lg  sin  \C — lg  cos  <p  = y — lg  cos  y 

wo  das  Zeichen  lg  sich  auf  die  gewöhnlichen  Logarithmen  bezieht. 
Differenziirt  man,  und  setzt  den  Modulus  0,434  so  erhält 

man  , 

mdtf  . 

— ==  da 

sin  ff  cos  y 

d lg  C = dß — md(p  cot  y=r^//9 — düt  cos3,  y 

d lg  c ■=.  dy  4-  md(p  tg  <p  = dy  -f-  da  sin3  y 

Bezeichnet  man  nön  durch  dba,,  z*=ßt  . 4=^,  die  bekannten 
Gränzen  der  kleinen  Fehler,  die  möglicherweise  hei  der  Bestim- 
mung von  u,  ßy  y begangen  sind  und  durch  /,,  die  davon  ab- 
hängenden Gränzen  der  hei  Bestimmung  vou  lg  c begangenen  Feh- 
ler, je  nachdem  dieser  Werth  durch  die  Formel  6)  oder  die  For- 
mel 7)  bestimmt  worden  ist,  so  hat  man 

/,  =db(£,  4-«!  cos3  y ) 

4 — — 1 4-  «t  sin3  y) 

Da  man  nun  ßt  =y,  setzen  kann,  so  ist  (2  >»  /,  oder  /,<!/,,  je 
nachdem  sin3  y>cos3  5 p oder  sin3  y < cos3  y ist,  d.  b.  je  nach- 
dem y^45°  ist. 


1 / 
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Ttie  London,  Edinburgh  and  Dublin  phiiosophical 
magazine,  Oct.  1841. 

Bemerkung  zu  einer  Stelle  jin  Poisson’s  T r a i t d de 
' mdcanique  von  James  Booth,  Professor  der  Matbem.  in 
Bristol  College. 

Bei  der  Bestimmung  der  Huuptdrehungsaxeu  eines  Körpers  be- 
merkt Poisson,  dass  eine  Hauptaxe,  die  durch  den  Schwerpunkt 
geht,  auch  eine  solche  für  jeden  Punkt  isfe  den  man  längs  dieser 
Linie  annimmt.  Wenn  er  aber  hinzusetzt»  dass  die  zwei  anderen 
Hauptaxen  ihre  Richtung  ändern  können,  je  nachdem  der  Punkt 
sich  ändert.,  so  scheint  dies  auf  einem  Irrthum  zu  beruhen.  Seine 
Worte  lauten  (T.  2.  p.  dl):  ^ < 

,,Les  integrales  que  cette  equation  renferme  pourront  cban- 
ger  de  valeuf  avec  la  position  du  point  0\  en  sorte  que  le 
long  de  Faxe  Ö*,  les  deux  autres  axes  principaux  ne  seront 
pas  en  general  paralleles  ä eux  meines.“  * 

Bei  Poisson  heisst  die  Gleichung,  durch  welche  der  Winkel 
2)  bestimmt  wird,  ’ - * . 

(cos2  ® — sin2  ®)  J'ücydm-\-s\y\  2)  cos  2)  — fyr  dm)z=zQ 

welche  aber  in  folgende  einfachere  verwandelt  werden  kann: 

• ' ' Ifxydm 

\ . — J\x*—y*)dm' 

Von  den  drei  Coordinaten  y,  x des  Elements  dm  ist  aber  x 
die  einzige,  welche  sich  ändert,  wenn  der  Punkt  z längs  der  Axe 
der  % fortrückt.  Da  aber  der  obiee  Ausdruck  für  den  Werth  von 
tg  22)  unabhängig  von  x ist,  so  folgt  hieraus,  dass  der  Winkel  2) 
constant  ist,  d.  h.  dass  die  Hauptaxen  für  jeden  Punkt  längs  der 
Linie  sich  parallel  bleiben.  — Herr  Booth  beweisst  alsdann  diesen 
Satz  auch  noch  auf  direktem  Wege. 


••  * * ii  < , 

11. 

^ ' 

Bestimmung  des  Schwerpunkts  eines  Polygons 
aus  den  Coordinaten  seiner  Ecken. 


M 


J 


r 


Von 


. n 1 1 • i j>  . • 

• • . *,!  • ’ , , - > 1 ‘ . •'  • . . 

Herrn.  T.  J.  Esehweiler 

• Director  der  höheren  Bürgerschule  in  Köln  a.  R. 

vr.  / . ' • i *•  x ’ * ■» 


Der  Abstand  des  Schwerpunkts  eines  beliebigen  Dreiecks  von 
einer  in  seiner  Ebene  angenommenen  geraden  Linie  ist  bekannt- 
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licli  dem  dritten  Theile  der  Summe  der  Abstände  seiner  drei  Reken 
von  dieser  Linie  gleich.  Nun  seien  (Titf.  I.  Fig.  1.)  A xA2A9.*.An 
die  Eckpunkte  irgend  eines  Polygons  von  n Seiten,  und  dasselbe 
sei  durch  Diagonaltinien , die  alle  von  Ax  ausgehen,  in  Dreiecke 
getheilt.  Die  Ahscissen  jener  Ecken , in  Beziehung  uuf  zwei  in 
der  Ebene  des  Polygons  willkührlich  angenommene  und  auf  ein- 
ander senkrechte  Koordinaten  - Axeu  seien,  der  Ordnung  nach, 
a:xar2arx  . . . .*■*,  die  Orditiaten  derselben  yxy2y%  . . . y„,  so  ist  die 
Abscisse  des  Sohwerpuukts  von  £±AXA2A3  =•}(.«*,  -+-^ra 
sein  Flächeninhalt  (d.  i.  Trapez  P2A2A2Pi — Trpz  P2A2AXPX 
— Trnz  Px AXAX Pt ) = £ ( y,  -4-y, ) (.*•,— &2)  — My3-+-y.)  \xx—a: 2\ 
— \{y . a-  ?/,)  (^,  — .-r.)  = 4[y»(-*f*  — **»)  H-  y»(^,  — ^i) 
-\-yx{.v i — A’all,  daher  das  Produkt  beider,  oder  das  Moment  des 
^AXA2A2  = \\a?x  -4-  x2  -f-  ar3)  [?/,(&*  — -+-  ?/2(.r,  — ^,) 

eben  so  ist  das  Momeut  des  faAxAtA4  ' 

= tG*  1+^  + ^«)  \y , 4-  y , (^4  — , )~h ?M#i  — , )), 

u.  s.  w.  bis  zum  Moment  des  j\A  xA„—iA„x  welches  i . “ 

.4 

1 4-^1 -1H-***«  ) [y,  (xn-i—.Vn)-\-yn-\{xn—&l)+.yn{.'Vx—a:„-i)\. 

• . * * ' . v , ' % * 

Addirt  man  diese  Produkte  so  zusammen,  dass  Alles,  was  mit  ein 
und  derselben  Ordinate  multiplizirt  ist,  vereinigt  wird,  so  erhält 
man  als  Summe  der  Momente  aller  Dreiecke: 

T[yi(^s  — &n)  + + — &t) 

*t"  yA# 4 *^j)  (^i  “h  •^4  *1“  ) — H 

, . . . -4-  y»(& I — ( Xn  + it?i+ 

/ , , 

oder  Mi  kürzerer  Bezeichnung:  , yu 1 )f^x— 

wo  für  Z:  alle  ganzen  Zahlen  von  1 bist  n zu  setzen  sind  **)  Der 

Flächeninhalt  des  ganzen  Polygons  ergiebt  sich,  wenn  man  auf 

gleiche  Weise  die  obigen  Ausdrücke  für  den  Inhalt  der  einzelnen 
reiecke  addirt, 

=i[y,  («*3  -&n)-hyAari—a:  1 )-ty * {u\—.'v2  )-f-  .....A-yn(&l  — 

oder  kürzer:  tfflk&l+i  — &k—\)» 

* 4 \ . 

Di  vidi  rt  man  nun  jene  Moiuentensumme  durch  diesen  Flächeninhalt, 
so  erhält  man  für  die  Abscisse  s\  des  .Schwerpunkts  des  ganzen 
Polygons  deu  Ausdruck: 

• v__,  2* iWr* 1 + -fr . 

A T.‘  2«  rf/ixi+4  — j)  f'  4 

welcher  zur  Berechnung  dieser  Abscisse  die  einfache  Regel  enthält: 
„Man  multiplizire  die  Ordinate  des  mittiern  von 
„je  drei  aufeinander  folgenden  Eckpunkten  des 
„Polygons  mit  der  * Dä  fUerjetö  z;<  der  i Ahscissen  der 
„beiden  übrigen  lind  addire  sänimflicbe  Produkte; 
„multiplizire  dann  jedes  von  diesen  noch*  mit  der 
„S umme  der  Ahscissen  aller  drei  g e n a n n t e n E c k e n, 
..und  addire  auch  diese  Produkte;  di  vidi  re  endlich 

• ' \ r • 


9\  Daher  ist  für  ac0  Xn,  für  tfV+-r  . i xx  zu  nehmen. 


t 


„die  erste  Produkteusumme  in  die  letztere,  so  ist 
„der  dritte  Th  eil  des  erhaltenen  Quotienten  die 
„Ahscisse  des  Schwerpunkts.“ 

Der  Ausdruck  für  die  Ordinate  Y dieses  Punkts  folgt  gleich 
aus  dem  der  Ahscisse  durch  blosse  Vertauschung  der  a:  und  y,  also 

y— ± ~H  1 — y<— i)  4- yi  -t-  ) 

• fj  2>\xk(i/k+\  — yk- 1)  * - 

Die  Nenner  beider  Ausdrücke  sind  identisch. 

Beispiel.  Für  ein  Sechseck  sei  gegeben: 

= 5,  y1  = 12,  so  ist  y,Cra — &*)  = -+-  12  . 1=4-  12 
= 14,  y2  = 19  ! y2(xt  — .zr, ) = 4-19 . 15  = 4~  285 

yA^c 4 — ^i) ==  4"  14  . 15  — 4—  210 
yK{x*  — xi)  =-  4- 17 . 13  = -+-  221 
yAA\ — x*)  — — 6.16  = — 96 
?/„(>,  —3;,)=—  2.28  = — 56 


ar,  =20,  y,  =14 
^4  = 29,  y,  = 17 
= 33,  y&  = 6 

= 13,  y,  = 2 

' V ’ ' * 4-576 

• • ; ' .*•  ••  • 

12(^r& -f-  x , 4- &A)  — — 4-  12 . 32  = 4-  384 

285(.r,  4"  & 2 "f*  '%•  i)  ~ 4-  2S5  . 39  =:  4*“  11115 
210(^2  -f"  <T]  4”  ^4)  — 4~  210 . 63  = 4—  13230 
. 221  (.r,  4-  •+•  a*5)  = 4-  221 . 82  = 4-  18122  - 

— 96(^44-^t4-^a)=— ' 96.75  = — 7200 
56(^,4-^.4-^,)=—  56.51  = — 2856* 

4-32795 

. ■ * 

. • • * • • 

■ ' " ■ ' 32795 

Daher  die  Ahscisse  des  Schwerpunkts  =^.-—^-  = 18,978.....; 

1 7400 

die  Ordinate  ergiebt  sich  eben  so  = -J-  . - = 10,069  , . . . 
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Bestimmung  des  Schwerpunkts  im  sphärischen 

Dreieck. 

Von  dem 

Herrn  T.  J.  E schweiler 

i 

Director  der  höheren  Bürgerschule  in  Köln  a.  R. 


Der  Ahstand  des  Schwerpunkts  irgend  einer  Fläche  von  einer 
angenommenen  Ebene  wird  bekanntlich  dadurch  gefunden,  dass  man 
die  Summe  der  Momente  aller  Elemente  jener  Fläche  in  Beziehung 
auf  diese  Ebene  durch  die  Summe  dieser  Elemente  selbst,  d.  h. 
durch  den  Inbult  der  ganzen  Fläche  dividirt. 

Nun  sei  (Taf.  I.  Fig.  2«)  ABC  ein  sphärisches  Dreieck,  dessen 
Schwerpunkt  bestimmt  werden  soll ^ 0 der  Mittelpunkt  der  Kugel. 
Dieses  Dreieck  sei  durch  Bogen  grösster  Kreise,  die  alle  durch  A 
gehen,  wie  z.  B.  AI),  in  Elemente  erster  Ordnung,  diese  wieder 
durch  Bogen  kleiner  Kreise,  deren  Ebenen  alle  aut  AO  senkrecht 
steBen,  in  Elemente  zweiter  Ordnung  getheilt.  /'sei  der  Mittel- 
punkt eines  dieser  kleinen  Kreise,  und  dieser  schneide  den  Bogen 
AD  in  Et , so  ist  das  hei  E liegende  Element  zweiter  Ordnung  als 
ein  unendlich  kleines  Rechteck  zu  betrachten,  dessen  auf  AD  lie- * 
gende  Seite  (wenn  man  AO=zEO=\,  ^ AOE—p  setzt)  —dp, 
die  andere  Seite  aber  (wenn  ^ CAD  = oo)  = sin  5p  .du),  so  dass 
die  Grösse  dieses  Elements  seihst  =sin  p . dp  . du).  Der  Abstand 
des  Punktes  (oder  Elements)  E von  der  auf  dem  Radius  AO  senk- 
rechten Ebene  DOK  ist  OE=.  cos  p , daher  das  Moment  des  Ele- 
ments bei  E in  Beziehung  auf  diese  Ebene  =sin  p cos  p . dtp  . du). 

Dieser  Ausdruck  ist  nun,  um  ihn  auf  die  ganze  Fläche  des 
Dreiecks  auszudehnen,  zweimal  zu  integriren,  indem  dabei  zuerst 
5P,  dann  u)  als  veränderlich  betrachtet  wird.  Die  erste  zwischen 
den  Grenzen  0 und  AD  ausgeführte  Integration  giebt  das  Moment 
des  Elements  erster  Ordnung  ADD',  die  zweite  Integration,  zwi- 
schen 0 und  CAB  uusgefiihrt,  giebt  das  Moment  des  ganzen 

Dreiecks  ABC.  Es  ist  nun ^^sin  p . cos  (p  . dp  = |^si n 2p  . d(2rp) 

= Const — -Jeus  2 p:  und  dieses  Integral  von  <p  = 0 bis  p = AD 
genommen,  giebt  -J(l — cos  2 AD)  oder  ^(sin  AD )*,  so  dass  also' 
aas  Moment  des  Elements  ADD'  in  Beziehung  auf  die  Ebene  HOK 
= 4(sin  AD )*'.  dco. 

Um  diesen  Ausdruck  von  Neuem  zu  integriren , ist  es  zweck- 
mässig, statt  io  und  des  davon  abhängigen  Bogens  AD,  den  Bo- 


/ 
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gen  CD  als-  .veränderliche  (»rosse  einzufiibren.  Zu  dem  Endo  sei 
Seite  sßC—a,  ACz=  b , Aß=zc,  BACzrza^  ABC=ß, 
ACßz=y  gesetzt;  uach  einer  bekannten  Relation  ist  im  sphäri- 
schen Dreieck  ABC : cos  ^'cos  y=sin  b . cotg  CD — sin  y • cotg  w> 
daher,  wenn  man  differenziirt:  sin£  sinw3.r/(C7J)=8in^sinC/}3.f/a», 
oder  da  sin  CD  : sin  AD=z  sin  w : sin  y,  auch  sin  b sin  y d{CD) 
= (sin  ADV  . do),  folglich  das  zu  integrirende  Moment  des  Ele- 
ments ADD'=  l sin  b sin  y . d(CD).  I)as  Integral  hiervon  giebt: 
£sin  b sin  y . CD  -4-  Const.  und  wird  dasselbe  von  0 bis'  CB-=.a , 
als  Grenzen  für  CD,  ausgedehnt,  so  ergiebt  sich  als  Moment  des 
ganzen  Dreiecks  ABC 

Jar.  sm  b sin  y. 

Setzt  man  den  sphärischen  Winkelexcess  dieses  Dreiecks,  d.  i.  . 
a-f-j $-\-y  — nz=.ey  so  ist  für  deu  Halbmesser  1 auch  der  Flächen- 
inhalt des  Dreiecks  =e,  folglich  der  senkrechte  Abstand  seines 

Schwerpunkts  von  der  auf  OA  senkrechten  Ebene 

oder  auch,  da  sin  b : sin  c = sin  ß ; sin  y,  derselbe  Abstand 

= n S’n Eben  so  ist  der  Abstand  des  Schwerpunkts  von 

einer  durch  O gebenden  und  auf  dem  Radius  OB  senkrechten 
. b sin  a sin  y b sin  « sin  c 

Ebene  ±= — = — ; endlich  die  Entfernung  die- 

ses Punktes  von  einer  durch  0 senkrecht  gegen  OC  gelegten 

, c sin  a sin  ß c sin  « sin  b . . 

Ebene  = ^ = ^ . Hierdurch  ist  die  Lage  des 

Schwerpunkts  völlig  bestimmt  und  kann  auf  folgende  Weise  leicht 
construjrt  werden:  \ z . ' • . u. 

ABC  (Taf.  1.  Fig.  3.)  sei  das  gegebene  Dreieck,  DEF  das 
polare  oder  reciprokc;  die  Kugelbalbraesser  OD,  OE,  OF  stehen 
also  auf  den  rcspectiven  Ebenen  BOC , AOC , AOB,  so  wie  die' 
Halbmesser  OA , OB . OC  auf  den  Ebenen  EOF , FOD , DOE 
senkrecht.  Auf  OD  sei  ein  Stück  OP  genommen , dessen  Länge 
' sich  zu  OD{-=  1)  eben  so  verhält,  wie  die  Seite  BC  (oder«)  zum 
doppelten  Ueberschuss  der  Peripherie  eines  grössten  Kreises  über 
die  Summe  der  drei  Seiten  des  Polardreiecks  EDF,  ( oder,  was 
dasselbe  ist,  dein  doppelten  Ueberschuss  der  drei  Winkel  des  Drei- 

* ecks  ABC  über  zwei  Rechte,  also,  nach  obiger  Bezeichnung,  zu  2e, 

wodurch  OP=z Desgl.  seien  auf  OE  und  OF  vou  0 an  die 
Stücke  OQ  und  OB  so  genommen,  dass  2e  : bzzzOE:  0(1, 
2e  : cr=zOFi  OB ,»  wodurch  OQ  = —,  OB=z%r.  • Wird  dann 

Z€  Z6 

über  diesen  drei  Stücken  OP,  OQ  und  OB , die  sich  demnach  wie 
a : b : c verhalten,  ein  Parallelepipedum  construirt.  so  wird  die 

• dem  Mittelpunkt  der  Kugel  O gegenüberliegende  Ecke  G dieses 
Parallelepipedums  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  ABC  sein. 

v Denn  Abl'AO  auf  def  Ebene  EOF  senkrecht , steht,  diese 
Ebene  aber  der  Ebene  PG  parallel  ist,  so  steht  AO  auch  auf  die- 
ser letztem,  Ebene  senkrecht,  und  wenn  daher  AO  diese  Ebene  im 
Punkte  p trifft,  so  ist  Op  dem  senkrechten  Abstande  des  in  dieser 
Ebene  liegenden  Punkts  G von  der  Ebene  EOF  gleich.  Da  nun 
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das  Dreieck  OPp  bei  p rechtwinkeli g ist,  s»  ist  OjkzzOP. cos  DOA\ 

ff. 

nach  obiger  Construction  ist  aber  OP~  7^,  und  im  sphärischen 

Dreieck  ADB , worin  BD  — r90°,  ist  cos  AD  oder  cos  AOD 

= «in  AD  cos  ABD  = t»iu  c sin  ß t daher  Op  z=z  * S*n  ^ S*n  ^ ; 

daher  liegt  der  Schwerpunkt  in  der  Ebene  PO.  Auf  gleiche  Art  - 
w’ird  bewiesen,  dass  er  in  den  Ebenen  QG  und  DG  liegt;  er  ist 
also  der  Durchschnittspunkt  G dieser  drei  Ebenen. 

Da  siD  c sin  ß die  Länge  des  von  A auf  die  Ebene  ge- 

fällt Lothes  ausdrückt,  so  kann  man  auch  noch  auf  folgende  Art 
verfahren.  Auf  AO  nehme  man  das  Stück  Op=z  der  vierten  Propor* 
tionale  zu  2ef  a und  dem  aus  A auf  die  Ebene  D OC  gefällten  Lotb, 
lege  hierauf  durch  p eine  auf  AO  senkrechte  Ebene:  auf  gleiche 
Weise  verfahre  man  auf  den  Halbmessern  BO  und  CO\  so  erhält 
inan  drei  auf  diesen  Halbmessern  senkrechte  Ebenen,  dieselben,  wel- 
che in  der  vorigen  Construction  die  Ecke  O des  Parallelepidums 
bildeten  und  dereu  Durcbschiiittspunkt  Gt  also  der  Schwerpunkt  ist. 
Will  man  die  Luge  dieses  Punkts  durch  schiefwinkelige  Coor- 
dinaten  iu  Bezug  auf  die  drei  Ebenen  BOC , AOC.'AOB  be- 
stimmen, so  denke  man  sich  durch  G eine  «1er  BOC  parallele, 
daher  auf  OD  senkrechte  Ebene  gelegt.  Das  von  ihr  auf  OA  von 
0 an  abgesebnittene  Stück  ist  die  mit  OA  parallele  Coordinate 
des  Punkts  G\  sie  sei  durch  x bezeichnet;  das  von  derselben 
Ebene  auf  OD  von  O an  abgeschnittene  Stück  ist  x . cos  AOD. 
Projizirt  inan  auf  dasselbe  drei  von  0 bis  G aufeinander  folgende 
Kauten  des  Parallelepipedums,  so  erhält  mau: 

1 

x . cos  AOD  ■=  OP- f-  0(1  cos  EOD-\-  OR  cos  FOD  oder 

x siu  c sin  ß = -£-  — ~ cos  y — cos  ßt  daher  . , - 

rt  — 6 cos  y — c cos  ß , , 

x = - — : : — , oder,  wenn  man  der  Symmetrie  wegen 

2«  sin  c sm  ß ’ j o 

das  coustante  Produkt  aus  dem  Sinus  einer  Dreieckseite  und  den 

Sinus  der  beiden  anliegenden  Winkel: 

sin  a sin  ß siu  y = sin  b sin  u sin  y = sin  c sin  u sin  ß=K 
setzt:  , 


sin  « 


x = -^~ej£  ( a — b sin  y — c cos  /?);  eben  so  ist 

sin  ß sin  y . ' . . 

7j-=:—^\b — c cos«  — a cos  y),  * = 77— jjF  (c  — a cos  ß — 0 cos  a). 


Die  Entfernung  d des  Schwerpunkts  G vom  Mittelpunkte  der 
Kugel,  d.  i.  die  Diagonale  OG  des  vorhin  zur  Construction  ange-  . 

wandten  Parallelepipedums,  ist  nach  einem  bekannten  Lehrsätze 

' - ’ ••  • . ‘‘  i 

= [/(  OP*  H-  ~Ö(P  OR*-+*20P  . OQ  cos  POQ 

+ 10P  . OR  cos  POR  + ZOQ  . OR  . cos  QOR). 

Suhstituirt  man  hierin  die  vorhin  angegebenen  Werthe  von  OP. 
OQ)  OR , so  kommt: 


t 
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« / 

1 - — — » . V __  . ^ 

-+-  b*  -j-c2 — 2 bc  cos  a — 2 ac  cos  j? — 2 ab  cos  y. 


2e 

Um  endlich  noch  die  Winkel  zu  bestimmen,  welche  der  durch  den 
Schwerpunkt  sehende  Halbmesser  der  Kugel  mit  den  Halbmessern 
OA , Oßy  OC  macht,  betrachte  man  das  bei  p rcchtwinkclige 
Dreieck  OpG\  dasselbe  giebt  Op  = OG  . cos  AOG  oder 

2e"si„  cos  A0G>  woraus  cos  A0G—2j^n^e bc°  80 

ist  cos  BOG  = —r^— r,  cos  COG  = °K 


J . ~y  VUO  W W » — />  > . Diese  Cosinus 

2 ea  sin  ß 2 ed  sin  y 

sind  also  direct  den  Seiten  und  umgekehrt  den  Sinus  derselben 

proportionirt.  *' 

Der  Schwerpunkt  einer  von  einem  sphärischen  Dreieck  be- 

S ranzten  Kugelpyramide  ergiebt  sich  aus  dem  Obigen  sehr  leicht. 

r liegt  auf  der  geroden  Linie,  welche  den  Mittelpunkt  der  Kugel 
mit  dem  Schwerpunkte  jenes  sphärischen  Dreiecks  verbindet,  aber 
um  den  4ten  Theil  dieser  Linie  dem  Mittelpunkte  naher  als  der 
Schwerpunkt  des  Dreiecks. 

••  • is 


>-\vTr. 

Heber  die  rekurrirendc  Bestimmung  der  Ber- 

iioullischcn  Zahlen.  , 


v Von 


Herrn  O.  Schl örai Ich 


zu  Wien. 


\.r' 


\\  - - 

• 


• •{ 

*1  . .!» 


§ L 

Wenn  man  die  bekannten  Formeln 


\ n 


Log  sin  (D  = Log  w -f-  Log  (1  — -f-  Log  (1  — ~i) 


» - 


..  v ü)3 


l.t 


, t 


Ug  CO»  J<o  = Log(l— ^)  + Ug  (1-— )+Fj0g(l  — 2^)+, 
nach  w differenziirt,  so  erhält  man  leicht  die  beiden  Reihen: 
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ft) 


CO 


2co 


— i COt  "T ; + . — z — r -f- 

* 7za — ft»2  4ti2 — <i>2 


io 

9n2  — oj* 
w 


u>  ft»  ft» 

4tan  \(x)  = n,  _ u!  ■+■  9"  j _ W2  2571* — u»* 


0) 

(2) 


'Zieht  man  die  erste  Gleichung  von  der  zweiten  ab,  nachdem  mau 

' £( 

diese  mit  2 multiplizirt  hat,  und  bemerkt,  dass  cot  o»  — ^ 

1 — COS  ft» 

tan  ico  = : ist,  so  kommt: 

J ein  /a  * 


COS  ft) 


sm  u» 


sin  u» 

. 1 

4-COSCC  IX)  — — — 


ft» 


71 2 — ft)2 


ft» 

47I2  ft»2 


ft» 

Ot*2  — ft» 


Diesen  schon  bekannten  Summirungeu  lässt  sich  eine  sehr  vor- 
teilhafte Seite  abgewinnen.  Drückt  man  nämlich  dieselben  Reiben 
durch  bestimmte  Integrale  aus,  so  gelangt  man,  weil  jene  Summen 
schon  bekannt  sind,  zur  Kenntnis*  einiger  bestimmten  Integrale, 
welche  sich  unbestimmt  nicht  angeben  lassen,  und  die  sich  hernach 
zur  Entwickelung  mehrerer  rekurrirenden  Eigenschaften  der  Ber- 
noullischen  Zahlen  sehr  nützlich  erweisen  werden. 

Zu  diesem  Zwecke  erinnere  ich  an  die  bekannte  Integralformel: 


fe 


e~kB  sin  /0t/0  = 


— k sin  h& — h cos  h& 


e~~kB  -4-  Const. 


k2  -f-  h- 

Nehmen  wir  0 = oo,  0 = 0 und  subtrahiren  beide  Werthc,  so  er- 
giebt  sich  das  bestimmte  Integral 


e~k&  sin  /t&dG  = 7 -~~ 
0 k2  -4- 


h2' 


Für  k—wt,  /i  = ui  [/' — 1 geht  dasselbe  in  das  folgende  über: 
£7=  «»  0d@  = (4) 

f « 

worin  das  Imaginäre  nur  scheinbar  ist,  und  sogleich  verschwindet, 
wenn  man  den  Sinus  durch  Exponenzialgrössen  ausdrückt.  In- 
dessen werden  wir  doch  diese  Schreibart  der  Bequemlichkeit  wegen 
beibehalten  und  \S — 1 kurz  mit  i bezeichnen.  Betrachten  wir  die 
rechte  Seite  der  Gleichung,  so  findet  sich,  dass  dieselbe  nichts  An- 
deres ist,  als  das  allgemeine  Glied  der  Reihen  (1),  (2),  (3).  Giebt 
man  also  dem  n die  Werthe,  die  es  dort  hat,  und  addirt  alle  Glie- 
der auf  die  nämliche  Weise,  wie  es  in  jenen  Reihen  geschieht,  so 
drückt  man  die  nämliche  Reibe  durch  eine  Reibe  bestimmter  Inte- 
grale aus,  die  sich  aber  sehr  leicht  in  eines  zusammenzieben 
lassen.  ' 

1)  Nehmen  wir  zuerst  «=  1,  2,  3,  4,  . . .,  und  addiren  sämrat- 
liche  Glieder  mit  positivem  Zeichen,  so  bekommen  wir  auf  der 
rechten  Seite  die  Reihe  (1),  für  die  wir  gleich  ihre  Summe  setzen 
wollen;  also: 

* ’ * * " I ’ »*  t 

e~nB  sin  co»0rf0-f-  e—*7*#  sin  b)i@d& 

‘ -f-  e~*'*  S‘n  — x 


cot  w. 
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Da  aber  diese  Integrale  den  gemeinschaftlichen  Faktor  -r  und 
gleiche  Gränzen  besitzen,  so  können  wir  dieselben  so  vereinigen: 

-v-  -f- e^271 9 -f- e~3n 9 ] sin  U)i0d0  dss  ^ 


[cot  üi. 


Weil  nun  0 eine  positive  Grösse  ist,  so  bleibt  er~nG  ein  achter 
Bruch,  und  die  eibgeklammerte  Reihe  lässt  sich  nach  der  Formel 


x 


x H-  x"1  -f-  x*  -f- = , •+-  l^>x^>  — 1 

summiren.  Die  Summe  ist  nämlich: 

e~n9  1 


' also: 


Kf 

% *7  0 


1 — e—n  9 ~ 

“sin  wiGdG 
en9  — 1 

t 

Cd 


e71*  — 1 


äj  - 4«>‘  "• 


- Schreiben  wir  noch  20  für  ©,  y für  w,  so  ist 


1 / 

* / o 


“sin  mGdG  1 , , , /e?v 

e2 n&  _ T — 2ü)  T°0t  


2)  Eben  so  leicht  ist  es  die  Reihe  (3)  in  ein  bestimmtes  Inte- 
gral zu  verwandeln.  Man  nimmt  wieder  in  (4)  »=1,  2,  3,  4.  . . . 
addirt  aber  alle  Glieder  mit  wechselnden  Zeichen.  So  erhält  man 
ganz  ähnlich,  wie  vorhin:  ..  . , . ...  ( 

j f [e~ n9 — e~ 2nG -4- er-mG — J sin  ü)i0d0=$cosec  w — — . 

Die  Summe  der  cingeklammerten  Reihe  ist  * < , 

• e—^G  • 1' 


mithin  auch: 


1 e-nG  > 1 e*G  V 


1 /'*sin  mGdG  1 _ 

t /„  ^«+r=^cosec  "-&•••  W 


3)  Für  die  Reihe  (2)  setzen  wir  in  (4)  »=  1,  3,  5 4 und 

addiren  alle  Glieder  mit  positiven  Zeichen.  So  wird 

T /o  \€^n®  + e~ |7r0_|_-8{,ie_f. J sin  ü)i0d0=:^t an 

Nach  der  Formel 


x 


X-\~  x' 

: ’ , f • _ 


a:6 


Rodet  sich  als  die  Summe  der  Reihe  unter  dem  Integralzeichen: 
• e—nG  1 


folglich 


1 —e—tnG  & © — r-*8’ 


\ > 1 C ® sin  mGdG 

T./o  w ~ 4^°  4“ 
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oder,  wenn  man  für  0,  2to  für  w schreibt: 

\ ** 

1 * .sin  loi&dG  t /tJX 

-T  / ~n <" fty 

J 78  —»  - ' 

^ o « — e 

....  ' i • ' 

*.  II. 

Mittelst  tler  .eben  gefundenen  bestimmten  Integrale  ist  cs  nun 
leicht,  für  irgend  eine  Iternoullisclie  Zahl  mehrere  Integrale  anzu- 
gehen, indem  man  nämlich  beide  Seiten  von  (5),  (6),  (7)  nacl»  Po- 
tenzen der  willkührlichen  konstante  o>  entwickelt,  was  auf  der 
rechten  Seite  mittelst  der  Bernoullisehen  Zahlen  bewerkstelligt 
wird,  und  dann  die  Coeflicienteu  gleicher  Potenzen  von  w in  eine 
Gleichung  stellt. 

1)  So  haben  wir  aus  (5) 

c /•*  :K‘  <u*  Q'de 

Tc/o  tfwy—i  "+_  i . a.  3,/ o «2/e— i + 

(j)2n — 1 

1 .2.3 (2»  — \)J 0 e*»«— 1+**’ 

1 * -4-  ’ f— — Fi  _U — R i 

2oü  2w  + *ll  . 2-  1 + 1 . 2, 3 . 4 1 ^ 

üj2«  t n , , 

■ •••‘•‘1.2.8.. . ::'(2ij  ■*■••••' 

Vergleichen  wir  nun  die  Koeffizienten  von  m2*— \ so  ergiebt  sich 
auf  der  Stelle  , • \ 

dd  _ 'l_ 

\ 2)  Entwickeln  wir  ebenso  die  Gleichung  (6),  so  läuft  die  linke 

Seite  ganz  so,  wie  im  vorigen  Talle;  rechts  fängt  die  Reibe  für 

Icosec  w mit  an,  welches  sich  gegen  — hebt,  und  die  allge- 

meinen Glieder  sind: 

(o2><-1  ' ; (02/1-1  — 1)cq2/i  1 p 

. 1.2.3...  (“Zn  — 1 ) / o c *6 -h  1 UU  1.2.3....  (2 ri)  2,1 
folglich  durch  Vergleichung:  ' 

f*v»-xde  r (9)  ; . '* 

J o enV.-+-  1 2«  .....  V ; 

3)  Endlich  gieht  die  beiderseitige  Entwickelung  von  (7)  die 
allgemeinen  Glieder: 

ofiit — 1 ' J*  22»(22»  — l)üj2n— 1 „ 

i.2.3...(2«-lj  / Ti  Iiu"l*'i.s,j....MW 

J 0 e*  -e  2 ,, 

also  wieder  durch  Gleiclisetzen  der  Koeffizienten: 

•" 

/ I* ->  v-  •*"  . 

' 0 e — e 
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Diese  bestimmten  Integrale  für  eine  beliebige  ßernoullische  < 

Zahl  bietcxr  den  Vortheil  dar,  dass  sie  den  Index  2/i — 1 als  Expo- 
nent enthalten  und  es  dadurch  leichter  wird  den  gegenseitigen 
Zusammenhang  mehrerer  auf.  einander  folgenden  Zghlen  zu  ent- 
decken. . . > , - 

Wollte  man  die  Nenner  jener  Integrale  in  Reihen  verwandeln 
und  die  Integration  eines  eiuzelnen  Gliedes  nach  bekannten  Eigen» 
schäften  der  Gammafunktionen  ausfüliren,  so  würde  «nun  das  schon 
bekannte  Resultat  finden,  dass  die  BernoullisCben  Zahlen  di^  rezi- 
proken geraden  Potenzen  der  natürlichen  Zahlen  summiren.  ,Frucht- 
barer  ist  es,  die  Zähler  jener  Integrale  in  eiiic  Rechnung  zu  ver- 
flechten, wie  die  nachfolgenden  Paragraphen  zeigen. 


§.  III.  v 

Wir  beschäftigen  uns  zunächst  mit  den  Formeln  (5)  und  (8), 
welche  wegen  der  Gleichheit  der  Nenner  zusainmcngchüreo.- 

I)  Wir  mnltipliziren  beide  Theile  von  (5)  mit  der  Constante 
4sin  tu,  welche  wir  unter  das  Integralzeichen  tlilin,  und  zerlegen 
das  doppelte  Sinusprodukt  in  eine  Cosiousdiffercnz*  . so  dass  wir 
erhalten 


O /T( 

4 / 

il/o 


*>co$  (1 — — cos  (l-f-i0)<u  2sin  io  . , . r>' 

— r/0  = — cot  iw  sin  w 

& •&  — 1 | O)  , . 2 


V i 


i > 


i.  - ■ 2sin  ft»  ft  \ ' 

= (1  cos  w). 

» • ' #i  • • i 

Entwickeio  wir  beide*  Ausdrücke  in  Reihen,  welche  nach  Potenzen 
von  tu  fortschreiten,  so  sind  die  allgemeinen  Glieder 

.*(!'_  _L  (r  ^_  i&) 2«  sr_.  » . V k • . \ 

e2lf4—y  , 


X 


t 1.2.3.....  (2n)  ^ u 

2(—  l)»uj2n 


1.2.3 (2«  +-  1) 


(IQ  und 

' t ».  ». 

. . ^ » r 4 

(—  iy»ft)2*  . 


1.2.3....  (2  n) 

- * * • > M' fc-  r ,(»r 

• und  weil  die  Koeffizienten  von  w2w  einander  gleich  sein  .müssen 

' ‘ ‘ * -V 


JL  S'xiL 

i i *ß-  0 > 


»e)2«  _ (i 


2 


v - ' 


. 2 n — 1 


» — 1 , ~~ — 2n  + l 2n  + l' 

Es  ist  aber  * 1 ' ’’  1 ’ ‘ * ' 

• i 

( i _ *0)2«  ~ ( 1 4-  *0)2«  — 4-t2»[(2»)  , 0 — (2»),0 » + (2«)  1 0 ‘ . 

. . .. . 4-  (—  1)'1+‘(2")2«-i6^‘-1] 

wobei  (2/*),,  (2»)j,^..  die  Binomialkoeffizienten  ungerader  Stelle 
für  den  Exponenten  2/t  bedeuten.  Substituiren  wir  diess  und  be- 
zeichnen den  Nenner  des  Integrals  kurz  mit  iV,  so  wird 

(8»)l  -ff  — •"*/„  #+&*)*■$/,)  ;V  ’■•••••• 


Jedes  dieser 
erhalten 


ieser  Integrale  lässt  sich  aber  nach  (8)  ausfuhten,  und  sö 
wir:  •>?  .»  v {-  ..«> ! 


2 n — 1 

»-+-  r 
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(2 n),ß, -H2n),B,  -t-+(2»),Ä,  - 

/ 

+(-  ...  (u>. 

2)  Eine  zweite  ganz  ähnlich  gebildete  Eigenschaft  der  Ber- 
noullischen  Zahlen  ergiebt  sich  so.  Wir  multipliciren  (5)  mit 
4cos  w und  zerlegen  wieder  unter  dem  Integralzeichen:- 


v 

* «/  o 


»sin  fl-4-iö)w  — sin  (1  — iG)tn 
e2n«_l 


dO  = 


2cos  io 
io 


cot  -\ti)  cos  w 


2cos  u> 

= cot  * w-f-sln  a>. 

io  2 


Verwandelt  man  beide  Seiten  in  Reihen,  so  sind  die  allgemeinen 
Glieder 

2 (_  1)h*4-1ü>2«— 1 /*®(1  iS)*n-\  - ( 1 _ i9) 2*-l  ^ 

T*  1 .2.3  . . (2w—  1)  J o &n9-\  una 


2( — l)»co2» — l 


2a)2*-l 


I . 2 . 3 . . . . (2n)  1 . 2 . 3 . . . (2*)  B2n~l  *l”  1 . 2 . 3 ....  (2/»  — 1) 

folglich  durch  Vergleichung  der  Koeffizienten  von  ui2n~ lj 

Ferner  ist: 

(1  -+-  — ( 1 — »©) 2«-i 

= 2#[(2ä  — 1),©  — (2»  — 1) ,0*  (2»  - 1)6©‘  — 

-f-  (—  1)"+1(2*  — l)^-!©^-!] 

also,  wenn  wir  diess  in  das  Integral  substituiren: 

(2^-1),, 4/o  (2«-l),.yo  1v  hMei/o  iV  — 

&2n— \d9 

. . . _4_  (_  1)*-M('2»  - 1)2« — 1 . 4/o  — ^r- 

ft — 1 


Bestimmen  wir  den  Werth  jedes  dieser  Integrale  nach  (8),  so  er- 
giebt  sich  _ - 

(2 n — 1),/?, — |(2o  — Y)zBt  H-t(2,>  

...  + (-  l)”-H^(2» - r=^  + (- lJ-H-ii«!«-,. 

Dabei  heben  sich  die  mit  behafteten  Glieder  und  die  Reihe 

4- - * . 1 

bricht  also  bei  dem  Gliede  ( — 1)”- — t(2 n — 1)2»— 3^2r*r-3  ab.  Schrei« 
ben  wir  daher  n -|-  1 für  n,  so  ist  nun 
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(2m  + l)i^»  — i(2»+  1)1^1  1)SÄ,  — 

• . * + ( — ==  ^Tj*  ...  (12) 

Diese  Eigenschaft  der  Bernoullischen  Zahlen  ist  der  (11)  ganz  analog, 

auch  in  so  fern,  als  — I; — 7 gesetzt  werden  kann. 

71  - f- 1 (2n  -4- 1 ) -4- 1 3 

Es  lassen  sich  daher  beide  Gleichungen  so  zusamuienfussen: 


...(13) 


mxB  i-««-,/?*., 

^ n n 2 ■>  - n | 

tu  1 B j tn } B j-f- -J m^B  j . ...... « . —1—  ^ |W/b — %Bm — 2 — ■ j 

wobei  die  obere  Reihe  für  ein  gerades,  die  untere  für  ein  ungera- 
des  m gilt. 

' ...  < * -*  • § IV.  . 

Auf  gleiche  Weise  soll  nun  auch  die  Formel  (6)  mit  Rücksicht 
auf  (9)  behandelt  worden. 

. 1)  Multiplicirt  man  (6)  mit  2 sin  w und  zerlegt  unter  dem  In- 
tegralzeichen das  doppelte  Produkt,  so  kommt: 

1 /'®cos  (1  — 16)0)*—  cos  (l-f-20)w  t sin  ta  \ 

“T  / TT  £1  t • öö  — 1 ' ‘ ’ • 

t / 0 enO  -f- 1 (o 

\ • , 

* \ , 

Die  beiderseitige  Entwickelung  nuch  Potenzen  van  (o  giebt  die 
allgemeinen  Glieder:  • 


I ;t  (—  l)»a>2»  /'®(l  — ,0)2«  — (l-f-i0)2n 

$ * I .2.3 (2w)  Jo  e*0-f-l 


ä&  und 


(—  l)*+lü>2" 


1 .2.3  .....  (2r •+•  1) 


folglich: 


1 r 08(1  ~ i9)2n  - d ^ — 1 

* / 0 2m -4-I* 


Entwickeln  wir  die  Potenzen  unter  dem  Integralzeichen  und  be- 
zeichnen den  Nenner  kurz  mit  A/,  so  ergiebt  sich  ganz  ähnlich 
wie  in  §.  III.  1):  - v 

<2»).  • 2/r^r-<2»>-  +<*■).  • «/Ttt 


®Ö2  «-W0 


/*  a 

0 A/ *+T 

Aus  (9)  findet  sich  aber  der  Werth  jedes  einzelnen  Integrals,  und 
so  hat  man: 


(- 1)^  ^ ...(14) 


2)  Durch  Multiplikation  mit  2cos  w erhalten  wir  aus  (6) 
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1 /•“» in  0-+- «>)■■> —i"  JQ  — cot  „ 

• * ./  0 ' «w»  1 


COS  (0 

w 


Daraus  fliessen  durch  Verwandlung  in  Reihen  die  allgemeinen 
Glieder: 

®(l-f  — (I  — |0)2"-1 


I (_1)»-HW2«-1  r « 
T ‘ 1.2.3 (2n  — 1)  ./  o 


22/10)2«— l 


1 *+■ 


-1-  1 

(—  l)«-H(o2«-l 


dO  und 


1.2.3 (2«)’ 


j 1.2.3...  (2 n) 

folglich: 

, de= 


oder,  wenn  man  die  Potenzen  wie  in  4-  HI.  2)  entwickelt  und  den 
Nenner  mit  M bezeichnet: 



— 1 1 i * 

o tt-  '/0=Sll +(-'  )”22" 

Führt  man  jedes  dieser  Integrale  nach  (9)  aus,  so  ist: 

^(2»-l)1/?,-^i(2»-^T),Z?J-»-=^(2»-l)sß,- 

>"+1—^(2«- 1 >2,-,  Äta-i=  ^[1+(-1)“2*»ä2„-.,) 

Nimmt  man  auf  beiden  Seiten  die  mit  ß*n—\  behafteten  Glieder  zu- 
sammen und  schreibt  dann  /*-+-l  für  «,  so  stellt  sich  diese  Rela- 
tion unter  folgender  Form  dar: 

^p(2*+l),  ß,  -^(2,,-hl),  B,+^-(i«+l).B,  - 

+ (- 1 - 1)^.1- 


§•  V. 


f 

s 


Wir  wenden  uns  nun  zur  Betrachtung  des  letzten  Paares  zu- 
ammengehöriger  Integrale,  nämlich  (7)  und  (10). 

1)  Durch  Multiplikation  mit  2 sin  tu  entsteht  aus  (7) 

• . i -»COS  (1‘—  — cos  fl  -+-W)(B  ■ . 

' — 1 — — r/ö  = tan  tu  sin  tu 


/ 


71  71  ^ 


l-i- 


sec  tu  — cos  tu. 


Bekanntlich  lässt  sich  nun  sec  tu  in  folgende  Reihe  verwandeln 


*l-l  ß« 


io J 


;B,-h 


10 * 


~ 1~  . . . i . 


.2  8 2.3.4' 

worin  (jö0>  :/J3,  Z?4,  v . . gewisse  Koeffwientei?  bedeuten,  ; Reiche 
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einige  Analogie  zu  den  Bernoullischen  Zahlen  besitzen.  Es  sind 
die  allgemeinen  Glieder  der  Reiben: 


1 


(—  l)»ü>2« 


i * 1.2.3....  (2 n) 

ofinßin 


,®(1  - - (1  -4-  i9)2n 


71  71 

e — e * 


tlO  nnd 


, f—  1 )»-H(i)2fl 


1.2.3...  (2»)  1.2.3....  (2»)  ’ 

folglich : ' 

1 ^°°0  — i9)2n  — ( 1 — |—  iQ)2n 

. o 

Entwickelt  man  wieder  die  Potenzen  unter  dem  Integralzeichen  und 
bezeichnet  den  Nenner  mit  //,  so  ist  nun: 

r 7 


n 

,~9 

e~  —e 


71  ^ 


de  — (—  xyßin  — i. 


*?/o  L (*•).- ?/o  ^ -t"(2")5*2/0  £,  

...  + (-  1)«+|(2«)2/I_1 . 2 — 1 _ (_  i)*/?2rt 

. ' . ' ‘ = 1 + (- 1)«+!^. 
woraus  sich  vermöge  der  Formel  (10)  sogleich  ergiebt:  , 




...+  (-  = 1 -+-  (—  iy+'fh„....  (16) 


' 


2)  Multiplizirt  man  (7)  mit  2cos  o>,  so  ist: 

1 ~®sin  — sin  (1  — i‘0)w  ,n 

— S*  — ' T—L-  (IQ)  — gm  u). 


I'.  * i«V  ■: 


/ 


y0  -Je 


Daraus  entspringen  die  allgemeinen  Glieder  der  Reihenentwicke- 
lung: 


1 (—  l)*+lft>2n— 1 

T ‘ 1.2.3 (2/i—  1) 


* >' 


/ 


®(1  -+-  »0)2*-l  — (1  — /0)2«-l 


I»  ~T 

e — e 


de  und 


, 1.2.3 (2 n — 1)  ’ 

nnd  so  die  Gleichung 

1 ' ^00(1  -4-  t0)2*-l  — (1  — tG)2n-l 


f. 


de—  i. 


Diess  giebt  durch  Entwickelung: 


, (' *>92n-\(lQ 

■1)”+,(*Ä — l)*«--. i*?/0  “ >7^“ = * 


Tbell  III. 


Digitized  by  Google 


t 


18 


und  durch  Ausführung  aller  Integrale  nach  (10) 


. . . + (17). 

0m  ft 

. V 

Oie  bisher  entwickelten  Eigenschaften  der  Bernoullischen  Zah- 
len, welche  gar  nicht  bekannt  zu  sein  scheinen,  enthalten  die  Auf- 
lösung der  Aufgabe  von  der  rekurrirenden  Bestimmung  jener  Zah- 
len; und  zugleich  führt  die  Formel  (16)  die  Berechnung  der  Se- 
kantenkoeflizieuten  auf  die  der  Bernoullischen  Zahlen  zurück. 

Die  Anzahl  der  Rekursionsformeln  für  diese  Zahlen  iiesse  sich 
noch  vermehren,  indem  man  die  bisher  gefundenen  Formeln  durch 
Addition  und  Subtraktion  combinirte.  Diess  will  ich  aber  über- 
gehen, da  die  Ableitung  dieser  Relationen  leicht  ist  und  ohnediess 
zu  weniger  einfachen  Resultaten  führt. 


Ueber  den  Schwerpunkt  des  körperlichen  Sec- 
tors  eines  Ellipsoids  mit  drei  Achsen. 

Von 

Herrn  Lieutenant  von  Seycllitz 

im  Königl.  Preuss.  8ten  (Leib-)  Infanterie  Regiment. 


Aufgabe  I. 

(Welche  als  Einleitung  zur  zweiten  Aufgabe  dient). 

E 8 ist  ein  Ellipsoid  mit  drei  Achsen  «r,  b und  c , wel- 
che den  rechtwink I iclie u Coordinaten  X,  Y,  Z entspre- 
chen, gegeben.  ICS  (Taf.  I.  Fig.  4.)  sei  der  Schnitt 
durch  den  Mittelpunkt  O , winkelrecht  zur  Coordinateo^ 
ebene  XZ  . MT  sei  ein  anderer  zu  derselben  Ebene  win- 
kelrechter Schnitt  durch  den  Funkt  Q»  in  der  Entfer- 
nung OQ.'=  as  von  O.  Es  soll  der  Schwerpunkt  des  kör- 
perlichen Sektors  JMNQOLK  bestimmt  werden,  dessen 

Centri winkel  KOL  = « ist. 

. » 


% 
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Die  Coordinaten  des  zu  bestimmenden  Schwerpunktes  s zu  den 
respektiven  Achsen  seien:. 

OD  = x>,  DU—y\  SU=z%’ 

so  wird  x’  auch  dasselbe  x’  des  Schwerpunktes  des  Körpers  MKST 
sein,  der  zwischen  den  beiden  Schnittellipsen  liegt,  und  es  ist 
daher  nach  einer  bekannten  Entwickelung: 

, 3 2a2  — x2 

x 


3 a2  — x2 


x. 


Die  Fläche  MNQ  sei  gleich  F und  die  Coordinaten  des  Schwer- 
punktes von  F seien  y"  und  so  ist: 


f'i/’Fdx  = i/J  Fdx, 


■ f y"Fdx 

fFdx  ^ 

Eben  so; 

_fz"Fdx 
* — fFdx  ™ 

Bezeichnen  wir  in  Tof.  I.  Fig.  5.,  welche  die  Schnittellipse  MT 
vorstelle,  die  halbe  grosse  Achse  MQ  durch  y,  und  die  halbe  kleine 
Achse  /IQ  durch  ß,  ferner  durch  <p  den  Bogen  Tür  den  Radius 
= 1,  welcher  dem  Winkel  MQM  entspricht  (HQ=QM  und  NP, 
deren  Verlängerung  JHQ  in  H schneidet,  winkelrecht  auf  MQ),  so 
ist  nach  Lehren  der  analytischen  Geometrie 

F=iyß(p  (3) 

Fz=  Fläche  NPM(F,j+  kNQP(F„). 

Bezeichnen  wir  die  Coordinaten  *,  i und  g„  h der  Schwerpunkte 
»,  und  8„  der  Flächen  F,  und  F,,  mit  y,  und  y,„  so  ist 

y"F=y/F,+  y,,F„. 

Nach  den  Lehren  der  Berechnung  des  Schwerpunktes  ebener 
Flächen  folgt,  wenn  wir  einstweilen  M als  Anfangspunkt  der  Coor- 
dinaten betrachten  und  MP  mit  x,  ferner  NP  mit  y bezeichnen: 

* . ^ ß2(3y  — x)x2 

V>F'  — tyi (4) 


VnFn  (/  — «*)  (5) 


(6) 


Statt  x , y — QP—y — y cos  (p  gesetzt  und  statt  y,  NP=ß  sin  (p  °) 
und  diese  Werthe  in  die  Gleichung  (6)  substituirt,  giebt: 


*)  Schlägt  man  nämlich  um  Q (Taf.  I.  Fig.  6.)  mit  der  kleinen  halben 
Achse  RQ  einen  Kreis,  so  schneiden  sich  die  Peripherie  dieses  Kreises, 
die  Winkelrecbte  JS'p  und  der  Radius  HQ  in  einem  Punkte  o (laut 
analytischer  Geometrie) 

folglich  op  = NF 

==  Qo  sin  HQM 

. * ==ß  sin  tf: 

- * . _ 

2* 
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Es  (äy  -+-  y cos  y)  (y — y cos  <f)2  - f-/32  sin  y * . y cos  y 



0 


Dies  giebt  noch  gehöriger  Auflösung 

(7) 

. ' y = 

(8)  _ , 

Bezeichnen  wir  nun  eben  so  die  Coordinaten  Qi  und  Qh  der 
Schwerpunkte  s,  uud  s,f  mit  %,  und  so  ist 

x"F=x,F,-t-x„F/r 

* 

Nach  denselben  Aunahmen  wie  hei  den  Gleichungen  (4)  und  (5) 
folgt:  ' 

%tFt-=zyF,  — ^iy\ 

Z1,  = 4y/?(y — 4 sin  2y),  nach  Lehren  der  analytischen  Geometrie. 

^,F,  = iraß(9>~  i sin  2?)  — (9) 

X/lF/-<*Z+r)jAr-*)  (10) 

. >»r=  ir’ßCr  - i,  sb  tf)  - + ft*+r\«r-*\  ■. 

» / 

Für  x und  y die  Werthe  y*  — y cos  y und  ß siu  y suhstituirt, 
giebt  nach  gehöriger  Auflösung: 

«,F=*££™Jt  (U)  ■■ 


0 

,, ~y  -si»  y 

* 3 y 


(12) 


Aus  der  Mittelpunktsgleichung  der  Ellipse  AKBS  (Taf.  I. 
Fig.  4.)  folgt: 

MQ  — yr=-^\/{a2  — &2) 

und  aus  der  Mittelpunktsgleichung  der  Ellipse  ARIIB-. 

RQ  = ß = -i/(a*-a;*). 

< €t 

Diese  Werthe  in  die  Gleichungen  (7)  und  (11)  suhstituirt,  giebt: 


y"F= 


2/>3 

a? 


(«a  — &2)—\ /(«-  — #2).(1  — cos  y) 


■ a 


= |^(1  — cos  y)  i /(«*  — #2)3  (13) 
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/j2A  - 

x”F=  sin  — .zr2)3,  (14) 

(y"Fdx  = (1  — cos  y)  f \Z{a2  — x*)*dx 

1 ' , , • * 4* 

J \/{a2 — x*)ldx  = (- — — — — h y-).rl/(«2 — ^r2) 

' 3a4  Z'  «fa; 

' ~T  J[/{a2—x*) 

* 4 

(Man  sehe  Meyer  .Hirsch  Integraltafcln  pug.  155.) 


/ V{a^~  o.2)  = arc  X (M.  s.  Meyer  Hirsch  Integraltafeln  p.  141.) 
* J Fdx  = f'^yßcpdx  c=z  \(p  j\a2 — x2)^dx  > 


Es  ist  mithin  nach  Gleichung  (1) 


y'— 


2b{\  — cos  (f)  K-- A ** — h ^-)x[/(a2  — x3)  y-  arc  sin  x\ 

3 <upx{a2  — y) 


(15) 


Eben  so  ist  nach  Gleichung  (2) 

„ »,«* — x2  3ö*.  . ..  _ ,,  3/z*  . , 

2c  sin  <y|( h -r-)x\/(a2  — ar2)  -f-  ——  arc  sin  x\ 

, . 4 o ö 

* = 5 

3 ayx(a2  — y) 

Wird  in  (15)  und  (16)  x = 0 , so  erhält  man,  nachdem  man 
Zähler  und  Nenner  durch  x dividirt  hat: 


(16) 


3a3 


, 2Ä(I  — n»s  y)  a*  3«*  8 

— 3 -ä^f—  Kt  i")  a~h 


arc  sin  x 


1, 


3a3 


arc  sin  x 


0^ 

0 


y 


. .x 

t 2A(1  — cos  </) 

3 <r 


8 5 


und  eben  so: 


(17) 

, ac(i  — co.<  </)  .(8. 


3y 


Die  Gleichungen  (17)  und  (18)  sind  mit  (8)  und  (12)  zu  vergleichen. 

Es  ist  aber  wohl  zu  beachten,  dass  der  Werth  von  ip  in  fl7)  und 
(18)  ein  anderer  ist,  als  in  (8)  und  (12),  indem  </>  eine  Funktion 
von  x ist.  « , ' 

Wird  in  (16)  (p  zu  jt,  also  der  entsprechende  Winkel  = ISO0,  \ 
mithin  auch  Winkel  a=180°,  so  wird  V = 0.  Wird  (p  zu  2 ji. 
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also  auch  Winkel  a = 360°,  so  wird  *'  ebenfalls  =0.  Werden 
endlich  (p  und  a mit  x gleichzeitig  : — ~ 0,  so  erhält  man  aus  (18) 


0 


’ = ^=fc  (19). 


, . Aufgabe  II. 

Den  geometrischen  Ort  des  in  Aufgabe  I.  gesuchten 
Schwerpunktes  * zu  bestimmen,  wenn  Winkel  a zwi- 
schen den  Grenzen  0 und  360°  sich  stetig  ändert. 

Taf.  I.  Fig.  7.  stelle  die  zur  Koordinatenebene  XZ  (Taf.  I. 
Fig.  4.)  rechtwinkliche  Schnittellipse  vor,  die  von  dem  Mit- 
telpunkte 0 des  KHipsoids  um  a?  (siehe  Aufgabe  I.)  entfernt 
ist,  so  wird  die  zu  bestimmende  Curve  in  der  Ebene  dieser  Ellipse 
liegen,  so  lange  x als  constant  betrachtet  wird.  Der  geometrische 
Ort  wird  aber  . eine  Curve  doppelter  Krümmung  werden,  wenn  x 
mit  a gleichzeitig  als  variabel  cingefdhrt  wird,  wenn  x z.  B.  alle 
Werthe  von  0 bis  a durchläuft,  während  a zwischen  den  Grenzen 
0 und  360°  sich  stetig  ändert. 

Wir  betrachten  hier  x aber  nur  als  constant.  Dann  wird  der 
Ausdruck: 


.( a 2 — x2  3<z2  , . 


x2)-*-~ö-  arc  sin  x 


X* 


ax(a2  — 

(Siehe  (15)  und  (16)  der  Aufgabe  I.). 


= 3 


Es  sei  nun  s (Taf.  1.  Fig.  7.)  der  Schwerpunkt,  der  in  der  Aufgabe  1. 
bestimmt  ist  und  der  dein  Winkel  EDF—a  entspricht,  sC  und  CD 
seien  die  Coordinaten  und  W.  sDC  sei  —q  und  */?  = */, 
so  ist: 


(1)  ?/  sin  7] ■=  ■=. 

(2)  v1  cos  *7  = s' 


2i&(l  — cos  y) 
3 ff 


3 (Siehe  Aufgabe  I.  Formel  (15)) 


3y  ^ -3  (Siehe  Aufgabe  I.  Formel  (16)) 


v 


cos  n 

9 \ 

, *'  . 2^(1  — cos  (p) 

V — sin  V = r 3 

J COS  tj  1 6(p  ^ 

. b(\  — cos  </>)  cos  t) 

sin  v = — 

' c sin  (p 

— ^(1  — cos  y)  l/(l  — sin  q2) 
c sin  <f> 

. b2{  1 — cos  (t )2  (1 — sin  rj2) 

sin  n2  = t1- — . 

' c2  sm  p 2 

Hieraus  den  Werth  für  sin  rj2  bestimmt  giebt: 

. a b2{\  -fr-  cos  qp2  — 2cos  q) 

sm  rj  ya  cos  (f 2 — 2cos  (f ) 
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b2(  1 — cos  y)3 

c 2 sin  (f-* b2{  1 — cos  y) 

b(  1 — cos  (f  ) 


l (3) 


sin  r]  \/)c*  siny>2-f-Ä2(l — cos  y<)2  j ^ 

Aus  Formel  (1)  folgt: 

. 2^(1  — cos  y)  - 

v — Z<p  sin  r, 

Hierin  den  Werth  von  sin  r\  aus  Formel  (4)  gesetzt,  giebt 

.j 2\/| c*  sin  <f>*  -+-  />2(1  — cos  ?)*}  ^ /Kx 

tf  — ^ : J.  0>) 

(4)  und  (5)  bestimmen  die  Curve  vollständig,  die  nach  der  Form 
dieser  beiden  Gleichungen  im  Allgemeinen  eine  Spirale  sein  wird. 

Nehmen  wir  an,  so  wird  der  coustante  Faktor  ^ = 1 

und  daun  bestimmen  die  Gleichungen  (4)  und  (5)  die  Curve,  die 
der  Schwerpunkt  eines  Ellipsensektors  J LOK  (Taf.  I.  Fig.  8.)  be- 
schreibt, wenu  u,  also  auch  cp , von  0 bis  360°  sich  stetig  ändert. 
Wir  wollen  (4)  und  (5)  für  a:  = 0 noch  einmal  neben  einander 
stellen: 

b{  I — cos  (f‘) 

sin  rj  \/jc2  sin  9>s-4-£*(1  — cos  cp)2 ( ' • 

•f  2V/{c*  sin  <p2-fr-Ä*(l  — cos  y)a| 

, . t/=  3^ W 

0 2 

Wird  <jp  = 0,  so  wird  auch  ^ = 0,  t?  wird  dann  =—  = y c. 
(Vergleiche  hiermit  Formel  (19)  der  vorigen  Aufgabe). 

71  * 

Wird  cp  = y,  also  cp  = 90°  — a,  so  wird  nach  (6) 

sin  = ~Bk  (Taf-  '•  FiS-  8-> 

' HK . sin  rjz=zb.  Folglich  rj=:HKO 

y ' ’ 

Halbirt  man  daher  OK  (Taf.  I.  Fig.  8.),  errichtet  in  dem  Holbi- 
rungspunkte  B eine  Winkelrechte,  bis  diese  die  Linie  HK  in  G 
schneidet,  und  verbindet  man  G mit  O , so  ist  GO  ein  geometrischer 
Ort  für  den  Schwerpunkt  s des  Ellipsensektors  HOK. 

if  wird  für  cp=  -^-  = 90°  nach  Formel  (7) 

**  • % 

2l/(c*-f-A2)_  4l/(c2-4-Ä2)__  HHK  /fn  ox 

= y — — — ( Faf*  !*  F,S‘  8‘)‘ 

2 

Wird  cp  = n =:  180°,  so  wird  sin  = 1 , folglich  rj  — 90°, 

,__hb 

K V — Zn 

Wird  <jp  = 2#  = 360°,  so  wird 
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• . * 

t]  — 360°, 

t/  = 0. 

v'  wird  eia  Maximum  für  y = ü. 

'Nehmen  wir  nun  an,  a,  also  <p  wachse  über  360u  hinaus, 
y werde  z.  B.  zu  y-f-2 nr,  so  wird  die  Deutung  dieser  Annahme 
folgende  sein: 

Die  ganze  Ellipsenfläche  KS  (Taf.  I.  Fig.  8.),  die  wir  hier  als 
ein  Körpcrdifferentiul  unsehen,  und  die  dadurch  entstanden  ist, 
dass  a alle  Wertlie  von  ö bis  360°  durchlaufen  hat,,  habe  eine  ge- 
wisse Dichtigkeit  ZJ,  so  wird,  wenn  « zu  a-f-2^wird,  der  Sektor 
LOK , der  dem  Winkel  « entspricht,  von  noch  einmal  so  grosser  ' 
Dichtigkeit  sein,  als  der  übrige  Theil  der  Ellipse.  Hat  a alle 
Wertlie  von  27r  bis  \n  durchlaufen,  d.  h.  ist  die  2te  ganze  Drehung' 
vollendet,  so  wird  der  Sektor  L OK  abermals  zur  ganzeu  Ellipsen- 
fläche geworden  sein,  die  nun  aber  die  Dichtigkeit  2 D hat.  Wird 
« zu  ft  — \tc , so  wird  der  Sektor  LOK , der.  dem  Winkel  « ent- 
spricht, eine  Dichtigkeit  haben,  die  sich  zu  dem  übrigen  Theilc 
der  Ellipse  verhält  wie  3 : 2.  Nach  Vollendung  der  3ten  ganzen 
Drehung  wird  die  ganze  Ellijisenflächc  nur  aic  Dichtigkeit  3 D 
haben,  u.  s.  w.  • 

Wird  m zu  ft-f-27T,  so  wird  auch  y zu  gp-j-2^,  und  es  bleibt  . 
in  Formel  (ö)  sin  v\  ungeändert,  in  der  2ten  Seite  der  Gleichung 
(7)  ändert  sich  nur  der  Nenner. 

Bezeichnen  wir  den  Vektor  ( v ) während  der  2ten  Drehung 
(5p  — |—  2tt)  mit  den  Vektor  während  der  3ten  Drehung  (y-f-47r) 

mit  u.  s.  w.,  so  verhalten  sich: 

s jA2) } #(3)}  , . . . . «K») 

umgekehrt  wie  die  Glieder  der  Reihe 

✓ • 

y,  y -f-  2jt,  y 4 Tr,  (p  -f-  t)7r, . . . . gp  H-  2(».  — l)7r. 

Z.  B. 

i/(2)  . v(i)  z==.<p  : y -f-  27r 

i 

vW 7 -f-  2n . 271 

t;C2)  tp  ip  * 

Wird  hiernach  y = -^-  = 45°,  so  wird: 

vW  = y i>W.  • . • ' 

v * 

Wird  tp—  = 90°,  so  wird: 

t 

e/(*)  = 4-  vM. 

5 

Wird  y = 7r  = 180°,  so  wird,: 

% 

W'ird  (p  = 2w  = 360°,  so  würde  hiernach  z>(2)  =4-e;(l) werden, 

/ # 

nach  Formel  (7)  werden  aber  beide  Vektoren  =0.  Es  kommt  also 
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i 

«**),  je  mehr  9 sich  360°  nähert,  dem  Werthe  von  die  Win- 

kel auch  immer  näher,  bis  auf  eine  Differenz,  die  kleiner  ist,  als  eine 
noch  so  kleine  anzunebmende  Grösse.  Ist  9=0,  so  wird  der  Expo- 
nent des  Verhältnisses,  unendlich  gross,  v&)  macht  demnach,  . 

während  9 sich  stetig  zwischen  den  Grenzen  0 und  360°  ändert,  alle 

Werthe  zwischen  den  Grenzen  von  — tX1)  und  vO)  durch. 

, Folgende  Tafel  giebt  die  Verhältnisse  von  «>(*),  *>(0. ...*>(*) 
zu  t/0)  für  gewisse  Werthe  von  9;  sie  wird  ein  ungefähres  Bild 
davon  geben,  auf  welche  Art  sich  die  verschiedenen  Vektoren  bei 
den  respektiveir  Drehungen  verändern. 

, • ; Tafel!.  ./•  v 


' \ *■  *1 

Werthe  in  Theilen 

von  t/U) 

• 

■ / — ( 

t/(ß)  . 

v$) 

t/OO, 

10) 

#(«)  . 

9 = 22i° 

1 

' 1 

1 

1 

1 

17 

33 

49 

65 

16w— 15 

M - - AKO 

1 

1 

1 

1 

1 

9 

17 

25 

33 

Sn  — 7 

1 

1 

1 

1 

11 1 

9 — m — yu 

5 

9 

13 

17 

Kn  — 3 

1 CAo 

1 

1 

1 

1 

1 , 

Cp (JL  — 1ÖU 

3 ' 

5 

7 

9 

2 n — 1 

K ommt  bei  der  Annähe- 
rung von  9 zu  360°  un- 
endlich nahe  dem 
Werthe 

1 

0 

m0 

1 

3 

f\ 

4 

■*  4 j J 

1 

5 

1 

n 

Tafel  II. 


Verhältniss  der  Dichtigkeit  des  Sektors  zu  dem  übrigen  Theilc 

der  Ellipse. 


Während  der 
lsten  Drehung 

Während  der 
2ten  Drehung 

Während  der 
3ten  Drehung 

Während  ,der 
?iten  Drehung 

1 : 0 

2 : 1 

3 : 2 

n : n — 1 

Nach  diesen  beiden  Tafeln  und  mit  Hülfe  der  Gleichungen  (4) 
und  (5)  der  Aufgabe  11.  lässt  sich  der  Schwerpunkt  des  von  den 
beiden  Schnittcllipsen  MT  und  KS  (Taf.  1.  Fig.  4.)  eingeschlosse- 
nen Körpers  bestimmen,  wenn  der  Sektor  MJXQOLjK  aus  einer 
specifisch  schwereren  Masse  besteht,  als  der  übrige  Theil  des  Kör- 
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pers,  und  wenn  das  Verhältnis«  der  beiden  Dichtigkeiten  sich  auf 
eins  der  in  Tafel  II.  angegebenen  Verhältnisse  zurückführen  lässt. 

Der  Sektor  entspreche  z.  B.  dem  W.  9=45*  und  bestehe  aus 
Platina,  während  der  übrige  Theii  des  Körpers  aus  Gold.  Die 
Dichtigkeit  des  Platina  zur  Dichtigkeit  des  Goldes  verhält  sich  wie 
235  : 193,  was  dem  Verhältnis  von  5 : 4 ziemlich  nabe  kommt. 
Diesem  Verhältnis  entspricht  nach  Tafel  II.  die  5te  Drehuug  und 
der  Vektor  «K*).  In  Tafel  I.  suche  man  nun  den  Werth  von  «K*>  in 
Theilen  von  «Kt)  für  y = 45° 


«/(5)  = «KD. 

^ da 


i l 


Wir  können  hiernach  indessen  nur  den  Schwerpunkt  des  in 
Rede  stehenden  Körpers  bestimmen,  wenn  der  Exponent  des  Ver- 
hältnisses der  Dichtigkeit  (/)')  des  Sektors  zur  Dichtigkeit  ( D ) des 

übrigen  Theiles  des  Körpers  = -ß  = ~~  ist,  wobei  n irgend 

eine  ganze  Zahl  bedeutet.  Zur  Bestimmung  des  Schwerpunktes 
für  jedes  beliebige  andere  Verhältnis  der  beiden  Dichtigkeiten  zu 
einander  diene  folgende  Betrachtung. 

Hat  der  Sektor  gleiche  Dichtigkeit  mit  dem  übrigen  Theile  des 
Körpers,  so  wird  der  Vektor  ( v ) während  jeder  (»ten)  Drehung  =0. 

«K«)  = 0,  wenn  ß=\. 

' * 

Ist  die  Dichtigkeit  des  übrigen  Theils  des  Körpers  =0,  so 
verschwindet  eben  dieser  übrige  Theii,  es  bleibt  der  Sektor  allein 
zu  betrachten  übrig,  also: 


«K*)  = «/(*),  wenn  ^ = 0. 


D 


Es  ist  nun  offenbar,  dass  «K”)  eine  Funktion  von  ß ist,  und  dass 

zwischen  den  Grenzen  von  ^ = 1 und  ^=0,  «K»)  sich  stetig  zwi- 
schen den  Grenzen  0 und  «KD  ändert. 

Hiernach  und  aus  der  Anschauung  der  beiden  obigen  Tafelu 
folgt: 

> 1 


>> 


= 90° 
Für  y>  = 45° 


l 


5>' 


>> 


hn  — 3 
1 


.D 

n — 

i: 

II 

's 

n 

) 

n — 

iv 

n 

) 

e,D 

n — 

i. 

: 

n 

)• 

D 


Setzen  wir  statt  1,  so  wird  -^=0  und  «K*)  für  alle  Werthe 
von  <jp  = «KD. 

j) 

Setzen  wir  statt  1,  0;  so  wird  ß = l und  «K«)  für  alle  Werthe 
von  9p  = 0. 

Setzen  wir  nun  statt  1,  so  wird: 
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,n  — x^ 


Für  f — a = m°,  «>(«)  = 

■ „ =90»,  «rf»)  = r^^O=F(— -) 

• ” * in—Zx  . v ; n ' 


Für  (f  = 45»,  «rf»)  = ®(l) = fP^1)  "•  s-  w’  ' 

Behalten  wir  unser  obiges  Beispiel  mit  dem  Platina  und  Golde  bei, 
so  können  wir  jetzt  den  Schwerpunkt  des  ganzen  Körpers  so  ^e- 
nau  bestimmen,  als  das  Verhältnis  der  "Dichtigkeit  des  Platina 
zum  Golde  235  : 193  genau  bestimmt  ist,  indem  wir  /*  = 235  und 
.2:  = 235 — 193  = 42  setzen.  Dann  ist: 


n — xx 


42 


Für  9 = 45°,  *C«)  = g . 235 — 7"  42  **= 


2H 


793 


I 


% / 


* 

Berechnung  der  Grundzahl  der  natürlichen  Lo- 
garithmen, so  wie  mehrerer  anderer  mit  ihr 

zusammenhängender  Zahlwerthe.  ’ 

\ • . * , * 

Von 

, \ * 

# 

Herrn  Prof.  C.  A.  Br etschneider 

in  Gotha. 


Die  numerischen  Coustanten  der  Arithmetik  haben  in  neuerer 
Zeit  durch  ihren  Einfluss  auf  die  Berechnung  der  begränzten  Inte- 
grale einen  höheren  Werth  erhalten , als  man  ihnen  früher  zu- 
schrieb, und  es  ist  daher  doppelt  nothwendig  geworden,  die  wich- 
tigsten derselben  auf  eine  grosse  Reihe  von  Decimalstellen  mit 
vollkommenster  Sicherheit  zu  Kennen.  Gleichwohl  ist  diese  Forde- 
rung nur  bei  einer  einzigen  dieser  Zahlen,  nämlich  bei  der  Zahl 
7r,  m aller  Strenge  erfüllt.  Der  Werth  derselben  ist  durch  wie- 
derholte Berechnung  bis  auf  150  Decimalen  sicher  gestellt  und 
jedes  grössere  Tafelwerk  pflegt  einen  diplomatisch  genauen  Ab- 
druck derselben  zu  enthalten.  Nicht  eben  dasselbe  kann  man  von 
den  übrigen  arithmetischen  Constanten  sagen,  und  schon  die  der 
Zahl  7t  so  nahe  verwandte  Grundzahl  e der  natürlichen  Logarithmen 


i 


\ 


» 


\ 
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' lässt  Zweifel  über  ihre  absolute  Richtigkeit  zu.  Fast  alle  uosere 
mathematischen  Tafelwerke  haben  die  üble  Gewohnheit,  in  einem 
Anhänge  die  Zahlwerthe  der  um  häufigsten  vorkommenden  numeri- 
schen Constanten  aufzuführen,  ohne  auch  nur  mit  einem  Worte  zu 
erwähnen , ob  sie  von  den  Verfassern  neu  berechnet  oder  aus  an- 
deren ähnlichen  Werken  entlehnt  worden  sind.  W'ill  man  dann 
einen  solchen  Zahlwcrtk  für  irgend  eine  grössere  numerische  Rech- 
nung zu  Grunde  legen,  so  findet  man  sich  über  die  Zuverlässig- 
keit desselben  in  peinlicher  Ungewissheit;  ja  man  ist  oft  nicht  ein- 
mal ira  Stande  zu  erkennen,  ob  die  in  der  Tafel  stehenden  Ziffern 
von  Druckfehlern  frei  sind. 

Eine  Vergleichung  mehrerer  Tafeln  mit  einander  kann  hier 
natürlich  nicht  zum  Zwecke  führen  ; denn  w enn  die  aufgenommenen 
Data  aus  einer  in  die  andere  übergegaugen  sind,  so  sind  alle  Rech- 
nungs-  und  Druckfehler  ebenfalls  copirt  worden. 

Aus  diesem  Grunde  habe  ich  bereits  vor  längerer  Zeit  eine 
Revision  der  wichtigsten  numerischen  Constanten  begonnen  und 
tlieile  hier  die  Resultate  für  die  Zahl  e und  einige  verwandte 
Grössen  als  Probe  mit. 

Es  wurden  zuvörderst  die  Summen  der  vier  Reihen 


gesucht  und  aus  ihnen  durch  gehörige  Verbindung  die  nachstehen- 
en  sechs  Zahlwerthe  abgeleitet: 

e = 2,71828  18284  59045  23536  02874  71352 
662-49  77572  47093  69995  95749  66967 
62772  40766  30353  54759  45713  82178  • 1 

. ' 52516  64274  27466  . 

- = 0,36787  94411  71442  32159  55237  70161 

46086  74458  11131  03176  78345  07836 

% * e 1 

80169  74614  95744  89980  33571  47274 
- 34591  96437  46627 

Go*  1 = 1,54308  06348  15243  77847  79056  20757 

. 06168  26015  29112  36586  37047  37402  • 

21471  07690  63049  22369  89642  6-4726 

43554  30355  87046: 

/ » • 

> 

i 

» * 


t 
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(Sin  1 = 1,17520  11930  43801  45688  23818  50595 

60081  51557  17981  33409  58702  29565  . 

41301  33075  67304  32389  56071  17452 

" ' 08962  33918  40419:  , 

> i 

cos  1 = 0,54030  23058  68139  71740  09366  07442. 

97660  37323  10420  61792  22276  70097 
. 25538  11003  94774  47176  45179  51856 

08718  30893  43571:  , . . ■ 

✓ 

sin  1 = 0,84147  09848  07896  50665  25023  21630  • ' • 

29899  96225  63060  79837  10656  72751 

• ' 

70999  19104  04391  23966  89486  39743 
- \ 54305  26958  54349 

Die  Funktionen  Sofc  und  0itt  sind  die  von  Gudermann  eijpgefUhr- 
ten  hyperbolischen  Cosinus  und  Sinus.  Vorstehende  Resultate  sind 
auf  115  Decimalstellen  berechnet,  die  letzten  zehn  jedoch  hier  weg- 
gelassen worden.  * Uebrigens  habe  ich  die  letzte  Ziffer  stets  unge- 
' ändert  gelassen,  jedoch  in  dem  Falle,  wenn  die  nächstfolgende 
106te  Ziffer  eine  5,  6,  7,  8 oder  9 war,  dies  durch  ein  beigesetz- 
tes Colon  angedeutet.  Dass  die  ganze  Rechnung,  ohne  alle  Aus- 
nahme doppelt  geführt  worden  ist,  versteht  sich  von  selbst;  und 
ich  habe  noch  ausserdem  die  Wiederholung  derselben  ein  ganzes 
Jahr  später  vorgenommen,  als  die  erste  Rechnung,  da  ich  trüher- 
hin  hei  einer  anderen  Rechnung  ähnlicher  Art  die  Erfahrung  ge- 
macht hatte,  dass  ich  bei  unmittelbarer  Wiederholung  des  Calculs 
zweimal  den  nämlichen  zufälligen  Fehler  beging.  Da  übrigens 
die  Resultate  beider  Berechnungen  im  vorliegenden  Falle  nur  um 
12  Einheiten  der  letzten  115ten  Decimolstelle  von  einander  ab-  ' 

wichen,  so  dürfen  die  hier  gegebenen  Ziffern  wohl  als  völlig  sicher 
angesehen,  werden.  . ' ‘ 

In  der  Einleitung  zu  Caliet’s  tables  portatives  de  lo-, 
garithmes  etc.  pg.  112  findet  sich  der  Wrerth  von  e auf  61  Deci- 
malstellen, aus  dem  Modulus  der  briggischen  Logarithmen  abge->  - 
leitet.  Die  ersten  41  Decimaleu  sind  richtig,  die  letzten  20  total 
falsch.  Es  ist  nämlich  der  Werth  von  e von  der  40sten  Stelle  an 

nach  Callct  . .46928  08355  51550  58417  2;  dagegen 
der  wahre  Werth  47093  69995  95749  66967  6. 

t 

ltn  Vega’schen  thesaurus  findet  sich  pg.  309  die  Zahl  i auf  44 
* Decimalen  berechnet,  nur  um  3 Einheiten  der  letzten  44sten  Stelle  - . 

zu  gross;  deun  Vega  hat  . . .77572  4712  anstatt  des  wahren  Wer- 
thes  . . 77572  4709. 

Gudermann,  in  seiner  Theorie  der  Potenzialfunktio- 
nen, hat  die  Werthe  von  (Sin  1,  1,  sin  1 und  cos  1 auf  25 

Decimalen  gegeben.  Mit  Ausnahme  der  letzten  Ziffern  jeder  dieser  - 
Zahlen  sind  die  übrigen  sämmtlich  richtig.  Nur  in  dem  Werthe 
1 von  cos  1 ist  die  13te  Decimalc  falsch,  indem  es  statt  ..68039.. 
vielmehr  . . 68139  . . heissen  muss. 


i 
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Ganz  eben  so  wie  für’«»  habe  icb  dann  ferner  die  Summen  der 
vier  Reihen 


x* 


» + rr+ir 


X1 

1! 

x 


4! 

El 


2f  + 7TT  *+■ 


6! 


x 1 x1 

3!  7! 


8! 
x 9 
9! 
xlQ 
10! 
xl  1 

ITT 


für  alle  Wertbe  von  #,  von  2 bis  zu  10,  auf  25  Decimalen  berech- 
net und  dadurch  die  Zahlen  erhalten,  welche  unten  in  der  ersten 
Tafel  bis  auf  20  Decimalen  zusammengestellt  sind.  Die  Probe  der 
Richtigkeit  der  einzelnen  Resultate  wurde  dadurch  erhalten,  dass 
die  Summe  der  oben  angeführten  vier  Reibep  genau  denselben 
Werth  für  ex  ergeben  musste,  der  durch  successive  Multiplication 
von  e gefunden  worden  war.  Bei  der  grossen  Leichtigkeit  mit 
der  sich  aus  den  Gliedern  der  Reihe  für  ex  die  Glieder  der  Reibe 

für  j exd . (Ix)  finden  lassen,  habe  ich  auch  die  Werthe  der  In- 

tegralfnnktionen 

f ^lx  = li 

f 5o6  X . x\  /cos  x . ~~  ci  x 

in  x . ^=@21  /sin  x . — = fi  x 

/ / *JC 

in  Rechnung  genommen.  Zu  dem  Ende  wurden  die  Summen  der 
vier  Reihen 


1 

X* 

. ‘ 1 

X* 

' *+■  Ix  ■+■  • 

TT 

+ T 

* TT 

X 

x . 1 

X6 

, l 

X 9 

1 ‘ 

Ti + T- 

sT 

T 

• 9! 

1 

X2  l 

X* 

. l 

xl° 

2 * 

2!  **  6 * 

6! 

“*■  iö 

* TöT 

1 

x * , 1 

X1 

x 

X11 

3 • 

sT+  T- 

7! 

+ n 

• 11! 

für  die  Werthe  von  #=1  bis  # = 10  gesucht  und  aus  ihnen  die 
Werthe  obiger  Integralfunktionen  abgeleitet.  Eine  Probe  der  Rech- 
nung erhielt  ich  dadurch,  dass  ich  den  Werth  li  ex  unmittelbar  aus 
der  von  mir  früher  entwickelten  Formel  (th eo riae  logarith mi 
integralis  lineamenta  nova  in  Crelle’s  Journal  Bd.  17. 
pg.  284  Nr.  59.) 

li  **-M  = li  ex+'\K0  -Kx-\-K%  — Kl  . j x‘ 

berechnete,  in  welcher  die  Grössen  K^KXK^  u.  s.  w.  mittelst  der 
Recursionsformeln  . 


\ 
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A'.  = lg  (1+^) 
A1=(ar-t.l)Ä0_-J- 
K,  = V.(x+l)K,  - 


K,  =2!(x+  l)K,  - y u.  s.  w. 

abgeleitet  werden  können.  Da  aber  diese  Formel  den  Werth  von 
li  e nothwendig  voraussetzt,  so  wurde  letzterer  aus  der  Grund- 
formel 


< 

li  € — 


2.2!  ^ 3.3! 


4 . 4! 


% * 

durch  zweimalige  Berechnung  auf  40  Decimalstellen  entwickelt, 
woraus  sich,  mit  Weglassung  der  5 letzten  Stellen,  folgende  Re- 
sultate ergaben : 

’ li  <?  = 4-  1,89511  78163  55936  75546  65209  34331  63426 

li  ~ = — 0,21938  39343  95520  27367  71637  75460  12164 

£3  1==-+- 0,83786  69409  80208  24089  46785  79435  75630 
1 = H-  1,05725  08753  75728  51457  18423  54895  87795 

ci  l=  + 0533740  39229  00968  13466  26462  03889  15076 

1 = 4-0,94608  30703  67183  01494  13533  13823  17965 

Ich  bemerke  bei  dieser  Gelegenheit,  dass  ich  vor  Kudern  einen 
ganz  einfachen  Weg  aufgefunden  habe,  die  bisher  immer  noch  so 
mühsame  Berechnung  der  Integrallogarfthinen  sehr  grosser  Zahlen 
ausnehmend  leicht  zu  bewerkstelligen.  Man  hat  nämlich  allgemein 
folgende  Formel:  % ...  ' 


li  (<?»  4-^)  = li  ^4-lg  [-g  ) 

7t 


Og  vY 


C2—  4- 


(lg  y)3 
3! 


....  I 


in  welcher  v = l + ^ ist  und  die  Coefficienten  Cp— » durch  die 
Gleichung  - 


o,-«=-  — 


n 


n- 


P P(p+1) 

bestimmt  werden.  Setzt  man  nun  in  obiger  Formel  z.  B.  »=10, 
also  en  = 22026,465 <9  . . so  braucht  man  nur  ^r  = — 0,46579  . . 
d.  h.  gleich  dem,  mit  der  Potenz  en  verbundenen  Decimalbruch , zu 
setzen,  um  sofort  den  Integrallogarithmen  der  hohen  Zahl  22026  zu 
erhalten.  Es  crgiebt  sich  daraus  der  Werth  von  lg  »'=0,00002113.. 
so  dass  die  zu  berechnende  Reihe  ausserordentlich  schnell  conver- 
girt.  Man  kann  nun  leicht  weiter  gehen  und  für  a:  grössere 
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Wertlie  nehmen,  und  wird  fiir  lg  v immer  noch  sehr  kleine  Werthe 
erhalten.  So  ist  z.  B.  für 

x — — 1 ,46579  . . el0+x  — 22025  und  lg  v = 0,00006654 

# = — 6,46579..  . e10  x — 22020  und  lg  v = 0,00029557 

x = — 26,46579  . . el0-+-x  = 22000  und  lg  v = 0,00120226 

u.  s.  w.  woraus  sich  die  ungemeine  Brauchbarkeit  der  zu  Grunde 
gelegten  Formel  wohl  sattsam  ergiebt.  Seihst  bei  weit  niedrige- 
ren Potenzen  von  e wird  sie  noch  mit  Vortheil  angewendet  werden 
können.  Denn  es  ist  z B.  für  die  dritte  Potenz  von  e der  Werth 
e3  =20,08553  . . und  dies  giebt 

für  x — — 0,08553  . . ^*-f-^  = 20  und  lg  v = 0,00426772 
für  x = — 1,08553..  e3  -f-  x = 19  und  lg  v = 0,05556101 

für  x — — 2,08553  . . e3  x = 18  uud  lg  v = 0,10962823 

/ ’ • % 

ingleichen 

für  x = -+-  0 91446..  e3-\-x-=.2Y  und  lg  v = 0, 04452244 
für  x = -+-  1,91446..  -f-  .r  = 22  und  lg  v = 0,09104245  * 

für  x zzz  -4-  14,91446  . . e3  x = 35  und  lg  v = 0,55534806 

so  dass  selbst  für  x^>^cn  jedes  folgende  Glied  der  Reibe  um 
mehr  als  die  Hälfte  kleiner  ist,  als  das  vorhergehende. 


! 
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VII. 

Ueber  eine  geodätische  Aufgabe. 

Von 

• / 

. % * 

dem  Herausgeber. 


Bei  einer  Triangolirung  kann  zuweilen  der  folgende  Fall  vor-  - 
kommen.  M und  Af,  sind  zwei  Punkte,  deren  Loge  aus  einer 
frühem  Messung  bekannt  ist.  Man  kann  aber  keinen  dieser  beiden 
Punkte  von  dem  andern  aus  sehen.  Dagegen  sieht  man  sowohl 
von  A/,  als  auch  von  Af,  aus,  drei  andere  ilirer  Lage  nach  unbe- 
kannte Punkto  A,  Zf,  C,  und  misst  in  M die  180°  nicht  überstei- 
genden Winkel  AMB,  BMCy  CMA , in  A/,  die  180°  nicht  über- 
. steigenden  Winkel  AMxßy  BMxCy  CMXA.  Ist  es  dann  noch 
möglich,  die  drei  Winkel  A,  B , C des  durch  die  eben  so  bezeich--  ■ 
neten  Punkte  bestimmten  Dreiecks  ABC > dessen  den  Winkeln  A , 

Zf,  C gegenüberstehende  Seiten  wie  gewöhnlich  durch  ay  b,  c be- 
zeichnet werden  sollen,  zu  messen,  so  kunn  man  jederzeit  die 
Lage  der  drei  Punkte  Ay  By  C bestimmen,  wie  im  Folgenden  ge- 
zeigt werden,  soll. 

Man  nehme  eine  Seite  des  Dreiecks  ABC \ etwa  die  Seite  c, 
als  Längeneinheit  an,  so  hat  man  für  die  dr$i  Seiten  ay  (>,  c des 
in  Rede  stehenden  Dreiecks  nach  einem  bekannten  Elementarsatze 
der  ebenen  Trigonometrie  die  folgenden  Ausdrücke: 

1)  . . . «r  ° sliTC”  c ; „ t.- 

und  kann  also  die  drei  Seiten  ay  4,  c in  Bezug  auf  die  angenom- 
mene Längeneinheit  aus  den  gemessenen  Winkeln  Ay  By  C leicht 
berechnen. 

Da  die  Lage  der  Punkte  A/,  Af,  als  bekannt  vorausgesetzt 
wird,  so  nehmen  wir  an,  dass  die  Coordinaten  dieser  Punkte  in 
Bezug  auf  ein  gewisses  rechtwinkliges  Coordinatensystem,  welches 
im  Folgenden  aus  primitive  System  genannt  werden  soll,  gegeben 
sind.  Nimmt  man  nun  A als  den  Anfang.  AB  als  den  positiven 
Theil  der  Axe  der  § eines  neuen  rechtwinkligen  Coordinatensy- 
stems  der  £17,  und,  was  offenbar  immer  möglich  ist,  den  positiven  . 

- Theil  der  Axe  der  77  so  an,  dass  man  sich,  uin  von  döm  positiven 
Theile  der  Axe  der  § durch  den  ,rechten  Winkel  (£>j)  hindurch  zu 
dem  positiven  Theile  der  Axe  der  rj  zu  gelungen,  ganz  nach  der-  ■ 
selben  Richtung  hin  bewegen  muss,  nach  welcher  man  sich  bewe- 
gen muss,  um  von  dem  positiven  Theile  der  ersten  Axe  des  primi- 
tiven Systems  durch  den  primitiven  Coordinatenwinkel  hindurch  zu 

' 3. 
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dem  positiven  Theile  der  zweiten  Axe  des  primitiven  Systems  zu 
gelangen;  so  sind  in  Bezug  auf  dieses  angenommene  neue  recht- 
winklige Coordinatensystein  die  Coordinaten  der  drei  Punkte  Ay 
B , C offenbar  respective: 

0,  0;  c,  0;  b cos  Ay  z*zb  sin  A\ 
oder  nach  dem  Vorhergehenden  : 

~ cos  A sin  B . sin  A sin  B 

sin  C ’ 

wo  in  dem  Ausdrucke  der  zweiten  Coordinate  des  Punktes  C das 
obere  oder  untere  Zeichen  genommen  werden  muss,  jenachdem  der 
positive  Theil  der  Axe  der  rj  auf  derselben  Seite  von  AB  wie  der 
Punkt  C oder  auf  der  entgegengesetzten  Seite  von  AB  liegt.  Aus 
diesen  so  eben' bestimmten  Coordinaten  der  Punkte  Ay  By  C und 
den  in  M und  A/,  gemessenen,  180°  nicht  übersteigenden  Winkeln 
AMBy  BMCy  CMA  und  AMXB,  BMXCX  CMXA  kann  man  nun 
nach  dem  Pothenot’schen  oder  vielmehr  Snellius’schen  Problem, 
etwa  mittelst  der  Thl.  I.  S.  446 — S.  448  entwickelten  Formeln,  die 
Coordinaten  £,  rj  und  £,,  r\x  der  Punkte  Af  und  A/,  in  dem  Sy- 
steme der  £77,  so  wie  auch  die  Entfernungen  MA,  MB , MC  und 
MyAy  JfyB,  My  C 1)  6 TOC  Ü UC  U . 

Denkt  man  sich  jetzt  durch  den  Punkt  M als  Anfang  ein  dem 
Systeme  der  £77  paralleles  System  der  £Y  gelegt,  und  bezeichnet 
die  Coordinaten  des  Punktes  Mx  in  diesem  Systeme  durch  £',,  77',, 
die  Länge  der  Linie  MMX  durch  (p),  und  den  von  dieser  Linie 
mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  £'  eingeschossenen  Winkel, 
indem  man  diesen  Winkel  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der 
£'  an  durch  den  rechten  Winkel  (£V)  hindurch  von  0 bis  360® 
zählt,,  durch  0;  so  ist  offenbar  in  völliger  Allgemeinheit 

2)  ...£',=  (p)  cos  0,  rfx  = (p)  sin  0.  - 

. • v - 

Nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordinaten  ist  aber 
offenbar  .... 


£,  = £ + £',,  rjx  =77  + 77', 


oder 


=£1  — £>  -V\  =Vi—Vl 

* * * t 

d.  i.  nach  dem  Obigen 

3)  . ..(e)  cos  0 = £1—  £,  (?)  sin  0 = 77, —77; 

also 


und 


4)  ....tang0  = |J \ 

Sl  *> 


5)  •••W=fer5  = l 


sin  9 ’ 


mittelst  welcher  Formeln  0 und  (gleicht  berechnet  werden  kön- 
nen. Ob  man  den  positiven  Winkel  oder  Bogen  0,  welcher  360° 
nicht  übersteigt,  zwischen  0 und  180°  oder  zwischen  180°  und 
360°  zu  nehmen  hat,  entscheidet  man  dadurch,  dass  man  für  0 im- 
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mer  denjenigen  der  beiden  in  Rede  stehenden  Wertlie  zu  setzen 
hat,  welcher  mittelst  der  Formeln  5)  für  (^)  einen  positiven  Werth 
■ liefert. 

Wohl  zu  beachten  hat  man,  dass  bis  jetzt  immer  die  Seite 
AB  oder  c des  Dreiecks  ABC  als  Längeneinheit  angenommen 
worden  ist.  . 

Da  die  Lage  der  Punkte  M und  A/,_als  bekannt  angenommen 
wird,  so  sind,  wie  schon  vorher  bemerkt  worden  ist,  ihre  Coordi- 
naten  x,  y und  xx,  yl  in  Bezug  auf  ein  gewisses  rechtwinkliges 
Coordinatensystem  der  xy  und  eine  bestimmte,  Längeneinheit, 
welche  durch  fi  bezeichnet  werden  mag,  gegeben.  Legen  wir  nun 
durch  den  Punkt  M ein  dem  primitiven  Systeme  der  xy  paralleles 
Coordinatensystem  der  xfy* , und  bezeichnen  die  Coordinaten  des 
Punktes  M{  in  diesem  Systeme  durch  x y\ , den  numerischen 
Ausdruck  der  Länge  der  Linie  MM , in  Bezug  auf  die  Längen- 
einheit fi  durch  £,  und  den  von  der  Linie  MM,  mit  dem  positiven 
Theile  der  Axe  der  x*  eingeschlossenen,  von  dem  positiven  Theile 
der  Axe  der  x'  an  durch  den  rechten  Winkel  ( x'y ')  hindurch  von 
0 biä  360°  gezählten  Winkel  durch  gp;  so  ist  offenbar  in  völliger 
Allgemeinheit 

6)  ...  x'y  = q cos  gp,  y\  =Q  sin  gp, 
und  nach  der. Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordinaten  ist 

Xy  —x-hx’y,  yy  z=y~\~y,t 

oder 

x’\  — X 1 — Xy  y'y  — y,  — y, 

« 

also  nach  dem  Vorhergehenden  , 

7)  . . . . q cos  (f  = Xy  — Xy  Q sin  gp  ==  y% 

folglich 


— y> 


8)  ...  tang  gp  = 


und 


9) 


__gi  ~x  — Vv  —y 

" cos  (p  sin  (p  * 


mittelst  welcher  Formeln  <p  und  q berechnet  werden  können.  Ob 
man  den  positiven , 360°  nicht  übersteigenden  Winkel  oder  Bogen 
gp  zwischen  0 und  180°  oder  zwischen  180°  und  360°  zu  nehmen 
hat,  wird  dadurch  jederzeit  leicht  entschieden , dass  man  für  9» 
immer  denjenigen  der  beiden  in  Rede  stehenden  Wertbe  zu  setzen 
hat,  welcher  mittelst  der  Formeln  9)  für  q einen  positiven  Werth 
liefert.  v ' \ ' 

Nach  dem  Vbrhergehenden  sind  (gjf  und  q die  .numerischen 
Ausdrücke  derselben  Linie  M My  in  Bezug  auf  verschiedene  Län- 
geneinheiten, nämlich  respective  in  Bezug  auf  die  Längeneinheiten 
c und  (i,  und  es  ist  also  eigentlich 


folglich 


MMy  = (e)c,  MMy  = Qfx, 


(Q)C=ZQfl, 
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woraus  sogleich 


folgt,  oder  auch 


10)  . . . c — ^ t* 


11) 


* — (f)’ 


wenn  man  nur  den  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheits- 
zeichens auf  die  Längeneinheit  (i  bezieht,  wodurch  ulso  die  wahre 
Grösse  von  c in  Bezug  auf  die  der  ursprünglichen  Messung,  aus 
welcher  die  Lage  der  Punkte  M und  Mx  hergeleitet  wurde,  zum 
Grunde  gelegte  Längeneinheit  gefunden  ist.  Die  numerischen 
Ausdrücke  aller  im  Vorhergehenden  in  Bezug  auf  die  Längenein- 
heit c berechneten  Längen  in  Bezug  auf  die  Längeneinheit  j u er- 
hält man,  wenn  mau  die  in  Rede  stehenden  Längen  in  Bezug  auf 

die  Längeneinheit  c sämmtlich  mit  dem  Bruche  ^ multiplicirl,  wie 

auf  der  Stelle  erhellen  wird,  so  dass  also  hiernach  auch  die  nume» 
rischen  Ausdrücke  aller  dieser  Längen  in  Bezug  auf  die  der  ur- 
sprünglichen Messung,  aus  weicher  die  Luge  der  Punkte  M und 
Mx  hergeleitet  wurde,  zum  Grunde  gelegte  Längeneinheit  fi  ohne 
Schwierigkeit  gefunden  werden  kann. 

Endlich  wollen  wir  nun  noch  zeigen,  wie,  indem  wir  von  jetzt 
an  natürlich  immer  die  Längeneinheit  fi  zum  Grunde  legen,  die 
Coordinateu  X,  Y\  X,,  Yx ; X3,  Ir3  der  drei  Punkte  A , B , C \ 
deren*  Lage  zu  bestimmen  unsere  eigentliche  Aufgabe  ist,  in  Bezug 
auf  das  primitive  System  der  xy  gefunden  werden  können. 

Zu  dem  Ende  bemerken  wir  zuvörderst,  dass  aus  den  bekann- 
ten Winkeln  O und  <p  immer  leicht  der  Winkel  x p abgeleitet  wer- 
den kann,  welchen  der  positive  Tlieil  der  Axe  der  £'  mit  dem  po- 
sitiven Theile  der  Axe  der  x>  einschliesst,  wobei  man  dieseu  Win- 
kel wie  gewöhnlich  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x'  an 
durch  den  rechten  Winkel  (x'y')  hindurch  vou  0 bis  360°  zählt. 
Bei  der  Aufstellung  der  an  sich  übrigens  sehr  einfachen  allgemei- 
nen Regeln  für  die  Ableitung  des  Winkels  xp  aus  den  Winkeln  0 
und  (p  wollen  wir  uns  hier  jedoch  nicht  auflialten,  weil  man  sich, 
wenn  nicht  auf  andere  Weise,  doch  immer  durch  eine  leicht  zu 
entwerfende  Figur  bei  diesem  Geschäft  wird  helfen  können. 

Die  Coordinateu  der  Punkte  A . B , C im  Systeme  der  x?y ', 
dessen  Anfang  M ist,  seien  X',  Y'\  X',,  Y’x ; X'3,  Y't ; und 
3£',  2£',,  tyi  i 3S'3.  seien  die  Coordinateu  der  Punkte  A, 

B , C im  Systeme  der  £V,  dessen  Anfang  ebenfalls  M ist. 

Da  das  System  der  dem  Systeme  der  £17  parallel  ist,  und 
£,  t]  die  Coordinaten  des  Punktes  M in  dem  letztem  Systeme  in 
Bezug  auf  die  Längeneinheit  c sind;  so  ist,  weil  nach  dem  Obigen 


°’ 0;  (fr  0;  © cos  A*  — yj sin  A 


die  Coordinaten  der  Punkte  A,  B , C in  dem  Systeme  der 


*)  Wegen  des  Vorzeichens  ist  schon  oben  die  nütbige  Bestimmung  gege- 
ben worden. 


\ 
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(jetzt  natürlich  immer  in  Bezug  auf  die  Längeneinheit  /*)  sind, 
nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordinaten 

0 = if) ? + s'’ 0 = <f> 7 + 

(f)c==fe)?+3e'”0==(7),,+?,''J 


& ±jj|  sio  4=^1,  + 


. !] 


also 


*--(!>*>  s>'=- 


(?) 


»;? 


12)  { , £'»  — (^)  (1  ^)»  8#,i — (^) 

!x,==(fj  ^ cos  ^"“9»  8'*==*=  (|j  sin  4=pn)i 

■ mittelst  welcher  Formeln  die  Coordinaten  X',  £)';  X',,  3',;  X',, 
berechnet  werdeii  können. 

Nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordinaten  ist 

nun  ferner  ' 

/ 

t X'=X/  cos  tp — sin  tp,  F'  = X'  sin  tp  - 1-$'  cos  tp\*  ■ 
12)  | X\  = X\  cos  tp — sin  tp , F',=X',  sin  cos 

(X'2=X',  cos  tp  — $'2  sin  ip,''F'2  = X',  sin  tp-\-ty'2  cos  tp ; 

und 

r Xss^+jr,  y=y-+-  r, 

(14  X.rrof+  X',,  r=yH-  F\; 

(X2=*-*-X'„  F=y-*-  F', ; 

» * 

mittelst  welcher  Formeln  also  jetzt  die  gesuchten  Coordinaten  X, 
V;  X,,  Fj ; Xs,  Fa  der  Punkte  ^4,  //  C in  Bezug  auf  das  pri- 
mitive System  der  xy  gefunden  werden  können,  und  die  Lage 
dieser  Punkte  daher  bestimmt  ist,  wie  verlangt  wurde. 

_ Bezeichnet  man  die  von  den  Linien  MA,  MB , MC  mit  dem 
positiven  Theile  der  Axe  der  £'  eingeschlossenen  und  auf  gewöhn- 
liche Weise  von  0 bis  360°  gezählten  Winkel  durch  £,  £,,  £2  und 
setzt  MAzzzr , A/Z?  = r,,  MCz=zr2\  so  ist  offenbar 

X'  = r cdsX  $'  = r sin  £; 

**  . X#,  =r,  cos  £,,  %\  =r,  sin  ; 

* X j r 2 COS  £2,  2 rz  sin  Czy 


/ . t 


also 


, Y * . v 2)'  ' 9' 

cos  £=  — , sin  £ = — , taug  £ = 


S. 


15)  (cos  £,  =77>  sin  £»  = —,  tang  Ci  = yt» 


ff. 


f 5-  3 • V 2)  2 . v ö 2 

[cos  e,=—,  Sin  C2  = —,  tang  C2=v"; 

\ »2  • 2 * t 


ff. 
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mittelst  welcher  Formeln  die  Winkel  £,  £2  berechnet  werden- 

können  °).  Hat  man  aber  diese  Winkel,  so  ist  nach  13) 

l X'  = r cos  (tp4~£),  Y'—r  sin  (i/#  — |-  ; 

16)Jx'|=r,  cos  (v/H-t,),  *'1=*-,  sin  (tp 

; (X'2=r2  cos  (tp -+•£,),  YJ i ==  r , sin  (tp 

und  also  nach  14) 

* t '* 

! ,X  = ar  + r cos  + V— sin  (ip  H-£)> 

X,  = x -j-.r,  cos  (tp y,  = y-f-r,  sin  (tp -+-£,);! 

+ r3  cos  (tp-f-  £2),  V2  — y -f-  r,  sio  (tp  -+-  £a). 

Die  vorhergehende  Auflösung  unserer  Aufgabe,  obgleich , dieselbe 
eine  doppelte  Anwendung  des  Pothenot’schen  oder  vielmehr  Snel- 
lius’scben  Problems  in  Anspruch  nimmt,  scheint  uns  dessenunge- 
achtet für  die  wirkliche  Anwendung  die  meisten  /Vortheile  -zu  ge- 
währen, weshalb  wir  für  jetzt  andere  Auflösungen  derselben  nicht 
geben,  und  mit  der  Bemerkung  schliesscn  wollen,  dass  man  diese 
Aufgabe,  unter  eiuem  rein -geometrischen  Gesichtspunkte  aufgefasst, 
auch  auf  folgende  Art  ausdrücken  kann: 

Es  seien  zwei  Punkte  M und  ftlx  gegeben;  in  an  soll 
durch  den  Punkt  M drei  unter  gegebenen  Winkeln  ge- 

fen  einander  geneigte  gerade  Linien  (1),  (2),  (3),  durch 
en  Punkt  Mx  drei  ebenfalls  unter  gegebenen  Winkeln 

f egen  eiuander  geneigte  gerade  Linien  (1,),  (2,),  (3,)  so 
egen,  dass  das  durch  d ie  Du  rc  h sch  nittsp  un  k te  der  Li- 
nien (1)  und  (1,),  der  Linien  (2)  und  (2,),  und  der  Linien 
(3)  und  (3,)  bestimmte  Dreieck  einem  gegebenen  Drei- 
ecke ähnlich  ist. 

Wir  möchten  uns  wohl  erlauben,  dieses  Problem  den  Lesern 
des  Archivs  zur  weiteren  Untersuchung  zu  empfehlen,  da  dasselbe, 
so  viel  uns  wenigstens  bekannt  ist, ‘ sonst  noch  keine  Behandlung 
gefunden  hat. 


) Die  Grössen  X',  $',*  X',,  §J',;  £'*>  2T*  und  r>  r\>  r2  sind  aus  dem  Vor- 
hergehenden bekannt. 


> \ 
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VIII. 


Ueber  die  hohem  Differentialquotienten  der 
Functionen 


}*■  ' 


P= 


sin  x 


«= 


y + COS  CQ 


l+2y  cos  x-\-y2’  '•**  / 1 +2y  cos  x-\-y2 
' in  Bezug  auf  x als  veränderliche  Grösse.  . 

4 , • . * . ♦ i», 

Nach  Theoremata  nova  de  integralibus  deJSnitis,  sum- 
matione  serierum  earumque  in  alias  series  transforma- 
tione.  Auctore  C.  J.  Maiinsten,  Phil.  Mag.  ad 
Reg  Acad.  Upsal.  Math,  infer.  Doc.  Upsaliae. 
MDCCCXLII.  p.  26  — 35  frei  bearbeitet  von 

/ ' / 1 rm  k 

dem  Herausgeber. 


\ 


Ks  unterliegt  keinem  Zweifel , dass  die  Lehre  von  den  hohem  . 
Differentialquotienten  zu  noch  manchen  interessanten  neuen  Unter* 
suchubgen  Gelegenheit  darbieten  kann,  und  es  ist  nach  unserer 
Ueberzeugung  jedenfalls  sehr  wünschenswerth,  dass  man  sich  noch 
mehr  als  bisher  geschehen  ist  mit  der  Entwickelung  allgemeiner 
Ausdrücke  für  die  böbern  Differentialquotienten  der  Functionen  be- 
schäftige, da  ja  dieselben  bekanntlich  für  die  Entwickelung  der 
Functionen  in  Reihe»,  für  die  Theorie  der  bestimmten  Integrale 
und  für  viele  andere  Untersuchungen  von  sehr  grosser  Wichtigkeit 
sind.  Ein  schönes  Beispiel  einer  solchen  Untersuchung  über  hö- 
here Differentialquotienten  hat  neuerlichst  Herr  C.  J.  Malmsten 
_ zu  Upsala  in  der  oben  genannten,  noch  viele  andere  bemerkens- 
wertbe  Resultate  enthaltenden  Abhandlung  gegeben,  und  wir  glau- 
ben, um  so  mehr,  weil  diese  Abhandlung  wohl  schwerlich  in  die 
Hände  vieler , deutschen  Mathematiker  gelangen  wird,  den  Lesern 
des  Archivs  einen  Dienst  zu  leisten,  wenn  wir  ihnen  die  in  Rede 
stehende  Untersuchung  des  Herrn  C.  J.  Malmsteu  ihrem  wesent- 
lichen Inhalte  nach  im  Folgenden  mittheilen. 

Die  beiden  gegebenen  Fiiuctionen  sind 


sin  x 


Pt= 

— -.1  4-2 y cos  x-f-y2 
Q V -4-  COS  X 


2> 


1 -f-2y  cos  .r-t-y 


a > 
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und  die  Aulgabe  ist,  allgemeine  Ausdrücke  für  die  böhem  Difieren- 
tialquotienteu  dieser  beiden  Functionen,  zu  (Inden,  wenn  man  in 
ihnen  x als  veränderliche  Grösse,  y dagegen  als  constant  be- 
trachtet. 

Wenn  das  Syinbof  e seine  gewöhnliche  Bedeutung  hat  und  der 
Kürze  wegen  i Für  \/ — 1 geschrieben  wird,  so  setzen  wir  im  Fol- 
genden 

UQ  = (1  -f- yir-ixy-'  = e'x{ij  -f-  «f**)-1, 

V0  = ( 1 H-  yeix)~l  = e~ix{i/  -f-  e~ix)~x 

und  . *-*■ 


drüa 


drVn 


wi  — w . r: - o 

Cr—  dar'  Vr—  dxr  * 


. . ~ h“  : 


Aus  den  beiden  obigen  Ausdrücken  von  Ua  und  V0  erhält  man 
durch  ganz  elementare  Rechnungen 

4 * 

. UQV  o = i 1 -h  y{eix  -+-  <r-‘x)  -4-  y* }-», 

y(eix  — e~>x) 


— V0^==y 


-h  yKetx  -f-  e~ix)  4-  y 2 * 


rr  . ir 2 + yjete  + e-i*) 

° ° 1 4-y(e*x-|-  c— 


Weil  nun  bekanntlich 

. etx- — e — tX  e*x-\-6 — *x 

sin  x = , COS  X = ; 

also 

, e*x  — e~ix  = 2 i sin  x,  e*x  -f-  e~ix  = 2 cos  x , 

f 

ist;  so  ist 

1 ^ * 

f ro  Vo  = (1  •+-  2y  cos  x 4-  y2)— 4 

.j  __v 2*y  «ln  x 

° r°  l-4-2y  cos  x-hy2’ 

’ i!  i r — 2+2y  ”>» * . 

» ^ ° — l-f-2y  cos  ar-f-y*’ 

• \ 

, tfo—Za 


oder 


2t 


FTp-f-Fp 1 4-y  cos  :r 

2 1 -*-2y  cos  x-+-y2' 

% , 

Durch  Differentiation  von  (JQ  und  VQ  nach  x erhält  mau  ohne 
Schwierigkeit 


Ux 


dUa iye—*x 


dx 

dFn 


(1  -i-ye-**)*9 

v - dyo—  *9#*  - 

1 dx  (l-f-ye'-r)2  ’ 

also,  wie  man  durch  leichte  Rechnung  findet, 
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ßV+F»  = — 


iy(  1 — y 1 ) (e<J  — e-«*) 


t* 


|l-j_y(e.>4-e-«x)4.ya|2’ 

oder  oacü  dem  Obigen  . .. 

Ux-j-Pi  '■  y(l  — ya)  sin  x 
' 2 (l-f-2y  cos  a;-4-ys)J’  v ' 

Differeotiirt  mau  ferner  die  Functiün  (l  nach  x,  so  erhält  mau 

, • # 4-  ' - » 

da (1  *-y3)  sin  x ■.  * 

dx  r (1  -|—  2 y cos  x -f-  y*)a>  ^ 

und  nach  dem  Vorhergehenden  ist  folglich 

. Ui-brx vda 

Daher  haben  wir  jetzt  die  beiden  folgenden  Relationen 


1)  ... 


ff , -f-  F,  da  UQ  - F0  _s 


2 


= -^5? 


2t 


* = y/>; 


• * i ^ f 

aus  denen  si£h  durch  fortgesetzte  Differentiation,  unter  Anwendung 
der  oben  eiugefdhrtcn  Bezeichnung,  unmittelbar  die  beiden  folgen- 
den Relationen  ergeben: 


(•«. 


VrH-Vr  drQ  Ur-Vr drP 

2> —~y S?  S-~V^  . , . 

/ 

deren  erste,  wie  aus  dem  Obigen  hervorgeht,  für  r=0  nicht,  son- 
dern bloss  für  r^>0,  die  zweite  dagegen  für  gilt. 

* ‘ •.  ’ • jrp  ■■  d'Q, 

Aus  diesen  Gleichuugen  ergiebt  sich,  dass  es,  um  -^r  und 

zu  linden,  darauf  ankomint,  ffr  und  Fr  zu  finden.  Weil  aber  V0 
aus  (J0  erhalten  wird,  wenn  man  in  der  letztem  Grösse  — x für 

, V : drU 

x setzt,  so  geht  offenbar  ffr  = ^^7j  weun  man  darin  — x für  x 
setzt,  in 


drVn 


drF „ 


d.  i.  in 


(d( — x))r  .( — l)rdxr> 


iytr 


über,  und  es  wird  also  jetzt  bloss  darauf  ankommen,  die  Grösse 
Vr  zu  findeu,  aus  welcher  sich  dann  Vr  durch  die  in  Rede  stehende 
Substitution  leicht  herleiteu  lassen  wird. 

Nach  dem  Obigen  ist  . . 

r iye-j* 

1 (l+ye-**)9’ 

und  wegen  der  Gleichung 

' ff^  = (l  + 

ist  **'  . •*. 

% * 

• ••’  ' . :•  1 . d — - £/„  : . .<  • 

1 -4-  ye~'*  = ye~~  = —p—, 


> f 
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woraus  sich  leicht 

L\=  i U0{ I - fJQ)  = i( UQ  - l/09) 

ergiebt.  Weil  nun  überhaupt 

• ' wt Sk  • 

r+1  dx 

ist,  so  erhält  man  leicht  nach  und  nach 

U0=U0i 

^=V.-U0\ 

V, 


|?:=tf0-3tf0*  + 2f/0*, 

%t=U'  — lVS  + lZU.'T-OU,\  . 


U.  8.  W. 

• , * ' * 4 

Bezeichnet  man  also  überhaupt  den  numerischen  Coefißcienten 
von  U0*  in  der  Entwickelung  von  nach  den  Potenzen  von  U0 

(r,  i)  , 

durch  das  Symbol  a;  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden  offenbar 

TJ  Ä=r4-1  0»*) 

3) ...  £ = 2(- fl  U0\ 

*=i  s 

folglich,  wie  sogleich  in  die  Au£en  fallen  wird, 

rr_ . , (r-t-l,  4-4-1)  > 

4)  • • • w =3r  V • U°M- 

Differentiirt  man  die  Gleichung  3),  natürlich  in  Bezug  auf  as  als 
veränderliche  Grösse,  so  erhält  man  mit  Hülfe  der  aus  dem  Obigen 
bekannten  Gleichung 

Lve=i{Vo-US)  \ 

v 

ohne  Schwierigkeit 

(r>  V . • ' ,*  •.  . 

jr+1  — a 

, (r,  2)  (r,  1) 

— |2  a + ci  }U02 

> ' (r,  t)  ■ (r,  2)  * * . 

■+*  {3  . a -f-  2 a } U0* 

: (r,  4)  (r»  O 

— {4  a -f- 3 a j/704 

u.  s.  w. 

Cr,  r-4-1)  (r,  r) 

+ (— l)^j(r-4-l)  a +r  a j 170^ 

(r,  r-f-1) 

4-  ( -f~  1)  .'«  U0^. 

Vergleicht  man  dies  mit  der  Gleichung  4),  nämlich  mit  der  Glei- 
chung 
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l/r+ 1 " 

*r+ 1 ' a 

' (M-l,  2) 

. — <1 


vn 


vs 


-+■  (- 1)' 


(r+1,  »)  ' 

■+■  fl  V0* 

(r+h  4) 

— a £704 

. i 

U.  8.  W. 

(r+1,  r+1) 


US** 


(r-H,  r+-2) 

(-1)^1  fl  f70^2i 


Ur 


so  erhält  man  zwischen  den  numerischen  Coefficienten  von  ^ und 
• ir 


die  folgenden  Gleichungen: 

(r-M,  1)  (r,  1) 

A = . fl» 

(r-f-1,  2)  (r,  2)  (r,  1) 

/ ' n =2  a + fl,  ' 

(r+l,  3)  (r,  3)  (r,  2) 

1 fl  ~ 3 fl  + 2 <i, 

(r+l,  4)  (r,  4)  (r,  3) 

fl  = 4 ü -+*\  3 (i,  ^ 

. i - i ”...  r.  i „ • 

u.  s.  w.  ; , 

Hl»  M-l)  (r,  r+-l)  (r,  r) 

fl  = (r  + 1)  ci  ' + r (I)  ' . 

r+2)  ■ r * (r,  M-i) 

fl  = (r  4*  1)  fl. 

Berücksichtigt  man,  dass  in  der  Reihe 

(r,  1) . , (r,  2)  (r,  3)  (r,  4)  - > 

fl,  fl,  fl,  fl,  U.  S.  W.  > 

(r,  r+2) 

alle  Glieder  von  dem  Gliede  a an  verschwinden,  so  kann  man  in 
völliger  Allgemeinheit  - 1 - 

(r-H,  &)  (r,  i)  (r,  k—  l) 

. 5) ...  ; et  =jh  a + (*  — l)  fl. 

setzen.  ' 

Mittelst  dieser  Gleichung  kann  man  nun  mit  Hülfe  der  bekann- 
ten Bernoulli’schen  Schlussart  und  einiger  einfachen  Sätze  von 
den  Binomial-Coefficienten  sehr  leicht  zeigen,  dass  allgemein 

• ' •)  = (*—!)- 

/ +(*~i.2~2)(*-2>r 

(*-l)  (*-2)  (*-J) 


1.2.3 


U.  8.  W. 
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_i_  ( _ 1 M 1 (-X--  Ü.  ^ I~  ~h-LL?  • 1 * | , 

• 9 * 1 . 2 . 3 ...  (X;  — 1 ) • 

oder,  in  der  bekannten  Bezeichnung  der  Rinomial-Goelficicnten, 

7)  . /.rfl  ==  kr — (/• — 1 ) , (& — 1 )r-+-(£ — 1 ) 3 (iWMM,(iW),-K. 

..•••+-  ( — l)*- 1 (Ar — l)it— , . lr 

v 

/ % 

ist,  welches  weitläufiger  aus  einander  zu  setzen  hier  unnöthig  ist, 

Ur  , • x , 

und  die  Grösse  p-  ist  also  jetzt  als  mittelst  des  Ausdrucks  3)  voll- 
ständig entwickelt  zu  betrachten. 

Setzt  man  in  der  Gleichung  3)  statt  ar  die  Grösse  — ar,  so 
geht  dieselbe  nach  dem  Obigen  in  » 


(—  i yVr  Jr#1  ---  (r>  *>- 


h=i 


■(-1)^  n Fo* 


oder  in  die  Gleichung 


. yr  *=M-1  (r,  i) 

8)...^=(-l)-5(-l)*-t  „ yj 

' t=i 

, . . ' yr 

über,  wodurch  nun  olso  auch  p gefunden  ist. 

Aus  den  Gleichungen  3)  und  8)  ergieht  sich  durch  Addition 
und  Subtraction 

IUr  -1-  Fr  *******  fr*  *) 

r^l  = s(-\y- 1 (I  \us+(-\yr,% 

/=1 


ir 


9) 


1 /L  f/  (f* j k) 

pjr==J(-  d*-‘  « ( — (— i)r  r.*t. 

i I.  , <=i 

Aus  diesen  Formeln  und  aus  2)  erhält  inan  nun  leicht  die  folgen- 
den Ausdrücke: 


% / 


> f.i 


(f2nP  • X=r2*-f-l  (2«,  4)  17* y l 

10)  < !+>!. 


*«•‘8  - / 1 -i  *=%+»  <*•+*•  ‘W.‘  - F.i 

3_iy~  a =r-’ 

■ • M = H 1)^  . 

Setzen  wir  jetzt  in  UQ  und  F0  . 

, 1 -\-y  cos  arz=fi  cos  5p , y sin  ar  — p sin  5p; 
so  erhalten  wir  • 

* t*  . » 

<5P SB Arctäng  t =r  1/1+  2y  cos  .r  y2, 
wobei  man  jedoch  zu  bemerken,  hat,  dass  man  den  Bogen 
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A y sin  x 

Arctnng  , 

insofern  nämlich  die  Grösse  fi  immer  positiv  sein  soll,  so  nehmen 
muss,  dass  er  sich,  jenaclidenv  von  den  Grössen  1-f-y  cos  x und 
y Bin  x die  erste  positiv  und  auch  die  zweite  positiv,  die  erste 
negativ  und  die  zweite  positiv,  die  erste  negativ  und  auch  die 
zweite  negativ,  die  erste  positiv  und  die  zweite  negativ  ist,  respec- 
tive  im  ersten,  zweiten,  dritten,  vierten  Quadranten  endigt,  welche  * 
Bedingung  sich  auch  leicht  analytisch  ausdriieken  lassen  würde, 
wobei  wir  uns  jedoch  jetzt  nicht  aufhulten  wollen. 

Weil  nun  nach  dem  Obigen 

U0  = (1  -f-  ye-**)~ F0  = (1  -»-  ye*x)~*,  ' 


nlso 

und 

also 

% 

■ # 

ist;  so  ist 
oder 


U0k  = (!-+-  ye~ix)~k,  V0k  ==  (1  -+-  y&xy~k ; 


cos  X ■=. 


gtx  g — ix 


, sin  x = 


eix  — e — 


2 i 


e^=*x  = cos  x dzz  i sin  x 


U0k  — {1  -f-  y(cos  x — i sin  x)\~k, 
V0k  = {1  -f-y(cos  x-\-i  sin  x)\  k 


= cos  x — iy  sin  x)~k, 

V0k  = (1  *+-y  cos  x-\-ty  sin  x)~k'. 

d.  i.  nach  dem  Vorhergehenden 

U0k=zfi—‘ *(cos  (p  — i sin  $p)— 

* « ' / 

V0k  = fi~k(cös  g>-{ -i  sin  y)— 
folglich  nach  den  Moivre’schen  Formeln: 

Unk=zfi~k( cos  sin  Ay>),  • 

\ 

VQk  = /tr-^(cos  Xrgp — g sin  &(p); 

* i » , 

also  . * 

UQk  F0k  cos  ky 

~ 2 — ft  » 

U0k  - Vok-  sin  k<? 

» — - ■ i - - w m 


2 i 


fll 


d.  i.  nach  dem  Vorhergehenden 

2 k » 

> ä (I  -+-  2y  cos  x •+•  y*Y  • 


V I 
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u0* 


V t 

w o 


sin  k Arctang 


//  sin  x 
M -y  cos  x 


2t 


l(  i V : l t 'l  '•>. 

,2 


(1  -f-2y  cos  ar  + yJ)2 
Führt  mau  dies  io  die  Formeln  10)  ein,  so  erhält  man: 

(2*4-1,  *)  y «in  x 

d2*-H P ( — l)«*=2£f'2  ° C°S  rCtan®  1-f-y  cos  x 

^+1——'  jjjg-'r.  t 

(i+2 y cos  x y2)2 
(2n’  ^ V sin  x 

„ ' * , , . a sin  k Arctang  — 

d? nP ( — 1)«  fc=^,/+1  , vl__,  1 + y cos  x 

dx^~~  : * > 


y i=i 


(I  -1-2 y cos  X~t -y2)2- 

1 " X (2*4-1,  1) 

, • Ui« _ (-tt i=^l  u-t  8 sin  k Arctang  » 

Idx&t 4-1  * y ' _ 

(l-f-2y  cos  x-+-y2)2 


y sin  x 
H y cos  x 


0"»  *1  , . y sin  x 

<P>'Q. (—  1)»  i w _!  a C°S  rctang  j -}-y  cos  x 

dx*»  y ^ t± 

\ (1-4-2 y cos  X +-y2)2 

Aus  der  ersten  und  vierten  der  vorhergehenden  Gleichungen 
folgt,  wenn  man  dieselben  auf  beiden  Seiten  mit  y multiplicirt,  und 
dann  y = 0 setzt,  unmittelbar: 


SA  =3*4-2 

^(-1)^-1  fl  =0, 
. . 


(2*4-1,  k) 

‘ a 

(2*,  1) 


)A=2*4-1  (2*,  A) 

/ a =0. 

\ 1=1 

Die  DÜferentialquotientcu  von 

7j  sin  x 

sin  k Arctang  --^und  y(l+3y  cos  ^r-f-y2)5 

in  Bezug  auf  y als  veränderliche  Grösse  sind , wie  man  leicht  iin- 
det,  respective 


jt 

|2 


I < * ' ’ • 

um  a:  y sin  x 

T+"ay  cos  k ArCtUn?  i-+-y  co»  ^ 


und 


(l-+-2y  cos  x -f- y2)2  -\r  ky{y- f-cos  x)  (1  — |— 2 y cos  ^r+y2)2  . 

Nimmt  man  hierzu,  dass  für  y = 0 

cP31  sin  x 


<#*p 
dx 2*4-1 


= (-—  1)«  sin  x, 

. / r 

(faäa+l  <-  =(-l)’‘+’  S>»  * 


dx2” 
tf2*4-l  cos  X 
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ißt;  so  ergiebt  sich  nach  bekannten  Sätzen  der  Differentialrechnung 
«us  der  zweiten  und  dritten  der  Gleichungen  11)  leicht,  dass 

x=an-i-i  . (2»,  i)  ...  * ' . 

2 (—  lJX-l*  « = 1,  . . 

"131  ( ^s=l  • '*  * .*  ' 

J V=2/H-2  (2«-4-l,  X) 

s (- ly-u  « = -i, 

Ai  " • L 


ist. 


Aus  deu  aus  dem  Obigen  bekannten  Relationen 


\ 


(r+l,  1)  (r,  1)  (r-f-1,  r+2)  (r,  r+ 1) 

a ==  a und  n = (r-+-l)  la 


ergiebt  sich  leicht  r 

(r,  1)  (r,  r-4-1) 

• . . 14)  . . . a = 1 und  « = 1 . 2 . 3 . . . r = r(r+  1)  *).  - 

Für  y=  1 ist  v 

/»=4tang 

Also  ist  nach  der  ersten  und  zweiten  der  Gleichungen  11)  , wenn 
man  in  denselben  y=l  setzt,  ; 

• ’ > (2*-f-l,  i) 

\ tang  \x  , iVrT^/^"2  0 cos  k Arctangtang  \x 

* ‘ dä&+i  — (—  irj- 1 2*  cos  ’ 


(2«,  X) 


oder 


(fi*  tang  \x  ■ > t , a sin  k Arctangtang  $x 

rfÄ-2n  (—  1)*.^(— 1)  9/C  1^4 


X— 1 


2*  cos  lxk 


>-L  (2/J-+-1,  X)  » 

rf2*-+-l  tang  *=^2£1"2  in,.  , a cos  k Arctangtang  \x 

dx*'+K  — ' } *7ZJ  j , * 2*  cos  4** 


cßn  tang 
dx*n 


i (2/i,  X) 

IW,  ONY-1  i vi i a sin  k Arctangtang  fr. 

■1  1”  1 “ * y 2X  cos  fr*  . ’ 


wo  nach  dem  Obigen,  weil  1 -J-  cos  ar  = 2 cos  ?x2  immer  positiv 
ist,  der  Bogen  Arctangtang  so  genommen  werden  muss,  dass 
er  sich  im  ersten  oder  vierten  Quadranten  endigt,  jenachdem'  sin  ac  . 
positiv  oder  negativ  ist. 

Setzt  man  2sc  für  sCs  so  erhält  man 

I , v . ’ ■ (2/J-+-1,  X)  % 

, 1 dto+l  tang  x . n *r7**+®  - a cos  k Arctangtang  x 

' | t/or2n-t-l  v ) • *r  ) -2*  COS  Xk 

15)  { ' . - . 

' y‘  (2*>  X)  < 

tang  jr ‘ 1 Q stn  k Arctangtang  x 

dx**„  == * *■>  ■ ' ‘ ;2*cos#*>;  / 

wo  der  Bogeu  Arctangtang  as  so  genommen  werden  muss,  dass 

. * * *■  * * , '*  * t ' ..  ‘ 


Z- 


) J--  * 


B)  Thl.  U.  S.  304. 
Theil  III. 


* - •* 
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i 4 

er  sich  .im  ersten  oder  vierten  Quadranten  endigt,  jeuachdera 
sin  2 x positiv  oder  negativ  ist. 

Ist  der  absolute  Werth  von  x nicht  grösser  als  , so  ist 
offenbar  immer  sin  2x  positiv  oder  negativ,  jenaclidein  x positiv 
oder  negativ  ist,  oder  sin  2x  hat  mit  sin  x immer  einerlei  Vor- 
zeichen, und  in  diesem  Falle  kann  man  also,  wie  sogleich  in  die 
Augen  fallen  wird,  immer  Arctang  tang  xr=zx,  folglich  nach  15) 


16) 


= (-!)».  2^^  I*-. 


(S«+l»  *)  , 

q cos  kx 

2*  cos  xk 
(2 n,  *)  . 

q sin  kx 
2*  cos  xk 


setzen. 

Für  y = — 1 ist 


/*=  | cot  Ix,  Qt=z 


1 

*8' 


Also  ist  wieder  nach  der  ersten  und  zweiten  der  Gleichungen  11), 
wenn  man  y = — “1  setzt, 


i 

T • 


COt  %X 

0 

cot  \x 

oder 

4-1  cot  $x 


(2*+i,  t) 


1 ATvr2  1 W.  • / Q ’ cos  k Arctang  (—cot^ar) 
■(  *r.— I *r  2*sin^r*  » 


X— i 


1 

2 


daf2* 


(2«,  i) 

l 1 I w.  i 0 sm  & Arctang  (— cot^g) 
' 1 • * 2*  sin  jxk 


Är2«+1 


l=2n+Q 

= -(-l)».2^(-l)i- 

X=1 


X) 

l q cos  k Arctang  ( — cot^ar) 


2Ä  sin  \xk 


cot  \x  ' , , 1 o sin  k Arctang  ( — cot^or) 

dx* * =“(— lr  .2^1—  2*  sin  ixk  » 

• 

wo  nach  dem  Obigen,  wreil  1 — cos  xz=z 2 sin  +x3  immer  positiv 
ist,  der  Bogen  Arctang  ( — cot  { x ) so  zu  nehmen  ist,  dass  er  sich 
im  ersten  oder  vierten  Quadranteu  endigt,  jenachdem  — sin  x po- 
sitiv oder  negativ,  d.  i.  jenachdem  sin  x negativ  oder  positiv  ist. 
/Offenbar  kann  man  aber  auch  . _ ' 


(2m,  X) 


•+**  c(lt.i5  — ‘Tz?±  i«-i 

dafr'+ 1 — 1 ' tZi  1 

t 

<£2m  ent  Xss2«+1 

=5(-»)»  . 2£(r<)'-* 


<2n-H,  X) 

- q cos  k Arctangcot  \x 


2X-  sin  \xk 

(2»,  X ) 

q sm  k Arctangcot  \x 
2*  sin  \xk 


setzen,  wo  nun  der  Bogen  Arctang  cot  ^x  so  genommeu  werden 
muss,  dass  er  sich  im  ersten  oder  vierten  Quadranten  endigt,  je- 
nachdem sin  x positiv  oder  negativ  ist. 

Setzt  man  2x  für  x,  so  erhält  man 


f 
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17) 


cot  o,’ 
<ir2w-4-i 


fc=2/»+2 

= — (—  1)«  . 22n+2  V (. 

A=l 

IzP»'  cot  .r 


iy 


(2*+l,  4) 

, a cos  A*  Arctangcot  jr 

‘ 2*  sin  ar*  5 


<&£/» 


Ä=2t»+1 

= (— 1)".  2^‘+i  JS  (-l)^i 

A=1 


(27»,  k) 

g sin  k Arctangcot  x 
2b  sin  xk 


wo  der  Bogen  Arctang  cot  x so  genommen  werden  muss,  dass  er 
sich  im  ersten  oder  vierten  Quadranten  endigt,  jenuebdem  sin  2x 
positiv  oder  negativ  ist. 

Wenn  x positiv  und  nicht  grösser  als  4^  ist,  so  ist  offenbar 
sin  2x  positiv,  und  man  kann  also,  wie  sogleich  in  die  Augen 
fallt,  unter  dieser  Voraussetzung  immer  Arctang  cot  x = }7F  — x, 
also  ' * 


dx^'+k  * ' ' i , ' ' 2*  sin  xk  * 

) - \ (2ti,  k) 

- * — (-iw. « pju »-*> 

\ dx2 t*  ^ ’ /_1  ‘ * 2k  sin  xk 

setze»,  weil  unter  der  gemachten  Voraussetzung  der  Bogen  \n — x 
sich  im  ersten  Quadranten  endigt,  wie  es  erforderlich  ist. 

Aus  der  dritten  und  vierten  der  Gleichungen  11)  erhält  man 
für  y=  1 * * 

(272+1,  k) 

*=a*+2^  tw_,  ® sin  k Arctangtang  $x A - • ✓ 

/=l  ~ ~ 2*  cos  \xk 

. , ' (27»,  k) 

' ' *=*3*+i^  t w ^ a cos  k Arctangtang  \x n 

V~lr  2Tcos  — V’ 

wo  der  Bogen  Arctang  tang  ±x  so  zu  nehmen  ist,  dass  er  sich  im 
ersten  oder  vierten  Quadranten  endigt,  jenachdem  sin  x positiv 
oder  negativ  ist;  oder,  wenn  man  2x  für  x setzt, 

. /.*=***  , {) 

^ J5  (—1)2-1— 1 

19), 

(2t«,  k) 


sin  k Arctangtang  x ~ 

2*  cos  xk  ’ 


k— 2^'4’1 , , ,,  , a cos  k ^Arctangtang  x A 

(_1) ■ a*oo„g2- = °- 


wo  der  Bogen  Arctangtang  x so  genommen  werden  muss,  dass 
er  sich  im  ersten  oder  vierten  Quadranten  endigt,  jenachdem  sin  2x 
positiv  oder  negativ  ist. 

Wenn  der  absolute  Werth  von  x nicht  grösser  als  ist,  so 
kann  Arctangtang  x = x gesetzt  werden,  und  es  ist  folglich  un- 
ter  dieser  Voraussetzung  > 

4# 
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20) 


(2*4-1,  k)  • 

■?  sin^=o, 

k— 1 


2/i+i 


2*  cos 
(2«,  k) 


V (-1)^ 


1- 


a cos  kx 


= 0. 


' - 2 k cos  xk 

Für  x = 0 giebt  die  zweite  dieser  Gleichungen 

(2*,  k) 

i =2*4-1  a . , 

• 20°)  * . . JS  (-  1^  öT  = 0. 

/ . *=i  * 

Aus  denselben  Gleichungen  erhält  man  für  y=  — 1 

X=2*4-2 


(2*4-1,  X) 

,,,  i o sin  £ Arctang  ( — cot  \x)  . „ 

^ 2*  sin  5 


X=2*4-l 
V 

'X=i 


(2«,  X) 


,w  , a cos  k Arctang  (-  cot  ix) n 

v (-  ox-  sin  ^-X  “ U’ 


wo  der  Bogen  Arctang  (—  cot  \x)  so  genommen  werden  muss, 
dass  er  sich  im  ersten  oder  vierten  Quadanten  endigt,  jenachdem 

giu  & positiv  oder  negativ,  d.  i.  jenachdem  siu  x negativ  oder 

positiv  ist.  Offenbar  kann  man  aber  auch 


(2*4-1,  k) 


r*ß 

X=2*4-2  a sin  k Arctang  cot  Ix ~ 

) 2*  sin  \xk  ’ 

/ * A— «1 

(2»,  X)  . ; 

X=2*4-l  . a cos  k Arctang  cot  \x  n 

V / tU— 1 — ; — i—  — 0 

^ v 1 / 2*  sin  ?xk 


setzen,  wo  der  Bogen  Arctang  cot  {x  so  genommen  werden  muss, 
dass  er  sich  im  ersten  oder  vierten  Uuadraoten  endigt,  jenachdem 
sin  x positiv  oder  negativ  ist. 

: Folglich  ist 


21) 


(2/14-1,  k)  ' 

X=2*4-2  a sin  k Arctang' cot  x ' „ 

. 2 (-  l/-‘: = °- 


X =2*4-1  • 

2 (-1)'"1- 
X=1 


(2«,  X) 

a cos  k Arctang  cot  x 1 w 
2k  sin  xk  ’ 


j :■ 


wo  der  Bogen  Arctangcot  x so  genommen  werden  muss,  dass  er 
sich  im  ersten  oder  vierten  Quadranteu  endigt,  jenachdem  sin  2x 

positiv  oder  negativ  ist.  . 

Wenn  x positiv  und  nicht  grösser  als  ist,  so  kann  man 
Arctangcot  x — \it  — x setzen,  und  es  ist  also  nach  den  vorher-’ 
gehenden  Formeln  unter  dieser  \ oraussetzung 


• . 's 
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22) 


(2»H-1,  fc) 

k—*+2  ( a sin  k(ln  — x) 

^ IT1*  2*  sin  x*  ’ 


(2/t,  i) 

A=^-R  « 1 g sin  kjjn  — x)  __  Q 

' 2*  sin  x* 


Zwischen  den  Grössen 


yd\yd[yd(. . . ydjyQ) 
Mr—  dyr  1 * 


^ V yd(yd{yd{. ydjyP ) 

^r—  , dyr  ' 

und  den  Differentialquotienten  finden  die  folgenden  merk- 

würdigen Relationen  Statt: 


' '*1 


24) 


I*  S=<-  D"+1  w-, 
»£=(-1^1  • 

zu  denen  Herr  Malmsten  auf  folgende  Art  gelangt. 
Man  setze 


r yd{yd{yd(. . . y</(y(y -f- e~tx)"1) 

Jr * dvr  > 


Ar  = 


dyr 

yd{yd(yd{. . . y</(y(y  -f-  ^■r)~1) 

dyr 


. 2y+^  + r«^ 


d.  i. 


Weil,  nun 

(y  + «“"*'*)“ 1 •+-  {V *+“  **)“*  = + 

0/-T  — ^ — IX 

, (jM-  e-tx)-1  — (y  -+-  eix)~x  = 5 

r , ~ , \ 

. . 2(v  -H  cos  x) 

(y  + c-,ar)_1  (y-4-  €tx)  — l 2y  cos  x y a ’ 

' • . ‘ . , > 2i  sin  x 

(y  ,x)~t  ~r  (yf^* e *)  i 2y  cos  x -+-  y* 

oder  nach  dem  Obigen 

r % j t . f 

(y  e~ **)— l -+-  (y  -+-  eix)~l  = 2 ö» 

{y  -f - e~,x)r^  — (y  4-  e*x)— 1 = 2 Pi 

ist;  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden  offenbar 
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J r + -A  r ==  2/Wr, 


Jr  — Kr  = 2 iNr. 

Kann  mau  also  Jr  und  Kr  finden,  so  kann  man  auch  Mr  und  Ar 
entwickeln.  Weil  aber  offenbar  Kr  aus  Jr  erhalten  wird,  wenn 
man  in  letzterer  Grösse  — a;  für  ac  setzt,  so  kommt  es  bloss  dar- 
auf an,  Jr  zu  finden,  und  mit  der  Kntwickelung  dieser  Grösse 
wollen  wir  uns  daher  jetzt  zunächst  beschäftigen. 

Zuvörderst  leuchtet  sogleich  die  Richtigkeit  der  folgenden 
Ausdrücke  ein: 

' ' ' J 

j»  — y{y  *+-  e~‘x)~h  Jr+t  = y-^. 

I t % 

Setzen  wir  aber 

y -\r  e~iT  — dy  = du ; 
so  wird,  wie  man  leicht  findet, 

j„  = i — — , =(»-«-»)  . 

und  durch  Anwendung  dieser  Relationen  erhält  mau  nun  leicht: 

J0  = 1-— , • . ' 

. ° u * 


e — IX 

/,  = 

1 u 


e—’iix 


u 


2 » 


A = - 


e — *x 
u 


Ze—ii* 


u* 


2c~ 

I ’ 


u 


w e~ix  7e—&* 

’ — u ü~ 


12c— >**•  6c— 


u 1 


u 


4 » 


u.  s.  w. 


e—Mx  . 


oder,  wenn  wir  den  numerischen  Coefticienten  von  ~~^r  in  Jr 

( r , lc)  , * 

durch  c bezeichnen,  allgemein : 


• (r,  X ) 

g—kijc 

26) . . . Jr  = ( — l)r_ 1 2 (-l)i-l-  ^ 

A—l 


Auf  einem  ganz  ähnlichen  Wege,  wie  wir  oben  zu  der  Gleichung 
3)  gelangten,  gelangt  man  nuu  mittelst  der  vorhergehenden  Glei- 
chungen leicht  zu  der  Gleichung 

(r+l,  i)  . (r,  U . (r,  k- 1) 

27 ) . . . t ' = k c +(A-  — 1 ) c,  ' 

und  schliesst  hieraus,  wenn  man  dies  mit  dem  Obigen,  insbesondere 
mit  der  Gleichung  5)  vergleicht,  unmittelbar,  dass  überhaupt 


(r,  k)  (r,  k) 

28)  . . .,  c = a * 


ist.  Also  ist  nach  26) 


, , . * • (r>k) 

trrrr  1 1 n e—kix 

29),.  .'.  Jr  = (—  1)— i 2 (-  l)*-i- 

"S*S| 


uk 
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oder,  wenn  inan  fiir  1*  wieder  den  Wertli  y-k~e  ir  einführt, 


, (»•>  *) 
£=r+-l  - . fl 

30) ^ = (—  1)— 1 J (-  D*-\T 


(l-l- 

Setzt  man  in  dieser  ßleichung  — x für  x,  so  erhält  mau 


(r,  *)  . 

jfcssr-t-l  o 

2 (-  ly“1’ 

\ äsjI 


• » 

Folglich  ist  nach  25) 

, kwsr&i  Cr»  k)  . ~ , „ . . , , 

2;V,  = (—  i)r-i  ^(— l)*-‘  a {(l+r^  + ^ + F't^ 

i—L 

X-c=r-t-l  (r»  1)  , j /4  • \ i i 

2/^ = (—  1)*~1  a .l(H- y<**H  — 0 + y<r-»x)-*  j. 

Nach  dem  Obigen  ist 


(1  + jAf*)-*  -F  (1  + sw-*)-*  = F,1  -+-  U,*sa  — ui 


2 cos  hf> 

t*  ’ 
2»  sin  bf 


, . _r  , 3111 

( 1 -h  y#*)-k  — (1  -h  yr-'x)-^  = Vak  — UJ  = jjt  , 

t / 

und  folglich,  wenn  man  für.  (p  and  fi  ihre  aus  dem  Obigen  bekann- 
ten Werthe  einführt: 

' (r,  *)  ‘ • y sin  a* ' 

ü=+ i « “s  * Arctang  TTv  co^ 

[Ufr  = (-!)->  2 (-  D*“* ~“te . . 


L—\ 


32) 


Xt=r-4-l 

iVr  = (-l)r  * (-1)"-1 

1 ' *=1 


(l-4-2y  cos  #-+-y2)2 

(r,  4)  ij  sin  x 
a sin  k Arctang  


1 —|—  y cos 

k *• 


(1  -+-2y  cos  x-+ -y3)* 


wo  wegen  des  Bogens 


y sin  x 
Arctang  j y C0}l  x 


33) 


(r,  k) 

. 4=r4-l  . , , ö sin  £ Arctang  lang 

>,(*,)  = (-  1)-  2 2*  cos  >x*  ‘ 


» \ 


die  oben  gegebenen  Bestimmungen  auch  jetzt  noch  gelten. 

Vergleicht  man  diese  Formeln  mit  den  Formeln  11),  so  erhalt 
man  die  zu  beweisenden  Relationen  24).  . , 

Setzt  man  in  den  Formeln  32)  die. Grösse  y=l,  und  bezeich- 
net die  diesem  Werthe  von  y entsprechenden  Werthe  von  Mr  und 
Ar  respective  durch  M'r{x)  und  A'r{x),  so  erhält -man: 

, . (r>  4) 

(^=£*-1  „ . a cos  k Arctang  tang 

M’,(x)  — (-  1)~‘  £ (-  !)'-* ä*  cs-  jxi  ’ 

<=l  . .. 
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Wenn  der  absolute  Werth  von  äs  nicht  grösser  als  ist,  so  kann, 
man,  wie  aus  dem  Obigen  geschlossen  wird,  immer  Arctang 
tang  setzen,  und  in  diesem  Falle  ist  also  nach  33)  je- 

derzeit 


(r,  *) 
a cos 


. 34) 


^vw=(-i)^  ^ (- cos  ,xt . 

I,  (r,  *) 

A— r+1  q sin  yJcx 

N',(x)  = (—  1 )r  S_  (—  1)*-»-  ’ 


2*  cos  $X*;  * 

Verbindet  man  hiermit  die  Formeln  20),  so  erhält  man 
35)  M’2n{x)  = 0,  iWW  = Ö. 


V ' i “ i ) v 


. ■■  IX. 

• ••  . J-  «• 

Ueber  die  Bestimmung  des  Flächeninhalts  einer 

Kugelzone.  *r 


• • ' „ 


. Vou. 

dein  Herausgeber. 


- -v 


Die  folgende  Entwickelung  der  bekannten  Formel  für  den 
Flächeninhalt  einer  Kugelzone  scheint  mir  durch  ihre  besondere 
Strenge  und  Evidenz  empfehleuswerth  zu  sein. 

Wenn  0 in  Fig.ö.  auf  Taf.  l.der  Mittelpunkt  der  Kugel  ist  und 
AC , BD  die  Halbmesser  der  die  Zone  begränzenden  Kugelkreise 
sind,  so  ziehe  man  AB , fälle  von  0 auf  AB  das  Perpendikel  OE, 
von  A auf  BD  das  Perpendikel  AG,  und  ziehe  durch  den  Mittel- 
punkt E von  AB  mit  AC  und  BD  die  Parallele  EF.  Weil  nun 
die  Winkel  BAG  und  OEF  offeubnr  einander  gleich  sind,  so  sind 
die  rechtwinkligen  Dreiecke  BAG  und  OEF  einander  ähnlich', 
und  wir  haben  also  die  Proportion 

AB  : AG  = OE  : EF , 

• / ^ * ,*  • • / ^ * 

oder,  weil  naeh  einem  Satze,  der  hier  füglich  als  bekannt  voraus- 

gesetzt werden  kann, 


EF  — 


JC+BD 


07 


ist,  die  Proportion 


AB  : AG  — OE  : 

.#  * £ 

. » * 

von  welcher  nachher  mehrfacher  Gebrauch  gemacht  werden  wird. 

Man  bezeichne  nun  den  Halbmesser  der  Kugel  durch  r,  die 
sogenannte  Höhe  der  Kugclzone  durch  /i,  und  theile  letztere  in 
eine  beliebige  Anzahl  gleicher  Theile,  z.  B.  in  u gleiche  Theile. 
Durch  alle  Theilpunktc  lege  man  Ebenen,  welche  mit  den  Ebenen 
der  die  Zone  begrenzenden  Kreise  parallel  siud,  und  stelle  sich 
die  Seitenflächen  der  Kegel,  deren  Grundflächen  die  durch  die  in 
Rede  stehenden  Ebeuen  bestimmten  Kugelkreise  sind,  in  die  Ku- 
gelzone beschrieben  vor.  Die  Seiten  dieser  n Kegelfläcken  seien  * 
nach  der  Reihe  . . 


a>  *»> 


^4)  • • • . 8n 


und 


r.,  r 


Z*4,-*  • • « Tn 


M r 3)  w J>  '4 

' seien  die  auf  diese  Seiten  von  denf  Mittelpunkte  der  Kugel  gefäll- 
ten Perpendikel.  Die  Halbmesser  der  Grundflächen  der  in  Rede 
stehenden  Kegel  seien  « «'*  ; > 

(?»  Qu  Qz>  Q i»  Q+y  r • • ?«• 

Nach  einem  bekannten  Satze  sind  die  Seitenflächen  dieser  Kegel 
nach  der  Reibe 

* t (0  ■+■  Q i tyy 
u.  s.  w. 

' ■ 1 

. ..  8n(Qn— 1 “H  Qn)ft  i 

’ = + 

'5  -h  -»»((?!  -4^  Q*  )n 

■+•  #*((?3  ?s)7r 

u.  s.  w. 

n 


und  wenn  wir  nun 


<!-  U. 


* 1 ' 11  **  ' | • f 5 ^ ' * * t ^ ^ 1 

setzen,,  den  gesuchten  Flächeninhalt  der  Kugelzone  aber  durch  Z 
bezeichnen;  so  ist  offenbar  Z die  Gränze,  welcher  sich  — bis  zu 
jedem  beliebigen  Grade  nähert,  weun  n in’s  Unendliche  wächst, 
wodurch  also  unsere  Aufgabe  auf  die  Bestimmung  dieser  Gränze 
zurück  geführt  ist. 

Nach  der  im  Obigen  bewiesenen  Proportion  ist  nun 


g,  : — = 

n 


0 ■.  t . .i.’ 

'•  * •“ l’  '*  di  ‘ »V  H 


t ..  £±.£i 

1 < 2 * 

l : * ■ I rju- 

■£  •i-tidhS* 

2« 


I’ 

7.  1 ‘ 


..I 

I 

* 
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• — — r - €»- 

* ' n~r*  * 


P* 


u.  s.  w. 


also 


. . A_r  . e»-i-hen. 
•*  • _ — ~ * • ö > 


2/ir. 

Me.  *+•?») 

, . * 2^> 
^*(e3H-e»)  = -^1» 

u.  s.  w. 

, , v 2/ir» 

M?n-i -f- e*)  = — ; 


uod  folglich  nach  dem  Obigen 


2/in 


- — ~ (r  i •+*  r j -f-  r , -f-  r ^ ^ -f-  rn). 


Lässt  man  n in’s  Unendliche  wfichsen,  so  nähern  sich  die  Grössen 
rM  rt>  rt>  r4i  • • . r*  offenbar  sämmtlich  dem  Halbmesser  r der 
Kugel  als  ihrer  Gränze  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade,  und  wenu 
wir  folglich 

rx  =r  — d,, 

« 

r*=r  — 6„ 

rt=r~d„  ' , 

- U.  8.  W. 

rn  — r — d, 


«» 


also 


oder 


2 =i  2 Amt  1 - ?'+d' 

• 1 nr  ' 

l 

setzen,  so  nähern  sich,  wenn  n in’s  Unendliche  wächst,  die  Grössen 
J,,  da,  d„  . . . d*  sämmtlich  der  Nult  als  ihrer  Gränze  bis  zu  jedem 
beliebigen  Grade.  • 

Wir  wollen  nun  voraussetzen,  dass  der  Mittelpunkt  der  Kugel 
nicht  in  der  Höhe  der  Zone  liege,  so  dass  also  letztere  jedenfalls 
nicht  grösser  als  die  Halbkugel  ist,  und  wollen.,  was  offenbar  ver- 
stauet ist,  annehmen,  dass  die  Halbmesser 

Qi  Qu  Q a»  Qu  Q 45  • • • Qn 

nach  ihrer  Grösse  aufsteigend  geordnet  seien,  wobei  unter  der  ge- 
machten Voraussetzung  zugleich  erhellet,  dass  diese  Halbmesser 
fortwährend  wachsen.  Bezeichnen  wir  nun  durch  q die  Entfernung 
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, I 

I 1 J • m P von  dem  höchsten  Punkte  der  Halbkugel,  in 
welcher  die  Zone  liegt;  so  ist  nach  einer  bekannten  Eigenschaft 
des  Kreises  ‘ 

e* =?(2r—r), 

. : •;  <>'=(»+ ±)(%r-q~±),  ' 

; " («r-f-rftl 

nlsoj  wie  man  leicht  fiudet,  - > , 

• =^r-27-^). 


folglich 

/ 

oder 
also  * 


?»*-?.  *=4(2'- -2?-“); 


— e3 

- ' • 
, » i * * 

(?a  7“ 0iL(?*  +?*)<!  (Qi  — Q) 


Weil  nun 

s 

V 

und  folglich  auch 

• »•  4 

also 


(e.— ?)• 


Q<Qi  <?a, 

Pi  -f-p  2S 


r<l 


' (2»  -f-^a 

ist,  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

Offenbar  ist  * • , • 

*■  ’ = <■£)’ + (?*  - «)*.«,*= (-£)• +(?,-?,  >3, 

also  *2*0,*,  und  folglich  auch  **,*<£#,'*.  Weil  nun,  wie 
sogleich  erhellet, 


1 j»  3 


: r* r 3 i*  * 

,r  *»  > 


:r2  — r * 


ist,  so  ist  ’ 

/ r*  r2*  <r*  — r,*, 

also  a,a*>'r1%  und  folglich  auch  woraus  sich  ferner 

: r — r,<r  — r„ 

d.  i.  nach  dem  Obigen  <?,  Cd,  oder  <f 2 > <?,  ergiebt,  und  ganz 
eben  so  ist  nun  überhaupt  ‘ * 6 \ 8 
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folglich 

oder 


<J,  S3  <J4  . . . dn— X dni 

d3  + <L  -+-  ds  -+~  . . . -+-  d»  -<C  i 

< • . 

. \ 

<fj  — 4—  -4-  cf,  -4-  ♦ • • *4*  cf« 


7? 


<*,. 


Wenn  » in’s  Unendliche  wächst,  so  nähert  sich  dt  bis  zu  je- 
dem beliebigen  Grade  der  Null  als  seiner  Gränze,  und  dies  gilt 
daher  nach  dein  Vorhergehenden  um  so  mehr  von  der  Grösse 

cf  | -4-  cfj  -4-  (fj  -4—  • • • -4-  cf«  1 
, , ' ^~n 

Lässt  man  also  in  der  oben  gefundenen  Gleichung 


2 ==  2 /,rn(  1 — J + J» 


■ cf«, 


nr 


oder 


2 = 2hm  — 2/m 


cf  j — 4~  cf2  -4-  cf,  -4“  • ♦ • “4-  <f« 


die  Grösse  n in’s  Unendliche  wachsen,  so  nähert  sich  offenbar 
der  Grösse  2hm  als  seiner  Gränze  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade, 
und  da  nun  nach  dem  Obigen  diese  Gränze  der  Inhalt  Z der  Ku- 
gelzone ist,  so  ist  , i 

Zz=z2hm.  ' i .. 

i * • . • » 

# • , • 

Bis  jetzt  ist  angenommen  worden,"' dass  der  Mittelpunkt  der  Kugel 

nicht  in  der  Höhe  h der  Kugelzone  liegt.  Liegt  aber  der  Mittel- 
punkt der  Kugel  in  der  Höhe  h , so  wird  letztere  durch  ersteren  in 
zwei  Theile  n und  h"  getbeilt,  und  es  ist  nun  nach  dem  \ orher- 
gebenden,  wenn  wir  die  diesen  Höhen  entsprechenden  Kugelzonen 
durch  Z'  und  Z"  bezeichnen, 

* N • 

Z’  = 2/irn,  Z"  — 2h"m. 

Weil  nun  Z=Z'  + Z"  ist,  so  ist  . , 

■ ' ' 1 • ! ^ Z = 2(h'-+-h")m,  * 

und  folglich,  weil  h-=zh’-\-h"  ist,  wieder 

\ * 

' : ••  Z ==.2km3  ' . ' 

, \ V 

so  dass  also  diese  Formel  für  jede  Kugelzone  gilt. 

Will  man  den  Inhalt  K der  ganzen  Kugelfläche  haben,  so 
muss  man  in  der  vorhergehenden  Formel  hz=z2r  setzen,  wodurch 
sich  . . *v 


* ‘ I r , \»  *, 


, V- 


ergiebt. 
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Dass  für  dieselbe  Kugel  Kngelzonen  von  gleicher  Höhe  gleiche 
Flächenräume  haben,  ergiebt  sich  aus  der  Formel  Z — 2/inr  auf  - 
der  Stelle.  Ueberhaupt  erhält  man  den  Flächeninhalt  einer  jeden 
Kugelzone,  wenn  man  die  Peripherie  eines  grössten  Kugelkreises  , ' < 

mit  der  Höhe  der  Zone  multiplicirt.  Die  ganze  Kugelfläche  ist  * 

vier  Mal  so  gross  als  der  Flächeninhalt  eines  ‘grössten ' Kugel- 
kreises. ‘ ’ ••••••■  - 


/•  • • 

r . n 

- /> 


« i.  » • 


. . * 


• ..  ...  . X.  : ; 

Ueber  die  Bestimmung  des  Schwerpunkts  einer 
v Kugelzone. 


/ 


r * ■ w * • 

Von 

« i 

dem  Herausgeber. 

t • • :■ ■ \ ■ ■ . . 


U 


Der  folgende  elementare  Beweis  eines  bekannten  Satzes  der 
Statik  scheint  sich  uns  durch  seine  Strenge  und  Evidenz,  und  da- 
her für  elementare  Vorträge  der  Statik  zu  empfehlen. 

läfhrtatx.  Der  Schwerpunkt  einer  Kugelzone,  wor- 
unter wir  wie  gewöhnlich  jeden  von  zwei  Kugelkreisen, 
‘ deren  Ebenen  einander  parallel  sind,  begränzten  Theil 
der  Oberfläche  einer  Kugel  verstehen,  liegt  in  der 
Mitte  der' die  Mittelpunkte  der  beiden  die  Zuge  begrän- 
zeqden  Kreise  verbindenden  Axe  der  Zone. 

Beweis.  Man  denke  sich  die  Mittelpunkte  der  beiden  die 
Zone  begränzenden  Kreise  durch  A und  /?,  die  Axe  der  Zone  also 
durch  AB  bezeichnet,  setze  der  Kürze  wegen  im  Folgenden  AB=za , 
theile  die  Axe  AB  in  eine  gewisse  Anzahl  gleicher  Theile,  z.  B.  in 
n gleiche  Theile,  und  lege  durch  jeden  Theilpunkt  eine  auf  der 
Axe  AB  senkrechte,  als»»  mit  den  Ebenen  der  die  Zone  begrän- 
zenden Kreise  parallele  Ebene ; so  theilen  diese  Ebenen  die  gege- 
bene Zone  in  n Zonen  von  gleicher  Höhe,  die  also  nach  einem 
bekannten  Satze0)  säinmtlich  gleiche  FläclienrÄuine  hüben.'  >.s 


V,  ^ 

•V 


“)  M.  s.  z.  B.  den  vorhergehenden  Aufsatz  oder  Eiern,  de  Geom.  par  Le- 
gendre.  Onz.  ed.  Livre  VIII.  Prop.  XI. 
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Lässt  man  n in’s  Unendliche  wachsen,  so  nähern  sich  diese 
Zonen  sämmtlich  immer  mehr  und  mehr  und  bis  zu  jedem  beliebi- 
gen Grade  den  Peripherieen  von  Kreisen,  deren  Ebenen  alle  auf 
der  Axe  AB  senkrecht  stehen,  und  da  nun  die  Schwerpunkte  der 
Peripherieen  aller  dieser  Kreise  nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte 
in  ihren  Mittelpunkten,  also  sämmtlich  in  der  Axe  AB  liegen ; 
so  muss  offenbar  nach  der  Lplire  vom  Schwerpunkte  auch  der  ge- 
suchte Schwerpunkt  der  gegeheneu  Zone  in  deren  Axe  AB  liegen. 

Um  nun  die  Lage  des  Schwerpunkts  der  gegebenen  Zone  in 
der  Axe  AB  zu  bestimmen,  bezeichne  man  dessen  Entfernung  von 
dem  Punkte  A durch  x,  und  auf  ähnliche  Art  seien 


X 1 ) X 2 > Xti  X 


4>  • • 


• • 


die  Entfernungen  der  Schwerpunkte  der  u gleichen  Zonen,  in  welche 
die  gegebene  Zone  getheilt  worden  ist,»  von  dein  Punkte  A nach  der 
Ordnung  dieser  Zonen,  von  dem  Punkte  A an  gerechnet.  Dann  ist, 
wenn  wir  den  Flächeninhalt  der  gegebenen  Zone  durdh  Z,  also  den 
Flächeninhalt  jeder  der  n gleichen  Zonen,  in  welche  die  erstere 

getheilt  worden  ist,  durch  — bezeichnen,  nach  der  Lehre  vom 

Schwerpunkte 


n 


(•**,  x2  H-  xs  . . . -+-  x„)—  = «arZ, 


und  folglich 


x 


x. 


■ X. 


x. 


Xn 


n 


Nun  ist  aber,  wie  aus  der  Lehre  vom  Schwerpunkte  leicht  erhellet, 
weil  oben  AB  = a gesetzt  worden  ist, 

x,  >0, 


> n' 
2a 

*>>n> 

3« 


xn  ;> 


U.  S.  W,_ 

(n  — 1)« 
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also  nach  der  Lehre  von  den  arithmetischen  Progressionen 

' - Jj 

x x -f-  x2  + x , -f-  . . . 4-  jrn  > — ^ — «5 


und  ganz  eben  so  ist 


^ a 
x.  < — , 

1 71 
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3« 

OS  t , 

4 a 

£C.  < — , 

4 n 
u.  8.  w. 

_ na  . 
n 


nlso  nach  der  Lehre  von  den  arithmetischen  Progressionen 

• . . . . ^ n(n-\- 1) 

1 -+*  • . . -f-  OCn  <! ^ — ~ a- 

Folglich  ist  für  jedes  positive  ganze  n 


Xi 


• X a *~f~  X j -f—  « »• « Xn  — _ r 1 I\ 

n *2  -o^* a* 


x \ ~t~  x ^ ~f~  x i -f- 


• • • ~t~  Xn  ^ / l . I \ 

* ; <(¥‘H5)ai 

- ; 

nlso  nach  dem  Obigen  für  jedes  positive  ganze  n 

— 5)»<«’<(y+  &;)«• 

Wäre  non  nicht  so  könnte  nur  ' . •* 

. . raszzz\az. i:  d 

sein.  Wäre  zuvörderst 

7 * * * • » • * • ' - * 

x ==  \a  -f-  d, 

'•  * ' . . 

so  nehme  man,  was  offenbar  immer  möglich  ist>  die  positive  ganze 
Zahl  n so,  dass 


2 n> 

1 


alM  k<s 


ist;  dann  ist  offenbar 


( 


2 


2/t 


;)  a < \a  -+-  d, 


d.  i.  &>{--{-  2^)«,  da  doch  nach  dem  Obigen  für  jedes  posi- 
tive ganze  u 

ist  Wäre  ferner 

x = 4«. — d,  . 

so  nehme  man  die  positive  ganze  Zahl  n wieder  so,  dass 

a , a , 

ff>25>  also  £<* 


ist;  dann  ist  offenbar 
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li 

d.  i.  x<^(-^ — ) a,  da  doch  nach  dem  Obieen  für  jedes  posi- 

tive  ganze  n , 

'Xj-s'* 

ist.  Also  kann  weder  x = \a  6,  noch  x — {a — 6 sein,  und 
es  ist  folglich  x = \a,  wie  behauptet  wurde. 

Der  Schwerpunkt  einer  Halbkugelfläche  liegt  also  in  der  Mitte 
ihrer  Höhe,  d.  b.  in  der  Mitte  ihres  auf  der  Ebene  des  sie  begrän- 
zenden  grössten  Kugelkreises  senkrecht  stehenden  Halbmessers. 


•'  XI*- 

Einige  Bemerkungen  zu  der  Abhandlung  Nr.  IV. 
in  diesem  Hefte  über  Recursionsformeln  für 
die.  Bernoullischen  Zahlen. 


Von 

Herrn  A.  Göpel 

. zu  Berlin“). 


Die  in  dieser  Abhandlung  entwickelten  recurrenten  Formeln 
(11-17)  lassen  sich,  aus  derselben  Quelle  etwas  einfacher  ahlei- 
ton.  wenn  man  aus  der  dort  gebrauchten  Methode  alle  ausserwe- 
sentlichen  Elemente  ausscheidet.  So  z.  li.  gelangt  man  zu  der  For- 
mel (11),  wenn  man  die  Gleichung  (5) 

1 


i cot  -’a>  — -f- \U , „ , -+- t -rj  -f- 


< i )' 


3 ! 


‘ 5!  71 


mit  der  Gleichung 


oj' 


Sin  lü  = (D  — yj  -gy  — . . . . 


°)  Herr  Göpel  in  Berlin  hat  die  Güte,  die  erste  Correctur  des  Archivs 
zu  besorgen,  wodurch  es  erklärlich  wird,  dass  Herr  Göpel  die  Ab- 
handlung Nr.  IV.  in  diesem  Hefte  kennen  konnte,  bevor  dasselbe  »ps 
gegeben  wurde.  * V G. 


\ 


1 
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multiplicirt.  Man  erhalt  dann 


I 

8 .3! 


ßt)ü)*  -+-... 


Entwickelt  man  jetzt  auch  die  linke  Seite,  so  giebt  die  Ver- 
gleichung der  beiderseitigen  allgemeinen  Glieder  nach  Hinweg- 
schaffung  der  überflüssigen  Factoreu  unmittelbar  die  Formel  (11). 
Ein  ähnliches  gilt  für  die  übrigen. 

Bezeichnet  im  allgemeinen'  • - 

zzz  a x B j u)  — f—  er, j B ,w*  — F-  o i B jWJ  -f* .... 


irgend  eine  der  Gleichungen  (5)  — (7)  oder  irgend  eine  andere  Ent- 
wickelung, deren  Coefficienteu  einfach  durch  die  Bernoullischen  oder 
Secanten- Zahlen  bestimmt  sind,  und  multiplicirt  man  dieselbe  mit 
irgend  einer  andern  Entwickelung 


—■  b0  -F-  bxU)  -F-  btüt2  -+*  . . . ., 


so  erhält  man  F(w)  gleich  einer  Reihe,  deren  allgemeines 

Glied  leicht  darstellbar  ist.  Ist  nun  die  Function  f(w)  so  beschaffen, 
dass  sich  das  Product  F(<x)).f(w)  vermittelst  trigono  metri- 
scher Relationen  in  ein  Aggregat  einfacher  trigonome- 
trischer Functionen  uniformen  lässt  die  sich  mit  oder 
ohne  Hülfe  der  Bernoullischen  und  Secanten-Zabien 
entwickeln  lassen,  so  ergieht  sich  durch  Vergleichung  der  all- 
gemeinen Glieder  immer  eine  Recursionsformel  für  die  genannten 
Zahlen;  untermischt  oder  gesondert,  je  nachdem  man  die  Functio- 
nen F und  f wählt.  Enthält  die  Entwickelung  von  f(u>)  die  Ber- 
noullischen Zuhlen  nicht,  so  wird  die  Formel  in  Bezug  auf  sie 
linear;  dergleichen  f(w)  sind  sin  o>,  sin  2o>,  . .'.  cos  o>,  cos  2o>, 
. . . sin  m3,  u.  s.  w.  Lässt  sich  nicht  ohne  diese  Zahlen  ent- 

wickeln, so  wird- die  Formel  in  Bezug  auf  sie  von  der  2ten  Dimen- 
sion. Man  erhält  z.  B.  die  bekannten  Relationen,  wenn  die  Glei- 
chung- (5)  mit  sich  selbst  multiplicirt  und  dabei  die  Formel 


cot  ioi*  sss  - — r— 5 — 1 
3 sm  1<ü3 


A d cot  4«  t 

1 d^~ 1 


\ 


»«  • 


angewandt  wird.  , 

Hiebei  versteht  es  sich  von  selbst,  dass  man  auch,  anstatt 
F(o>)  mit  f(ui)  unmittelbar  zu  multipliciren , vorher  die  eine  Ent- 
wickelung, wie  in  der  citirten  Abhandlung  geschehen  ist,  oder 
wenn  man  will  beide  Entwickelungen  in  bestimmte  Integrale  zu- 
summenfassen  und  darauf  deren  Product  wieder  entwickeln  kanu, 
und  auf  diese  Art  mit  etwas  mehr  Rechnung  dasselbe  Resultat  er- 
reichen wird.  ' ' . 


Da  man'sich  dem  Obigen  zufolge  Recursionsformeln  in  belie- 
biger Menge  verschaffen  kann,  so  möchte  es  nicht  von  grosser 
Erheblichkeit  sein,  deren  neue  aufzusuchen;  es  gelänge  denn  eine 
solche  aufzufinden,  die  einen  tieferen  Blick  in  den  Bau  dieser  Zah- 
len verstattete.  Indessen  mag  hier  noch  erwähnt  werden,  dass  die 
Formeln  (11)  und  (12)  durch  die  einzige  F'orinel 

• I 

1 -+"  mxJtl  — f—  iw3^,  + ....  = sim  i m ^ 1 
ausgedrückt  werden  können,  welche  unter  andern  von  Ettings- 

Thell  III.  - s ' 5 

' % * \ 

^ , ' 

I 
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hausen  in  seinen  Vorlesungen  über  höhere  Mathematik 
p.  282  aufführt  und  aus  welcher  jene  für  m unpaar  und  paar  her- 
vorgehen. In  derselben  bedeuten  Ati  A4,  Aai...  die  Bernoulli-  % 
sehen  Zahlen  mit  abwechselnden  Zeichen  und  es  wird  Ax  = — 

A , = At  •=.  . . « = 0.  Die  rn  Grunerts  Mathematischen  Ab- 
handlungen. Altona  1822.  4.  p.  57  ff.  entwickelte  Formel 

22«-i 1 22»-3Z?2*_3  , b . 2/?,(~l)«+i  , «(-  1)"  _n  ' 

' (2/i)!  (2»  — 2)!  3!  ’ ’ * *”  2!  (2»  — 1) ! "**  (2«-M)!x=SU 

oder  ' • . - 

2*(2 u-h  l)3#,  —2<(2»-i-\ )4ßt  H-  . . . . 

4-  (—  1 )"-H22*(2ä  -4-  1 )*,  fiin-i  — 2 n 

nebst  ihrer  Supplementarformel  ... 


22(2n)2ßl  — 2«(2 »)<B,  -4-  , . . . -f-  (—  \y'+'V»{2n)inBiH-1 

= 2n  — 1 -f-  (—  1)*(22*  — 2)Z?2/t-i 


ergiebt  die  Formeln  (14)  und  (15),  nachdem  man  letztere  durch 
Addition  von  bezieblich  (12)  und  (13)  etwas  vereinfacht  hat0),  wo- 
nach  die  Differenzen  in  den  einzelnen  Gliedern  berausfalleo.  Sie 
lussen  sich  beide  in  die  eine  Gleichung  > 


1 + 2in XA l -f-  22m2A2  —J-  2 imJA  s — J-  . . . • — — (2W  — 2 )Am 

zusammenfassen.  Die  Formel  (17)  endlich  hat  unter  andern  Bar» 
tels  in  seinen  Vorlesungen  über  mathematische  Analy- 
sis Dorpat.  1837.  p.  203  gegeben.  Nach  gehöriger  Vereinfachung 
lässt  sie  sich  mit  der  (16)  in  die  folgende  vereinigen: 

1 -\~22m , A , ~\-2*  in  2A  2-\-2*  in  t A2  + . . ..  — — m C«»— i— (2®*-^2  )Am , 


wo  Ct)  r±=  0 und  C0,  C2,  C4 , ...  die  Sccantencoefficientem 

mit  abwechselnden  Zeichen  sind. 

Am  leichtesten  erhält  man  alle  drei*  wenn  man  in  die  Grund- 
formel (5)  imaginäre  Argumente  einführt,  woraus- 


±a)  6ot  — ±ü)  = 4 w 


JZl— 
<Ü5in  $(o 


1 -\-Al  tu  -4-  A 


m2  . w* 

» 2l  A * IT  * * * 


entsteht,  und  diese  der  Reihe  nach  mit 

- ü) 2 

«‘tf=sl-4-w-4-^f+"* 

• V 

. Ul  U)2 

e\<»  = 1 -4-  Y “I“  2T2!  ’+’  * k * 

* v 

. . 10  Ul 2 

s — 1 -4-  — 2i~2l  +••• 


..1 


»Mi- 


lz 


•)  Wodurch  aber  der  Werth  der  Abhandlung  Nr.  IV.  keineswegs  geschmä- 

lert wird4  .©4 


, i 
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multiplicirt , wobei  die  Relation  = (Jot  \(v  — (Jot  -3w  zu  be- 

rücksichtigen ist.  Dass  die  obigen  Formeln  auch  mit  abwechseln- 
den Zeichen  dargestellt  werden  können,  bedarf  faienach  kaum  einer 
besonderen  Erwähnung.  . ..  .; 


Gleichung  der  graden  Linie  nnd  der  Ebene, 
auf  schiefwinklige  Coordinaten  bezogen. 

Von 

. * . j . * . *'»•:  i 

Herrn  Or.  Haedenkamp 

Oberlehrer  der  Mathem.  und  der  Naturwissensch.  am  Gymnasium  zu  Hamm. 

\ i 


Kristallographische  Untersuchungen,  die  mich  seit  einiger  Zeit 
beschäftigen,  machten  es  notliwendig,  die  Gleichung  der  Graden 
und  der  Ebene  unf  schiefwinklige  Coordinaten  zu  beziehen,  wo- 
durch in  gewissen  Fällen  die  Kristallfläclien  zu  den  Axen  dqa  Kri- 
stalls einfachere  Beziehungen  erhalten.  Da  die  bieber  gehörigen 
Sätze  auch  noch  wohl  anderweitiges  Interesse  haben,  so  tlieile  ich 
hier  Einiges,  die  grade  Linie  uad  Ebene  betreffend,  im  Zusammen- 
hänge mit.  • .... 

Die  drei  Coordinaten  - Axen  bilden  bei  einem  schiefwinkligen 
Axen -System  eine  dreiseitige  Raumecke,  deren  Spitze  wir  mit  0 
die  drei'  Seiten  durch  J,  B , C und  die  des  Polardreiecks  durch 
A\  B\  C’  bezeichnen.  Denkt  mau  sich  nun  durch  einen  Punkt  P 
im  Raume  mit  den  Coordiuateu- Ebenen  parallele  Ebenen  gelegt, 
so  schneiden  diese  von  den  Axen  Längen  ab,  die  die  Coordina-, 
ten  des  Punktes  P genannt  werden,  und  die  wir  durch  ^?,  y , z 
bezeichnen  wollen;  die  Cosinus  der  Winkel,,  die  OP  m\t  den  drei 
Axen  bildet,  sollen  durch  «,  ß,  y bezeichnet  werden;  eben  so  wol- 
len wir,-  wenn  die  Eutfernuug,  OP  gleich  der  Einheit  ist,  y,  % 
durch  a,  ü3  c bezeichnen. 

1)  Der  Zusammenhang  der  Grössen  «,  6,  c und  «,  ßyy  ist  nun 
folgender,  wie  man  sich  leicht  deutlich  macht:  „ 

• i , • 

a=:<*-4-£  cos  C-\-c  cos  ß3  ’ 
ß = b -+-  c cos  B a co»  C% 

• • y ~3z  a «OS  B b COS  Jf, 

5* 


*r  • 


08 


oder  auch: 

«/73=(a  sin  A- ß sin  B cos  C'-Yy  8*n  ^ cos  8,n  ^ 

6JI2  =z(ß  sin  B~\-y  sin  C cos  A'-hu  sin  A cos  C')  sin  B 

cTI2  = (y  sin  sin  A cos  B’-\-ß  sin  B cos  Ä)  sin  C\ 

wo 

TI2  z=z  1 — cos  2A  — cos  2B — cos  *C’-4-2cos  A cos  B cos  C. 

2)  Die  Entfernung  des  Punktes  P von  ö,  die  wir  durch  r be- 
zeichnen, wird  so  ausgedrückt: 

r2  = ac2  -f-  y3  -+-  x2  -+-  2a:y  cos  C'-4-2a\s  cos  /?-4-2ya  cos  A\ 
setzt  man  r=l,  so  wird,  unserer  Bezeichnung  zufolge: 

_ 1 = a1  -4-  b2  c2  •+-  2arÄ  cos  C-+-2ac  cos  B -\-Uc  cos  A , 

oder  auch,  für  «,  c die  Werlhe  aus  (1)  gesetzt: 

Zf3=a3  sin  2A-\-ß2  sin  3/?-f-y3  sjn  2C- f-2«/9  sin  A sin  B cos  C 
-+-2 ay  sin  A sin  C cos  B'~\-2ßy  sin  B sin  C cos  A\ 
Hieraus  erhält  man  auch  noch  leicht  folgende  Relation: 

1 = aa  -+-  ßb  -f-  yc. 

3)  Die  Eutfernung  zweier  Punkte  {xyx)  und  (^yV)  ist,  wenn 
wir  dieselbe  durch  p bezeichnen: 

p3  ==(&  — oc?)2  -f-(y  — y>)2  (*— x')2  -fr-2(a?—  a/)  (y—y')  cos  C 

-+-  2(^r  — &')  (s  — x')  cos  B ~b  2 (y  — y')  (s  — *')  cos  A 
= r3-f-r'3 — 2[(.ry/ -+■  x'y)  cos  C-\-  (&»'  -+-  a:’x)  cos  B 

-+-  (y*'  -f-  *'y)  cos  A\ 

= (yx' — y'x)3  sin  2A~{~(a/x — a?z')%  sin  2B-\-[pc)y — iJ&Y  sin36T 
-f-  2(yV  — y'x)  [aSz  — arx')  sin  A sin  B cos  C* 
-+-2(ys'  — y'x)  {jPy  — y'x)  sin  A sin  C cos  B ' 
•+■  2(a/z — &x')  (a/y  — y'a:)  sin  B sin  C cos  A'} 

wenn  r und  r'  die  Entfernungen  der  Punkte  (a:yx)  und  (.zr'yV) 
von  0 sind. 

4)  Die  Gleichung  einer  Graden,  die  durch  den  Mittelpunkt  der 
Coordinaten  geht,  ist  folgende: 


wo  «,  h,  c die  Coordinaten  des  Punktes  der  Linie  sind,  dessen 
Entfernung  von  O der  Einheit  gleich  ist,  und  die  Determinanten 
der  Linie  genannt  weiden;  eben  so  nennen  wir  auch  die  Cosinus 
der  Winkel,  die  die  Grade  mit  den  Axen  bildet,  die  Determinanten 
der  Linie,  und  bezeichnen  sie  durch  die  respectiven  griechischen 
Buchstaben  a,  ß,  y,  wodurch  man  also  für  eine  Grade  ein  Determi- 
nanten-Paar  erhält.  Bei  rechtwinkligen  Coordinaten- Axen  ist 
a = a,  ß = 6,  yt=zc. 

Die  Gleichungen  zweier  Linien,  die  parallel  sind,  werden: 


t \ . i 
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x ~ As  4~  B,  y =r  A’s  ~{~  B’ 
x — As  4~  C,  y = A’%  -f-  C’. 

Geht  eine  Linie  durch  zwei  Punkte  (x’y’x’),  (x"y”x")f  so  ist  de- 
ren Gleichung: 


x 


X - x“ 


acr*—xux'  _y'—Vi 


sy-s/s' 


y—T. ~^s+-ir=n 


X — X ■ / 2'  — X" 

5)  Sind  die  Determinanten - Paare  zweier  Linien  a,  b , c , a, 
ß , Y UQd  a'i  d,  a\  ß\  y';  80  fin.det  man  den  Neigungswinkel  v 
dieser  Linien  mit  Hülfe  der  Formeln  (3),  wenn  man  für  die  dorti- 
gen r und  d die  Einheit  setzt: 

cos  v = ad  -f-  bb ’ 4-  cd  4~  (bd  4-  b'c)  cos  A 4-  (ad  -+-  ca’)  cos  B 

(ab’  a’ b)  cos  C, 

oder  mit  Hülfe  der  Relationen  in  (1): 

cos  v = auf  H-  bß’  4-  cy’  = a’a  -f-  b'ß  -f-  c’y. 

Nennt  man  die  Projectioncn  des  Dreiecks  auf  die  drei  Coordinaten- 

- . D B W 

Ebenen  ^dessen  Seiten  1,  1,  q sind:  — , — , -g-;  wo  dann  v der 

der  Seite  q gegenüberstehende  Winkel  ist,  so  wird  auch  nach  (3): 

sin  V = D2  4-  D’2  4-  D”2  -h  2 DD*  cos  £'4-  2Z)ZT  cos  B’ 

4-2 D’D”  cos  Ä. 

Es  ist  nemlich: 

D = (bd  — b’c)  sin  A,  Df  = (cd  — ad)  sin  B , 
B”=(ab’—db)  sin  Ci 

setzt  man  nun  noch: 

h=zß/-yß'J  A'  = /«'-«/,  h”  = aß’  — u’ß, 
so  erhält  mun  noch  folgende  Relationen: 

A = (#H D1  cos  C’ 4—  D”  cos  B’)  sin  A 
Id  = (/>'-+-  D"  cos  A’ -4-  D cos  C’)  sin  B 
A"==  (J9"4-  D cos  B’  4-  D’  cos  A’)  sin  C 
Dl l2  = (A  4-  A’  cos  6*4-  A"  cos  ft)  8*n  -d  " 

D’II2=z( A'4-A  cos  ^4-  A”  008  R‘n  ft 
Df’Il2  = (Aw4~  A cos  ft td  cos  A)  sin  C 
Tl2  siu  2v  = A2  + A'2  *+•  A"*  *+■  2AA' cos  c ■+*  2AA^ cos  ft 

4-2A,A,/  cos 

w « 

Die  Bedingung,  dass  zwei  Linien  auf  einander  senkrecht  sind,  ist: 

0 = ad  4-  bb’  4-  cd  4-  (cb’  4-  db)  cos  A 4-  (ad  4-  de)  cos  B 

* 4“  (ab’  4~  a’b)  cos  Cy 

oder 

1 = D*  4-  D’2  4-  B”2  4-2ZL0'  cos  C’ ■\-elDD’  cos  B ' 

4-2 D”B  cos  A’. 
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6)  Die  Lage  einer  Ebene  gegen  <kie  Coordinaten  - Axen  ist  be- 
stimmt durch  die  Lage  und  Länge  des  auf  die  Ebene  gefällten 
Perpendikels.  Wir  werden  auch  das  Determinanten  - Paar  diese» 
Loibes  das  Determinanten  - Paar  der  Ebene  nennen.  Wird  das 
Determinanten  - Paar  einer  Ebene  durrh  «r,  by  r,  «,  ß,  y bezeichnet, 
das  Perpendikel  durch  p , so  ist  die  Gleichung  der  Ebene: 

u.v-h  ßi/~\-yx=p,  v 
die  Gleichung  des  Lothes: 


a h * 


rt- 


die  Coordinateu  x'i/x'  des  Fusspuuktes  des  Lothes  siud  . 

A j x’  = ap , y'  = bp , s'  = ry*. 

Bezeichnet  man  die  langen  der  Linien,  welche  die  Ebene  von  deu 
Coordinaten  - Axen  .abschueidet,  durch  lCi’\  dann  ist  auch  die  Glei- 
chung der  Ebene: 

* x v x * t ;>  t : : Z’  ’ 

— h -77  -+-  -p=  L 

• 7^  .:)•'*  f U-J  dü 

7)  Die  Determinanten- Paare  einer  Ebene  zu  finden,  cne  durch 
zwei,  im  Mittelpunkt  des  Coordiuaten  - Systems  sich  schneidende 
Grade  gelegt  ist.  Seien  die  Determinanten- Paare  der  gegebenen 
Linien  a\  b\  c\  u\  ß',  y'  und  b\\  c ",  u ",  ß'\  y'\  und  die  der 
gesuchten  Ebene  a , by  c,  a,  ßy  y,  so  findet  mau  nach  einigen  Re- 
ductioucn : 


£%•  ff  e\ft  f f tf  tt  t f a*f  *'  o* 

n« = m _ nc = r“<». 


Sill  v 


sin  y 


(// c”  — b’c)n  (cV  — a'c")TI  

X sin  v ’ " sin  y ^ 


Sill  v 

(ab"  - 

sin  v 1 


wo  v die  Neigung  der  beiden  Linien  ist  und  TI  die  oben  nngege- 
bene  Bedeutung  hat.  Die  hier  gefundenen  Determinanten  sind  zu- 
gleich die  Determinanten  der  D.urchschuittslinie  zweier  Ebenen,  de- 
ren Determinanten  die  der  gegebenen  Linien  sind. 

8)  Der  Neigungswinkel  zweier  Ebenen  ist  das  Supplemeut  des 
Winkels,  den  die  auf  die  Ebenen  gefällten  Lothe  mit  einander  bil- 
den , und  wird  also  nach  (5)  bestimmt. 

9)  Will  man  die  Determinanten  - Paare  einer  Ebene  linden,  die 
den  Neigungswinkel  zweier  Ebenen  halbirt.  so  dienen  dazu  nach 
(5)  folgende  Gleichungen,  wenn  v der  Neigungswinkel  ist,  lfy  dy 

ß\  y'  und  a'\  b'\  c"\  a",  ß"y  y"  die  gegebenen  und  «,  by  c, 
a,  ß,  y die  gesuchten  Determinanten  - Paare  sind: 

sin  7p  = u’ct  — f-  ß/ b — f—  y’c  ~ ctu'  -f-  ßb'  — }—  yc' y 

/ 

* { v • 

sin  — u"a  4~  ß"b  4-  y"c  — ua"  ~h  ßb" yc?'\ 
denen  noch  nach  (7)  diese  hinzugefügt  werden  können: 


0 = a{ß'f  — ß>y)  4-  b(y'a"  — y"a!)  4-  c(a?ß"  — a"ß’)  . 
0 = rx(b'c"  — b"c>)  4-  ß(cW'  — a'c")  4-  A^b"  - a"b). 


1 
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» i * 

Aua  diesen  Gleichungen  erhält  man  nach  einigen  Reductionen: 

a’  + a"  0 //  -f-  //'  ' d c" 

' ' «== r»  p = - — > r= — 


. 2 Sin  - 


Ä . V 

2 s,n  T 


2siDf 


-t-«"  , _ P + ?•  / -4-y 

— ~ ^ « v ■■  ■ ’ ) c - — ■■ 


s2  sin 


r.  • V 

2 sin  — 


2 sin  4 


\ ’ « . . j > , f » 

.10)  Um  die  Determinanten -Paare  der  Ebene  zu  erhalten,  wel- 
che den  Nebenwinkel  von  v halhirt,  «braucht  man  nur  in  den  vor- 
hergehenden Formeln  — — 4",  — c"  statt  a’\  4",  c"  und  n — v 
statt  v zu  setzen,  und  man  erhält  die  Determinanten- Paare  al}  4,, 

ci»  «»*  ßt , rr- 


l. 


a'  - a" 

' v 

2 cos  — 


, ^== 


4'  — 4" 


Y 1 = 


2 cos 


_ v 
2 cos  — 

. j 


« — a 
v 

2 cos  y 


£r£  „ _ r-C 


2 cos  y 


» ‘'i 


_ V 

2 cos  — . 


t f 

11)  Eben  so  leicht  kann  man  auch  noch  das  Determinanten- 
Paar  der  Ebene  finden,  die  mit  den  gegebenen  Ebenen  die  Winkel 
g>'  und  (f  bildet,  so  dass  y'-f-yrszy  ist.  Alan  findet  auf  gleiche 
Weise,  wenn  dieselben  Bezeichnungen  wie  die  Vorigen  beibehulten 
werden,  folgende  Formeln : « ...  i 


a cos  y-+-g”  cos  y*  4'  cos  y -f-  b"  cos  <p 

giß  y >•  r 1 »in  ./  * 


sm  v 


d cos  y-f -c"  cos  y' 


sin  v 


d cos  y-f-a"  cos  y'  , ß'  cos  y-f-/t " cos  y' 

— - J oin  .7  ® 1 » ' 


sin  v 


’ / 


sin 

y'  cos  y -f-  y"  cos  y' 
C sin  y 


a, 


d sin  y — 

sin  v 


i ' * 


y — d‘  sin  y'  0 4'  sin  y — 4"  sin  y' 

• 1 • . . • « p.  ^ 1 j 

ein  «r  5 r 1 sm  y 


d sin  y — c * sin  y' 

y,  = » 

' 1 sm  y 


_ «'  sin  y r-  «"  sin  y'  , ß'  sin  y — /S"  sin  y' 

ff.  1 ' 1 ’ , 4 , i ■■■■'  ■ . , 

» {j»n  y »1  ein  O 


sin  y 


_y  sin  y — y sin  y 


‘ sin  y 


T . 


Der  Fall,  wo  y — y'  = v,  kann  hieraus  auch  leicht  abgeleitet 
werden."  / 

12)  Die  Determinanten -Paare  einer  Ebene  zu  finden,  die  durch 
die  3 Punkte  (.2?,$^*,),  (.rayaÄ9),'  (.z?,y,*,)  gelegt  wird.  Sind  die 
gesuchten  Determinanten  - Paare  <7,  4,  c,  «,  /?,  y,  so  erhält  man  zu 
ihrer  Bestimmung  folgende  drei  Gleichungen  nach  (0): 


\ 
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uxr,  -f-  ßyx  ~\~r%ir=zp 
' “h  ßl/  2 44*,  = p 

“*7 +ßj/, -h  r*i=p, 

aus  denen  mau  durch  Elimination  zweier  Unbekannten,  z.  B.  8 y 
erhalt:  * p*  • > 

— — ~ *ay»  -t- »i.y,  — *,y , -+-y,s,  — y,s, 

* ^i(y32,  — y,s2)^-x2(s,y,  — y,*,)4-^,(y,*»  — *,y,)’ 

Mult'plizirt  man  den  Zähler  mit  sin  A,  so  wird  derselbe  der  dop- 
- peltc  Hachenraum  der  Projection  des  durch  die  drei  Punkte  irelee- 
ten  Dreiecks  aut  die  Coordinaten  - Ebene  (*«);  nennt  man  daher 
diese  A und  den  INcnner  A,  so  erhält  man,  wenn  noch  A',  A"  die 
I rojectionen  desselben  Dreiecks  auf  die  beideu  andern  Ebenen  pe- 
nnnnt  werden,  diese  drei  Gleichungen : ® 

« sin  = ß sin  Ä = ^,  y sjn  C=^-. 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  (1): 

JI*Z=U*  sin  2A-\-ß2  sin  * B y*  sin  * C-\-  2ay  siq  A sin^cos  B' 

' 4-2 aß  sin  A sin  B cos  C + 2^  sin  B sin  C cos  A' 

• ü“d;  kem?rkt>  dass  wenn  durch  D der  Flächenraum  des  durch  die 
drei  1 unkte  gelegten  Dreiecks  bezeichnet  wird, 

1)2  = Aa  A'a  -f-  A"a  -h  2AA'  cos  6"  4-  2AA"  COS  /?' 

4-2A,A,f  cos  A ' 

, ist,  und  daher  * 

/ 

^ oder  KTlz=zpl)\ 

« sin  A = Alf,ß  8in  /?=*/7,/8in  C=£n-t 

allD  = A 4-  A'  cos  4-  A"  cos  2/', 

= A'  *+■  A"  cos  ,>/'  4-  cos  C', 

CHD  = A,;  4-  A cos  tf'4-A'  cos  **  / . 

PonJä  r011®“  jct,Zt  noch  die  Coordinaten  f/,  * eines 

Winkel  des  durch  //„,  C„  gegebenen  Polard7eYecks°’^',’/p 
CV  f""er  *«  Determinanten; Paare  der  Axe  d ” „f  1,  J’ 

sprungliche  Axen- System  bezogen  • « h r ,,  7f’f  a *U 

c",  u»;  ßS  p}  „’Qd  ’ P'  r und  end,,ch  d,e  4er  Axe  der  V: 


no  2 — 1 cos  2A 0 — cos  2 B0  — cos 


a£,04-2cos  A0  cos  B0  cos  Cn. 


Halt  man  diese  Bezcichuugen  fest,  so  findet  man: 
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. ' or'  = -fr-  -fr-  cä, 

y'  = da:  -fr-  £'y  -fr-  </*, 

- *'  sss  a"ac  -fr-  l/’y  -fr-  d'x ; 

und  umgekehrt: 

Xa: ss ( b'c ' — cb")a 7 -fr- ( elf ' — c'b)y  -fr- (bc  — b'c)% 
Xyz=z(c‘a"  — c"d)a  -fr-  (ac"  — ca")y  -fr-  (cd  — ac)% 
Xx  = (ab"  — ab' )&’  -fr-  (ba"  — ab")y  -fr-  (ab'  — db)x' ; 

; ■ f 

WO 


X = a(Uc  — cb")  -fr-  d(cb"  — c"b)  -fr-  a"(bc  — b'c)  = 


iT„ 


Der  Zusammenhang  der  Grössen  a , <5,  c und  a,  ß,  y u.  s.  w.  ist 
nach  den  Gleichungen  in  (1)  dieser: 

a = a~\~d  cos  ^ -fr  a"  cos  B0i 

. < * 

• a'  = «'-fr-«"  cos  « cos  C'q, 

a"  = «'  -fr- «'  cos  A0  -fr-  a cos  Boi 

ß ZZ  b —fr-  b cos  C0  -fr-  b cos  Boi 

ß=:b'-\-b"  cos  A^~\~b'  cos  Co, 

ß"  = b"  -fr-  cos  -fr-  £ cos  Boi 

X . 

y = c-fr-c  cos  C'o-fr-c"  cos  B0 , • 
y =c  c"  cos  A0  -fr-  c cos  C0, 

y"  = c"  -f-  c cos  B0  -fr-  c cos  A0, 

1 % 

Es  finden  noch  eine  Menge  anderer  Relationen  zwischen  den  Con- 
stanten  der  beiden  Axea- Systeme  statt,  wovon  noch  folgende  hier 
ihren  Platz  haben  mögen.  Nennt  man  die  Determinanten  - Paare 
der  drei  neuen  Coordinaten- Ebenen  nach  einander:  m,  n,  p,  /tt, 
v,  jv  u.  s.  w.,  so  erhält  man  nach  (7): 

. [nm=!£=f±(  „n=SjC=*£,  nP=°X=4JL 


}«5 


sin  A 
(b'c"  - c'b")n 

^ = — üiTX—  v 


sin  A 
da"  - de 


O 

# _#/ 


sin  AD 


sin  Ac 

_ ab"  — d’b'  „ 

n,  n =5 — n 

7 sin  Aot 


nm-==rIL=pL>  n„-^X=p:<  W=K=<£. 

sin  il0  sin  aa  ' sin  nQ 

...  (cb’-<r/,)n  , _ (c'a  - ac)  n _ (ha  - fa)  n 

r sin  B0  J sin  B0  9 , sin  Bö 

n„  =&=£,  n?=°-t=g- 

sin  6g  sin  Cg  sin  Co 


r*Jb£*l'n,  v 


ca'  — ac'  „ „ ab’  — ab  „ 

II,  n = ■ //. 


sin  Ca  sin  G0  sin  C0 

cos  A0  = da"  -fr-  Ä'/J"  -fr-  df  — ad  -fr-  f/f  -fr-  c"/, 
. cos  = d'u  -fr-  b"ß  -fr-  c'y  = aa'  -fr-  bß"  -fr-  cy'\ 
cos  CQ  = ad  -fr*  bß  -fr-  cy  = da  -fr-  b'ß  -fr-  c'y. 


r * 
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cos  ui  0z=zm(i  4-/<y  4-  /»  7f  ..5=  *»  4-  » v -f- ^ 7»  , 

cos  If  0 = z//^"  -4-  tfj/’  4-  prf'  zz=  m 'fi  4-  n 'v  4-  p"x, 
cos  C 0 — mp,'  ?iv  4~  fin  =p  4-  n'v  4-  p'n. 

- na=zv~, nb=ny'~ftl\  nc=fiV''—  £^,  n ^ 

sin  * sin  -/0  «»«  A 0 

I «y  — «>■  _ . pW  — p 'm  „ »1 V — n'm"  „ 

“=4hr^r^  m„X  n'  *——?* rrr11' 


TT»“  . 

, Jläz=n 


m“  n„  __  pn”  - 7T//'  -//;>  ^ - »> 

sin  ' 


sin  /J'0  ’ sin  if  a 


nv/ 


V P”"  - P"n  tt  ^ _ «i/»"  — //<’>  „ ,y 

« = iiT»rr Y7*  ? = ~y„~-  Y/> y 


nm  —n  m TJ 
sin  Zr0 


' * * it  " *»  «' As  ^ - n p » py  ii 

- ^ **  ^ ein  ^ 


sin  t'o  * JIW  ;•(  sin  sin  C-0  «•*»{> 

np  — n’p  „ jim’  -r-ptn  „ * . . i mn’  — mn  n 

° =-^nj-n'  P — 7 «n  tr.  ■“•  . 

«OS-/'  - iS"/)  + «M'  - iS/-)  + «"(fr'  - //)  = nna 

Die  letzteren  Formeln  bestimmen  noch  die  Determinanten  der  Deuen 
Axcn  durch  die  “Determinanten  der  neuen  Coordinaten  - Ebenen. 
Durch  die  im  Vorstehenden  gegebenen  Formeln  lassen  sich  alle, 
die  gegenseitige  Abhängigkeit  der  Kristallflächen  betreffenden  Auf- 
gaben der  kristallogrupbie  lösen. 

‘ ‘ ' "■  ■>  -f- 


v 


« • > 


•m  . : » i. . ’r  » *!  » ; 

•j  : r % i : * ’i*  # 

„n  ' » / • * ! 


\ * 


» » ! 
■i')  ; 


y 


' .v  - •»  m 


r • 
; 


r *, 


. . , i 


•Vi)  - A \\ 


XIII. 


» V»  — \>  1 


‘••VÄi 


Neue  Censtruktion  einer  Lambert’schen  Auf- 
gabe aus  der  praktischen  Geometrie.' 

. -p'  h*  uf*  ' 


i v*  ^A. 


'A  ',u 


' jvvVöB"'»). 

1.  ,U  - • ir~  -I 


"A-\. 


Herrn  G.  D.  E.  Weyer 

|,  '\*'  ' ■ * i 1 ^ # '■  — • \r  *■ 

Assistenten  an  der  Sternwarte  zu  Hamburg. 


.U 


ft  ' v\ft 


1 111 


. . ’ n>  - 1-»  1 A *.  \\i . 

W r « \ ; _ \. 


' ' ‘ . 'V  \ . «'I  •* 

> i.  \\  *-j  - >>  *’i  ‘ V r •*—  A \ *'  \|  ~*'r  . t)  t # 

Lambert  giebt  im  ersten  Theil  seiner  Beiträge.  Seite 
72  die  folgende  Aufgabe,  welche  er  eine  der  schönsten  und  zu- 
gleich eine  der  schwersten  aus  der  praktischen  Geometrie  nennt: 
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. > r Die. relative  Lage  von  sechs  Punkten  zu  bestimmen, 
wenn  man  in  dreien  derselben  die  Abweichung  der  drei  . 
übrigen  von  der  Mittagslinie  beobachtet  hat 
.»■!  Die  folgende  Auflösung  gründet  sich  auf  der  eleganten  Con- 
struction  der  Pothenotschen  Aufgabe  von  Bessel  und  .Kulen- 
kamp,  auf  welche  Claussen  in  Nr.  430.  der  Astronomischen 
Nachrichten  aufmerksam  machte  uod  welche  sich  in  Grunerts 
Geodäsie  Seite  224  vorgetragen  findet. 

. v.-  Bezeichnen  die  Buchstaben  A , B , C (Taf.  1.  Fig.  10.)  die  drei 
Stationen  und  B,  E,  F die  drei  observirten  Punkte,  so  sind  zu- 
nächst gegeben  die  Winkel 

• .■K.i‘1  iti*i  -.x  •>!  i -. 


.V. 


BAE,  EAF 
BBE , EBF 
BCE , ECF 


. < . 


;*r> 


* 4 • J • V -*  ' ' * • . « I » } 0i 

wodurch  io  Verbindung  mit  der  Mittagslinie  auch  folgende  Winkel 
bekannt  sind: 


■n, 


;:vi 


■\ 


•»  ABB,  BBC  ' 

AEB , BEC 

* # % . ...  . . t9  . . ' ..  1 

. II  • AFß,  BFC  ;*'•  . 

Betrachtet  man  jetzt  die  Punkte  A , B , C \ B als  eine  Pothe* 
notsche  Aufgabe  und  cOnstrhirt  z.  B.  über  der  willkührlich  ange-  • 
nommenen  Linie  AC  die  Winkel  C^G—BBC und  A CG— ABB, 
so  liefert  dies  einen  Durchschnittspunkt  G,  welcher  mit  O und  B 
in  gerader  Linie  liegt.  Kben  so^geben  die  Punkte  A,  B,  C,  E 
einen  zweiten  Durcbscbnittspunkt  ff,  welcher  mit  E und  B in  einer  ' 
geraden  Linie  liegt,  und  so  auch  die  Punkte  A , B , C,  F einen 
dritten  Durcbscbnittspunkt  J\  welcher  mit  F und  B .i n gerader 
Linie  Hegt.  Die  drei  Bückte  G , ff,  J werden  also  bekannt,  und 
da  . inan  auch  die  Winkel  kennt,  welche  sie  von  dem  Punkte  ß 
* aus  gesehen  bilden,  so  ist  dieser  Punkt  B und  folglich  alle  übrigen 
leicht  bestimmt. 


i r 


il 


n 


*1}  ‘ r. 
w: * 


ir* 


......  - * 1 • - * . . i 

Zusatz  des  Herausgebers.  , 


. 


Die  vorhergehende  schöne  Cöostruction  des  obigen  Lambert* 
sehen  Problems,  welches  jedenfalls  bei  geodätischen  Aufnahmen 
häufig  mit  grossem  Vortheil  angewandt  werden  kann,  veranlasst 
mich  zu  der  Mittheilung  der  folgenden  analytischen  Auflösung  die. 
ses  Problems,  weil  mir  die  von  Lambert  selbst  a.  a.  0.  S.  8t 
gegebene  analytische  Auflösung,  insbesondere  weun  man  sich  der 
Coordiontenmethode  zu  bedienen  beabsichtigt,  nicht  so  einfach  zu 
sein,  und  namentlich  nicht  ohne  alle  weitere  Berücksichtigung  der 
Figur  oder  vielmehr  des  durch  dieselbe  ’dargestellteu  specieljen 
Falls  zum  Zweck  zu  führen  scheint,  wie  es  wobt  zu  wünschet» 
wäre,  wobei  übrigens  auch  nicht  unerwähnt  bleiben  darf,  dass  der 
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von  Lambert  a.  a.  0.  gegebene  analytische  Ansdruck  falsch  ist, 
indem  sowohl  im  Zähler,  als  auch  im  Nenner  desselben,  aus  Ver- 
sehen ein  Factor  ausgelassen  worden  ist.  Der  Fehler  wurde  zu- 
erst von  Good  entdeckt  (Lambert’s  gelehrter  Briefwechsel. 
Bd.  2.  S.  232),  und  von  Lambert  (Ebendas.  S.  236)  anerkannt. 
Die  richtige  Formel  findet  inan  u.  A.  in  Meier  Hirsch ’s  Samm- 
lung geometrischer  Aufgaben.  ErsterTheil.  Berlin.  1805. 

Die  sechs  Punkte  wollen  wir  jetzt  durch  A,  Ax,  At  und  A\ 
A\,  A' a bezeichnen,  und  wollen  annehmen,  dass  in  jedem  der  drei 
ersten  Punkte  A , Ax,  A2  die  Winkel  gemessen  worden  seieo, 
welche  die  von  jedem  dieser  Punkte  nach  den  drei  letztem  Punk- 
ten A\  A' ,,  A\  gezogenen  geraden  Linien  mit  gewissen  von  den 
drei  erstem  Punkten  aus  nach  denselben  Seiten  hin  gezogenen 
einander  parallelen  geraden  Linien  einschliessen,  wobei  niese  Win- 
kel von  den  in  Rede  stehenden  einander  parallelen  Linien  an  im- 
mer nach  denselben  Seiten  hin  von  0 bis  360°  gezählt  werden  sol- 
len. Die  von  A , Al%  A%  aus  nach  denselben  Seiten  hin  gezogenen 
Parallellinien  können  die  nach  Norden  oder  Süden  gerichteten 
Theile  des  astronomischen  Meridians  oder  uucli  die  gleichnamigen 
Theile  des  magnetischen  Meridians  sein.  Näherungsweise  kann 
man  aber  auch  die  von  A Alt  A2  nach  einem  und  demselben 
sehr  weit  entfernten  Punkte  E gezogenen  Linien  anwenden.  Sind 
^die  Entfernungen  des  Punktes  E von  den  Punkten  A,  A ,,  Ati 
und  die  Entfernungen  der  drei  letzten  Punkte  von  einander  nähe- 
rungsweise bekannt,  so  ist  es  in  dein  letzten  der  drei  obigen  Fälle 
leicht,  die  Parallaxe  zu  berücksichtigen  und  gehörig  in  Rechnung 
zu  nehmen,  wozu  eine  besondere  Anleitung  hier  nicht  erforderlich 
. ist.  Die  drei  von  den  Punkten  A,  Al2  A2  aus  nach  denselben 
Seiten  hin  gezogenen  einander  parallelen  geraden  Linien  wollen 
wir  im  Folgenden  der  Kürze  wegen  schlechthin  die  Axen  neunen, 
und  wollen  nun  die  folgenden  Bezeichnungf n einführen. 

Die  von  den  Linien  AA\  AA'ly  AA\  mit  der  von  A aus  ge- 
zogenen Axe  eingeschlossenen,  von  dieser  Axe  au  nach  derselben 
Seite  hin  von  0 bis  360°  gezählten  Winkel  sollen  respective  durch 
a,  /?,  y bezeichnet  werden. 

Die  von  den  Linien  AlA',  AXA’X,  AXA\  mit  der  von  Ax  aus 
gezogenen  Axe  cingeschlossenen , von  dieser  Axe  an  nach  dersel- 
ben Seite  wie  vorher  hin  von  0 bis  360d  gezählten  Winkel  sollen 
respective  durch  ßx1  yx  bezeichnet  werden. 

Die  von  deD  Linien  A2A\  A%AX\  A2A'2  mit  der  von  A2  aus 
gezogenen  Axe  eingeschlossenen,  von  dieser  Axe  an  nach  dersel- 
ben Seite  wie  vorher  hin  von  0 bis  360°  gezählten  Winkel  sollen 
respective  durch  «a,  ß2,  y2  bezeichnet  werden. 

Die  von  den  Linien  AAX.  AA2  mit  der  von  A aus  gezogenen 
Axe  eingeschlossenen,  von  dieser  Axe  an  immer  nach  derselben 
Seite  hin  wie  vorher  von  0 bis  360°  gezählten  Winkel  wollen  wir 
endlich  respective  durch  <p , t/>  bezeichnen. 

Nehmen  wir  nun  in  jedem  der  Punkte  A , At>  A2  die  von 
diesem  Punkte  aus  gezogene  Axe  als  den  positiven  Tbeil  der 
Abscissenaxe  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  an,  in  welchem 
der  positive  Theil  der  Ordinateuaxe  eine  solche  Lage  bat,  dass 
man  sich,  um  von  dem  positiven  Theile  der  Abscissenaxe  durch 
den  Coordinatenwinkel  hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der  Or- 
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dinatenaxe  zu  gelangen,  nach,  derselben  Richtung  hin  bewegen  ' 
muss,  nach  welcher  von  den  von  A , AX9  A2  ans  gezogenen  Axen 
an  die  Winkel  «,  ß,  y;  «i»  ßuYii  «a>  ß7i  Y 2 Ton  0 bis  360°  ge- 
. zahlt  werden;  so  sind  die  Coordinaten  der  Punkte  , ‘ 

A\,  A\ 

t ’ ' , * 

in  dem  Systeme,  dessen  Anfang  A ist: 

/ AA' . cos  a,  AA’ , sin  a; 

1)  | AA\  .cos  ß,  AA\  . sin  ß;  ' ' “ 

[AA'2  . cos  y,  AA\  . sin  y; 

" ' • v • • > 

in  dem  Systeme*  dessen  Anfang  At  ist: 

!AlA' . cos  et,,  . sin  «, ; 

.cos  ßl9  AXA\  . sin  /?, ; t 
AXA\  . cos  y,,  AXA'X  . sin  y, ; 

f « . ” ' 

in  dem  Systeme,  dessen  Anfang  ist: 

. f A2A' . cos  aa,  A2A' . sin  aa ; 

3)  }azA\  . cos  ß2 , A2A\  . sin  /?a; 

\A2A\  . cos  ya,  A2A\  . sin  ya. 

Endlich  siod  die  Coordinaten  der  Punkte 

A„  A2 

in  dem  Systeme,  dessen  Anfang  ^ ist: 

. cos  9,  . sin  9; 


» 

1 


4) 


-^4a  . cos  9,  AA2  . sin  9. 


Also  hat  man  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordina« 
ten  die  zwölf  folgenden  Gleichungen: 

* . ' 1 , ' * 

AA' . cos  a r=  AAX  . cos  9 -f-  AXA’ . cos  a, 

= .cos  ip  •+•  A2A' . cos  aa, 

AA1 . am  az=  AAX  . am  9 -\-AxA’ . sin  «,• 

= -4^a  . sin  ip  -+-  A2A' . »in  aa ; 

^ cos  ßd=:AAx  .cos  AXA’X  .cos  ßx 
= AA2  . cos  ip-{-A2A\  . cos  /9a, 

\AA\  . sin  ß=zAAx  . sin  (p-{-AilA,x  .sin  ßt 
= AA2  . sin  ip-\-A2A\  . sin  /?a; 

[y^f'a  . cos  y=zAAx  . cos  9-4-^,^',  . cos  y, 

= AA2  . cos  ip-\-A2A'2  . cos  ya, 

AA\  . sin  yz=zAAx  . sin  9 + AXA'2  . sin  y, 

= AA2  . sin  ip  -f-  A2A\  . sin  ya; 

welche  die  dreizehn  unbekannten  Grössen 


5) 
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% </>? 

AAXX  AA2-, 

*<  <•  » : , ■ >*  j * . i . , .i  '■>  : i> 

' AA\  AAX,  AA  2\  .) 

AXA , AxAxi  AXA\\ 

A2A . A2A' , , A9A 2 > 

enthalten,  die  sich  also  aus  den  obigen  zwölf  Gleichungen  nicht 
sämmtlich  bestimmen  lassen. 

Man  kann  diese  zwölf  Gleichungen  auf  folgende  Form  bringen: 


6) 


z=AA  \ 

•i 

. cos 

ot- 

-AXA 

• 

§• 

OB 

«! 

=z'AAx 

. C08 

ß 

-AXA\ 

. cos 

fir 

= AA2 

. cos 

r- 

-AxA2 

. cos 

Yx% 

= AA'  . 

, sin 

u - 

-A^A/' 

. sin 

«i 

±=AA[-, 

. sin 

fi- 

~AXA\ 

. sin 

ßr 

— AA\ 

\ • 

. sin 

r- 

-a,a2 , 

. sin 

/i» 

= AA 

. cos 

• l 

st  - 

-a2a 

. cos 

«2 

= AA  x 

. cos 

ß- 

-A2Ax  , 

. cos 

ß> 

z=zAA\  . cos  y — A2A'2  . cos  Y*> 

| AA 2 . sin  t p = AA  . sin  a — A2A  . sin  az 
=zAA\  . sin  ß — AZA\  . sin  ß2 
= AA'2  . sin  Y — A2A'2  . sin  y9; 

. • , i 

/ ' (%  | * * v - ■*  ^ f 

und  erhält  aus  dieseu  letztem  Gleichungen  ferner  ohne  alle  Schwie- 
rigkeit die  vier  folgenden  Gleichungen:  • 

IAA  . sin  {a  — ßi)  — AtA'  . sin  (a,  — ßx)  = AAX  . sin  (ß  ßx), 

AA  . sin  («—/,)—  AxA  . sin  («i~-  yt)*sa-Al£%  . sio<y-f-y1)* 

^4*  . sin  (a-^ß2)  — A9A  . sin  («, — ^2)  z=zAA  t . sin  (/?  ß2), 

AA  . sio  la~Y2)—49A'  . sin {a9^y2)  = AA2  . sin  (y— y2); 

aus  denen  sich  durch  Division  sogleich  die  beiden  Gleichungen 


8) 


AA  .sin  {ci‘—ßx)-AxA.s in  — /?t)  ___  sin  (/>  — /g,) 

I AA  . sin  (ct  — ß2)  — A2A  .sin  (a2  — ß7)  sin  (ß  — ß*Y 

AA‘ . sin  («  — yx)  — AXA'  . sin  («x  — y,)  __  sin  («y  — y,) 

'.  sin  (a  — y4)  — A2A . sin  («r2  — y2)  sin  (y  — y*) 


oder 


(a  — ßx)  — sin  («,—  ßx) 
— !—  sin  (a,  — 0,) 


9) 


i sin  (a  — pj 
Isin  (a  — £.) 


sin  (/?  — /*,) 
sin  (iS  — ß3y 


AA 


jsin  sin  sin  (y  — y,) 

, N . , v , «in  (y  — y,) 

m (a-y,)-~p- sm  (a,-ya)  ( 
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ergeben,  welche  nun  blüss  noch  die  beiden  unbekannten  Grössen 

‘ a I ji  ' aU’  < 

'•  ~ÄT  aai  HT 

enthalten,  die  sich  also  mittelst  derselben  bestimmen  lassen. 

Zu  dem  Ende  bringe  man  diese  Gleichungen  zuerst  auf  die 
Form  \ » v * ' 


sin  (a  — ßt)  sin  (ß  — ß2) — sin  (a  — ß2)  sin  (ß  — ßx) 

i±£ 

AAl 


= sin  (ai—fij)  sin  (ß  — ß2).  —i— 


’ > * 


A7£ 


10) 


— sin  (a2—ß2)  sin  (ß  — ßt ) . -ttt, 

• * ‘ 1 • n . J ; f i*  . *•  1 J,r  ****  i 

sin  (a  — yt)  sin  fr — /,)  — sin  (a  — y2)  sin  fr4~fi)  • 


|=  sin  (a,  — Yx)  »in  fr  — . 


' V Vs’  » 

\ 


AtA 


r.  , —sin  («»-/»* fr^-r.)  • 

oder,  weil,  wie  man  leicht  findet,*  , . - v 

sin  («*^0,)  sin  {ß—  /$,)  — slir  (tt— 0a)  siä  {ß  — ßt) 

'•V  t=sin  (a  — ß)  sin  (/?,—/?,),■ 
sin  (a  — y,)  sin  fr — y2) — sin  (ct — y2)  sin  fr  yt) 

. . * i * i i\  i » # i*i 


ist,  auf  die  Form 


= sin  («  — y)  s»n  fr i — ra) 

» , ■ 

J r i 


t * 


sin  (a  — /S)  sin  (/?,  — 


I = sin  («,—  ß,)  sin  (/?  — ß*) 


t . •*« 


i ' 


l »*» 


► r ' 


— sin  (u,  — ß„)  sin  (&—  ß>)  - 


»)  v. 


-}-  ' . . 

‘sin  {«  — r)  810  fr<—  ra) 

' A^ 


csin  («,—  sin  fr  — ' r: 


* * . » i ' 


4 

; 

4 i 


— sin  (oÄ— y»)  sin  fr  — 

und  erhält  aus  diesen  Gleichungen,  wenn  man  der  Kürze  wegen 

JST=sio  («‘ — * ß),  sin  (ßt—ß2)  sin  (a2—y2)  sin  fr  — yj), 

»io  («  -ß)  sin  (/*,—/?,)  sin  (a,  — yj  sin  fr  — y9), 

Zc=sin  (a— .y)  sin  fr,  —y,)  sin  (a,  — /?3)  sin  (£  — /?,), 

|Z,  ==  sin  (a— y)  sin  fr, — y*)  sin  (a,  — 0,)  sin  (ß  — ß2)y 

M—  sin  ein  (ß  ß2)  sin  (a,  — y.)  sin  fr  — /,), 

Ar=  sin  («,  — ?',)  sin  fr— ya)  sin  («,—/?,)  sin  (/S  — /*,)  „ 

1 •*'  i • v M !•>/.'  \ -,,X 

setzt,  ohne  alle  Schwierigkeit  u , / !(jv 


» N 
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AXA  __  Af-  L 
AA  “ M — N' 
\A2A  __  Kx-Lx 
AA  M—N' 


Hat  man  die  Verhältnisse 


AXA 
AA  9 


A2A 

AA' 


mittelst  dieser  Formeln  gefunden,  so  ergeben  sich  die  Verhältnisse 

AA\  AA\ 

• AA 9 AA  » 

mittelst  der  folgenden  unmittelbar  aus  den  Gleichungen  7)  fliessen- 
den Formeln: 

AA , sin  («  — /?,)  sin  («,  — ßx)  AXA 

AA  sin  (ß  — ßx)  sin  {ß  — ßx ) * AA 

sin  (a  — ß2)  * sin  (a2  — ß2)  A2A 


14) 


sin  (ß  — ß2)  sin  (ß  — ß2)  * AA  9 


j AA»  sin  ( a — Y ,)  _ sin  (<*t  — y%)  AXA 

AA  sin  (y  — yx)  sin  (y  — yi)  ’ /f/l' 

_ sin  («  — y2)  sin  — y2)  A2A 

sin  (y~y3)  sin  (y  — y2)  * AA'  ‘ 

Die  Verhältnisse 

AtAx  AXA2  A2Ax  A2A2 
AA  9 . AA  ’ ’ AA 

erhält  man  hierauf  mittelst  der  folgenden  aus  den  Gleichungen  6) 
sich  unmittelbar  ergebenden  Formeln: 


AA 


AA 


15) 


AA 


AA 


cos  a t 

cos 

«1 

AXA  , cos  ß 

AAX 

cos  ßx  1 

cos 

ßi  * 

AA  cos  ßx 

* AA  s 

/ 

sin  « , 

sin 

«1 

AXA  , sin  0 

AA't 

1 T" 

sin  ßx 

sin 

ß\  * 

sin  /S, 

’ AA' 

f 

COS  CK  , 

cos 

«» 

^1^  , cos  y 

AA  2 , 

cos  yt  . 

cos 

Yi  * 

AA  cos  yt 

* AA  ' 

1 

sin  a ' 

sin 

«1 

A,A ' sin  y 

aa2 

sin  yx 

sin 

Yi  ’ 

AA  ' sin  yt 

* AA' 

cos  « , 

cos 

«3 

A2A  cos  ß 

AAt 

cos  ß2 

cos 

ß a * 

AA  cos  ß2 

* AA 

sin  « 

sin 

«a 

A2A‘  f sin  ß 

AA\ 

sin  ß2  ' 

sin 

ßi 

AA  sin  ß2 

*;  ^ ’ 

/ 

1 

cos  0 t 

cos 

«3 

A2A'  cos  y 

AA% 

cos  y2 

cos 

Yt  * 

AA'  cos  y2 

* AA 

sin  a 

sin 

«3 

A2A  sin  y 

aa2, 

sin  yt  * 

sin 

Yi  * 

AA  sin  y2 

' X4" 

Zur  Berechnung  der  Winkel  9 und  9 hat  man  nach  den  Glei- 
chungen 6)  die  folgenden  Ausdrücke: 


/ 
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sin  « — sin  a,  . 


A,A 
A£ 

\tang  > = -jy, 

cos  a — cos  a . . — ~-s- 
1 1 AA 

\ 16)  \ A Ä 

sm  a — sin  a2  . — 

tang  tpz=f\ 


» t 

4 « 


cos  tt  — cos  a2  . 


AA1 

A*A' 


AA 


tang  y = tang  a 


l •' 


16*), 


'tang  t//  = tang  a 


1- 

sin  a 

‘ AA 

1 

cos  «x 

AlA" 

cos  a 

’ AA 

t 

sin  a2 

A2A 

1 

Sin  a 

’ AA 

1- 

cos  a2 

• 

A2A' 

» 4 4* 

und  zur  Berechnung  der  Verhältnisse 

•„>  ; *.'<*•  • * . ' AA,'  AA 2 

1 • i/  * ••  ' ' ‘V  •** 

hat  man  endlich  die  folgenden  aus  den  Gleichungen  6)  sich  erge- 
benden Formeln:  . 


17) 


j AA, 

cos 

a 

, COS  tt , 

A,A 

i AA  — 

cos 

<f  t COS  (f 

AA 

\ 

sin 

a 

' *1  . 

sm  a. 

AXA 

sin 

gr>  sin  (f> 

AA * 

\aa2 

cos 

a 

cos  a2 

KAZA 

1 AA'  “ 

cos 

xp 

cos  tp 

* AA 

I-- 

sin 

<t  * 

sin  a2 

A2A 

1 

sin 

sin  tp 

':aa*\ 

*"  J*  r ’• 


• * 


Man  muss  für  tp  und  tp  diejenigen 'der  beiden  zwischen  0 und  360° 
liegenden  Werthe  nehmen,  welche  nach  den  Formeln  16)  jeder  die- 
ser beiden  Winkel  haben  kann,  die  mittelst  der  Formeln  17)  für 
die  Verhältnisse ; ;*  * *'V- 

« . AAt . AA2'  '-‘ ~ 

, : .■  •;  i 'JA"  AA 

% • T _ • m y - • 

positive  Werthe  liefern,  so  dass  also  über  die  Art,  wie  man  die 
Winkel  a>  und  tp  zu  nehmen  hat,,  nie  eine  Unbestimmtheit  bleiben 

k&fiD  • • ^ 

Bezeichnen  wir  die  Coordinaten  der  Punkte  At,  A2  und  A\ 

A A\  in  dem  Systeme,  dessen  Anfang  A ist,  respective  durch 

Xi;  yi5  X^y.^nd  XV  Jfr  x\>  X#,i  X\,  r2i  so  ist  nach 

4)  und  1),  .V  V.  , V.  • ■ ' 

fX,  =1.AA1 cos  tp,  Ytz=AAt.  sin  9; 

* \ = AA%  ..  cos  tp,  F»  = . sin  tp  ■ 

Tbeil  1«.  6 


Digitized  by  Google 


\ 


I 


82 


und 


' , 


also 


und 


\ . . 

X’=AA’. 

cos 

«»  y 

' = 44'.|in 

«; 

X 

• 

AA\  . 

cos 

ß,  y 

v = 447 

. sin  ß; 

• X'2.= 

447 . 

cos 

r , X 

; 

a — 

\AA'% 

\ 

. sin  y; 

* 

f • 

[ x, 

. . — 

44, 

y, 

1 

’i 

44, 

18) 

144 

= cos 

SP  • 

44'’ 

44* : 

= S1D 

SP- 

44'’ 

X, 

1p, 

1 

442 

y. 

442 

[AA 

* • l * 

= cos 

44° 

= sin 

V»- 

AA 

m 

■ 1 X 

. V*  f.U4+ 

. " . . 

y 

’ i i 

j-!  !• 

4 

i AA 

= cos 

= sin 

i rl  i 

19), 

)x. 

144' 

11  :> 

= cos 

x.,1  5:. 

/?. 

AA , 
aT ’ 

y\ 

44' 

= sin 

ß* 

• , 

44', 

44'  ’ 

x Jf 

fr. 

442 

i'. 

9 

44' 2 

, i 

44 

= cos 

/ . 

44^ 

4^' 

= sin 

r • 

44'  ’ 

mittelst  welcher  Formeln  man  also  jetzt  auch  die  Verhältnisse  der 
Coordinaten  der  Punkte  Alf  A2  und  A\  A'lf  A'2  in  dem  Systeme, 
dessen  Anfang  A ist,  zu  der  Linie  AA’  berechnen  kann. 

Wir  wollen  jetzt  bloss  noch  zeigen,  wie  man  die  Formeln  13), 
durch  welche  die  Verhältnisse 

/ . 

..  AXA  A2A 

AA"  AA\ • 

auf  denen  die  ganze  übrige  Rechnung  beruhet,  gefunden  werden, 
nun  durch  Einführung  tgu  Hülfswinkelo  zur  logarithmischen  Rech- 
nung bequem  einrichten  kann. 

Berechnen  wir  nämlich  die  drei  Hülfswinkel  £,  £2  mittelst 

der  Formeln  • ...  * T 

* * * • . . * 

tan-  l±-r>*in  (r.-r>) 

\ » “ • . ■)  S»n  («  sin  (ßl—ß2)’ 

i ';  “ ‘ ‘rt  ’tiiäg  t<=81"  sin 


\ ° " 'sin  («2  — y2)  sin  (y  — yk)\  

so  ist,  wie  man  leicht  iindet, 

4,4'  _ sin  («  — ß)  sin  (ßt  —fi2)  1 — tang  £ tang  g2 

AA  . sin  («,  ~r~ ßi)  sin  (ß  — ß2) 1 — tang  tang  f/ 

ÜldL—  ‘ sin  («  — y)  sin  (yj  -^yj  1 — cot  $ tang 

AA  . sin  (a2—  y2)  sin  (y— y,)  * l~-tang  tang  ; 


*i'?  : 


i j . ; 


tind  folglich  - „ ..... .,;r  ...  t ^ , 

A\A'r_±__}  sin  ( a — ß ) sin  (ßt-^ß2)  cos  (^|2)  cos  |,* 

21)  / AA  S‘n  (f<1  “ ^ sin  (ß  ~ ß*>  cos  + *»)  cos  * ’ 

__  _ sin  («  — y)  sin  (y,  ~^y*)  sin  (g^g,)  oos  g, 

AA  sin  (o,  -^y3)  sin  (y  — y,)  cos  (g,  ^g2)  sin  g* 


.1 1 ii  • . 
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Berechnet  man  die  Hülfswinkel  0,  0,  mittelst  der  Formeln 

[ t»pg  e *= ^ fr-y> sin  (y.  - <«>  - ßpjnjß^i,) 

\slA  («-Pl™1  ißy-ßz)  sm .(«,-/,)  s.n  (y-y,)’  ' 

»tanff  '0  = sin  sjn  (y-y»)  s»r(«a-/?2)  sin  (ß-ßj. 

4 P i.;.1’  .&»n  (a, — ßx)  siu  (ß  — ß%)  sin  («*  — y2)  sin  ( y — y,)’ 

so  ist,  wie  man  leicht:  findet* 

\ . AiA  sin  (a  — ß)  sin  (ßx — ß2)  1 — tang  0 

A4ß.\  sin  («,—/},).  sin  0*  — /92)  ’ 1 — tang  0t’ 

also,  weil  •*  • «•;  ■*  •* 

. , 1 — tatog  0 = tang  45°  — tang  0=a=sin-^S 


ist : 


1 - t«.g  &,  = tang  45»  -tang  0.  = 


. «I  . tl  • 


* * , . 4 


23)  — /3)  sin  (ßl  — ß2)  sin  (45°  — 0)  cos  0,  ' 

* ' .sin  (a,—  ßx)  sin  (ß  — ß2)  sin  (45°  — 0,)  cos  0* 

Weil  nun  nach  11) 


f-.  >.! 


'i  • t 


•>7 


' AXA 


•r  A2A  8Ül  sin  (ß~ßz)--ZJ-  — sw  i«  — ß)  Sin  0»,  -0a)' 

•’  ’ " sin  (a2  — ß2)  sin  (£  — £,)  ’ 

ist,  so  ist  nach  23),  wie  man  leicht  findet: 

A2A  _ sin  (« — ß)  sin  (/?,-£,)  ; sin  (45°— 0)  cos  0,— sin  (45°-0l)  cos  0 
AA  sin  (a2—ß2)  sin  {ß— ßx)  * ^ sin  (45°— 0,)  cos  0 '» 

und  folglich,  weil 

sin  (45°  — 0)  cos'  0,  — sin  (45°  — 0,)  cos  © 

= — cos  45°  sin  (0  — 0,)  = — !in-(e 

ist,  ■ . . 7 ' ' 

’upA)  A*A ~ : sin  — sin  (/?,  — ß2)  sin  (0—0,) 

‘7?:"** g ' sin  («2~ ^ sin  (ß  — ßj  siti  (45°  — 0,)  cos  B .\/V 
Auf  diese  Weise  kann  man  also  die  Verhältnisse  ;‘* 

A\A'  :A2A  ■*’  - • :/  . 

AA  * AA 

bloss  mittelst  der  beiden  Hülfswinkel  0 und  ©,  berechnen,  da  im 
Gegenth$iJ  die  zuerst  gelehrte  Methode  die  Berechnung  der  drei 
Hülfswinkel  £,  £2  erfordert. 

Bemerken  wollen  wir  nun! 'endlich  noch,  dass,-  wenn  an  den 
Punkten  A , Ax,  A2  die  sechs  180°  nicht  übersteigenden  Winkel 
A’AA’,,  AfAA\ ; A’AXA'„  A[AxA\s  A'A2A\,  AA%A\ ; und 
etwa  noch  in  dem  Punkte  A ’ die  zwei  180°  nipht  übersteigenden 
^Winkel  AAfAX)  AA'A2  gemessen  worden  sind,  daraus  offenbar 
immer  leicht  die  Winkel  hergeleitet  werden  können,  welche  in  A 
die  Linien  AA',  AA'X)  AA’2  mit  der  Linie.i^l',  in  Ax  die  Linien 
•4^A\  AXA\,  AxA'2  mit  einer  von  Ax  aus  der  Linie  AA'  parallel 

’ " 6°’ 
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und  nach  derselben  Seite  hin  gezogenen  Linie,  in  A%  die  Linien 
A2A\  AiA,li  A2A’2  mit  einer  von  A2  nus  der»  Linie  AA ' paral- 
lel und  nach  derselben  Seite  hin  gezogenen  Linie  einschliessen, 
wobei  alle  diese  Winkel  von  der  Linie  AA\  und  den  derselben 
von  At  und  A2  aus  parallel  gezogenen  Linien  an  immer  nach  der- 
selben Seite  hin  von  0 bis  300°  gezählt  werden.  Hat  man  aber 
diese  letztem  Winkel,  so  kann  man  die  gegenseitige  Lage  der 
sechs  Punkte  A , At..  A2  und  A\  A'},  A’2  ganz  nach  den  im  Vor- 
hergehenden entwickelten  Formeln  bestimmen.  Die  Linie  AA ' ist 
dann  der  positive  Theil  der  Ahscissetiaxe  des  zum  Grunde  liegen- 
den rechtwinkligen  Coordinatensystcms,  und  der  positive  Thjeil  der 
Ordinateuaxe  wird  immer  nach  der  im  Obigen  in  dieser  Beziehung 
gegebenen  Bestimmung  genommen.  ' . * •*, 

Die  vorhergehende  analytische  Auflösung  des  wichtigen  und  in- 
teressanteu  Lnmhert’scben  Problems  scheint  mir  vor  der  gewöhn- 
lichen, z.  B.  bei  Meier  Hirsch  a.  a.  O.  sich  findenden  analyti- 
schen Auflösung  vorzüglich  deshalb  wesentliche  Vorzüge  zu  haben, 
weil  letztere  eine  stete  Berücksichtigung  der  Figur,  oder  vielmehr 
des  durch  dieselbe  dargcstellten  speciellen  Falls  erfordert,  welches 
bei  der  ersteren  gar  nicht  nothwendig  ist,  indem  dieselbe  mittelst 
der  im  Obigen  entwickelten  Formeln  ohne  alle  weitere  Berücksich- 
tigung der  Figur,  allein  auf  dem  Wege  der  Rechnung,  ganz  sicher 
zum  Zweck  führt,  insofern  nur  erst,  wie  sich  von  selbst  versteht, 
die  sämmtlichen  Grossen,  welche  als  gegeben  betrachtet  werden, 
gehörig  und  ohne  alle  Zweideutigkeit  bestimmt  sind. 


XIV. 

Ueber  die  abgeleiteten  Vierecke,  welche  von 
je  vier  merkwürdigen  Punkten  des  geradlini- 
gen Viereckes  gebildet  werden. 

Von 


Herrn  Professor  C.  A.  Br  et  schneid  er 

- I ’.i  , *»  , ' , 

• rin  Gotha.  •.  •. 


u 


i * » 


» * • % 

• if  . i * • ’ 9 1 f 

* * t 

* 4.1  \ 

* . / • i 


So  wie  das  geradlinige  Dreieck  in  den  Mittelpunkten  des  ein- 
und  {ungeschriebenen  Kreises  und  in  den  Durchschnittspunkten  der 
drei  Schwerlinien  und  der  drei  Höhenperpendikcl  merkwürdige 
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v. 


Punkte  darbietet,  so  lassen  sich  solche  auch  bei  dem  geradlinigen 
Vierecke  auffinden;  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  das  letztere 
immer  vier  Punkte  einer  und  derselben  Gattung  darbietet,  welche 
zusammen  ein  abgeleitetes  Viereck  bildeu,  das  dem  Urviereck 
auf  bestimmte  Weise  verwandt  ist.  In  dem  Folgenden  sollen  einige 
dieser  abgeleiteten  Vierecke  näher  untersucht  werden,  wobei  ich 
mich  genau  derselben  Bezeichnung  bedienen  will,  welche  ich  in 
meiner  Abhandlung  ,,über  die  trigonometrischen  Relationen  des  ge- 
radlinigen Viereckes“  (Arch.  Thl.  II.  Heft  3.  S.  225)  gebraucht  habe. 
Da  wo  ich  Formeln  aus  dieser  Abhandlung  citiren  muss,  soll  dies 
der  Kürze  halber  immer  durch  das  Wort  „Relationen“  geschehen. 

* • , v ' r • ” l t 

1.  ; • :.*•  • . /:  ! ; 

Ich  betrachte  zuerst  das  Viereck,  welche?  von  den  Mit- 
telpunkten der.  den  Hauptdreiecken  TtTxT9T4  umge- 
schriebenen Kreise  gebildet  wird  (Taf.  I.  Fig.  1 1.),  und  neune  diese 
Mittelpunkte  mit  den  Zeigern  der  zugehörigen  Dreiecke  1,  2,  3,  4. 
Es  leuchtet  sofort  ein,  dass  im  Vierecke  1234  der  Winkel  ' 

' * . L 314  = 180°  — (ab)  4.253  = ^- 

4.  324=180°  — («,£,)  L 264  = 180°  — B\ 
4.132=180°—  (ab,)  4.274  —C 

• 4. 142  = 180°  —‘(ßx  6)  u.  s.  w. 

sein  muss.  Hiernach  verwandeln  sich  die  Winkelgrössen,  welche 
im  Urvierecke  durch  ipip'if)"  bezeichnet  worden  sind,  für  das  abge- 
leitete Viereck  in  die  Werthe  360 0 — if),  — i ft’  und  — t/>";  d.  h. 
wenn  in  dem  Urvierecke  die  Hanptecke  C ausserhalb  des  um  ABD 
beschriebenen  Kreises  liegt,  was  immer  als  Normalfall  angenom- 
men worden  ist;  so  liegt  im  abgeleiteten  Vierecke  1234  die,  C 
entsprechende  •’ Hauptecke  1 innerhalb  des  um  die  -drei  anderen 
Hauptecken  234  beschriebenen  Kreises.  ? * • ** 

Man  erhält  ferner  für  die  Seiten  des  abgeleiteten  Viereckes 
ganz  leicht  die  Werthe: 

, . , lV(13)  = al  ={«  (cot  (Ä,c)  — cot  (6ct)  ) 

(24)  = a =j«, (cot  (6c)  — cot  (6, <?,))] 

(14)  = b1=4^  (cot  («,<?) — cot  (arc,)  )' 

(23)=  b'  =^A,  (cot  ( ac ) — cot  («,<?,)) 

„•»  (34)  = c,  =±c  (cot  («A,)-f-cot  (ax6)  ) 

;.  fl2)=s  C =^|c,  ($ot  (a6)  cot  («,£,))/.. 

Nun  ist  nach  „Relat.  Nr.  50.“ 


2. 


i:  • 


cot  (6xc)  — cot  (^.)— *sin(^1)1sin(i1c) 

sin  ip" 


i ■ 


AA,cc, 

“sin  (Ac,)  sin  (A,c)  * bbxccx 
2 E*  a E9 


2. 


' k\/TxT%TxT*  V T\Tx 


\/hI± 
* V TT' 
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Macht  man  ähnliche  Verwandlungen  ftir  die  übrigen  Ausdrücke  in 
Nr.  2.  und  führt  zur  Abkürzung  die  Constante 

£2  .... 

-Ty~^=  — k (3) 

4k  Tx  jT2  7’,  7’4  . ’ * 

ein,  so  erhält  mun  für  die  Seiten  des  abgeleiteten  Viereckes: 


a — kax  \/T'T* 

er 

11 

* 

SN 

V t2t4 

. J 

T2Tt  V TxT2\ 

, . > 4. 

fl,  == 

b,  —kb\ 

/r.r. 

1 V txt2 

* V 

TXT4  1 v Txl\  1 

und  hieraus  sogleich:  ■ 

flfl,=±  Tx  Tt  t T2T4  z=zaa  : axax 

bbj  — fs%  . bbx  TXTK  : T%Tt=zbl>  : b,^}5.  , 

cc,  = £*  . ccx  Tt  T4  : Tx  T2  = tc  : c,«. 

Man  bezeichne  ferner  die  Flächenräumc,  welche  im  Crvierecke  durch 
die  Buchstaben  EF’F"  TxT2TtTA/±  E angedeutet  worden  sind 
(Relat.  Nr.  14.,  18„  50.  und  69.),  für  das  abgeleitete  Viereck  durch 
die  entsprechenden  deutschen  Buchstaben  %x%2%2%4  SD  und 

G,  so  ist:  < ” • - - • - ‘ : i - 


3 =k'F 
z=ztc*F' 

%"  = k*F” 

$D=£aA  . 

G2  = — kxE2 


X,=**Tx} 
Z2=k'T2[ 

$4==^t4|:- 


6. 


r >j 


7. 


Demnach  stehen  sämrntliche  Flächenräume  des  CJ r~-  und 
abgeleiteten  Viereckes  in  constautem  Verhältnisse  und 
der  Exponent  des  letzteren  ist  die  Grösse  X?*,  Es  bleibt 
nun  noch  übrig  diejenigen  Grössen  zu  untersuchen,  welche  den 
Sxd2St  ußy  des  Urviereckes  entsprechen  und  die  wir  für  das  abge- 
leitete durch  b,bab,  aJßlyx  bezeichnen  wollen.  Ich  bemerke,  dass 
nach  „Relat.  Nr.  82.“  folgende  Gleichungen  bestehen: 

F*  F9 a9= 0*  T2*Tt*-h6t*  TX*T4*  %lbx  2\T,TS  T4  cos  B 
F a F’*ß*=a2  TS  T<  M-a, * Tx9Tt*  +2  aax  TxT2Tt  T4  cos  aI 
F*F"*y*=za*  TS  TX2T,2  T{T2  T,  T4  cos  a\ 

= b9  T2  2 T2  a-f-  b x 9 Ty  9 Ti 9 -+-  U b , Tt  T2  Tt  T4  cos  B ] 

Werden  daher  in  die  Gleichungen  ' ; . 

b,*  5=5^  •4-b,* — 2bb,  eos  B 
baa  = ca  •+•  c,a — 2cc,  cos  C 
' US  =as  a9  -4-  «,i»  — 2aox  cos  A 

die  erforderlichen  Werthe  aus  Nr,  4.  gesetzt,  und  aus  Nr.  7.  ge- 
hörig substituirt,  so  findet  man: 
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i » . iJE*b,  =4Zr*a  FF  «der  k2Fbx  =4« 

" 0 E>b%  = tJt'ß  Ff”  &*  E*b,  = -Ijä  gg*  5 8; 

A’E*b,  =ir  g-g"! 


- » " I 


• •> 


:£*bt  z=U*r  FF 

• • * * .»*  '*  t » t « { 

Eben  so  badet  man  aus  deo  Gleichungen: 

g’g-’o.^t's.’a:,» +c,*s;, »£4»+2tc,£,3:,s;,S4  cos  c . 

u.  s.  w.  die  den  vorigen  ganz  entsprechenden  Werthe: 

, ’■  . AFFalSxdt&)  . 

4 FFßl=S2F\^. 

. \ ' . : . AFFy^ötE9) 

Es  gehen  daher  die  zugeordneten  Seiten  des  Ur Vier- 
eckes in  die  doppelten  Verbindungslinien  der  Mittel* 
punkte  je  zweier  Gegenseiten  des  abgeleiteten  Vier- 
eckes über,-,  und  eben  so  gehen  die  doppelten  Verbin- 
dungslinien der  Mittelpunkte  je  zweier  Gegenseiten  des 
Urvhereckes  in  die  zugeordneten  Seiten  des  abgeleite- 
ten Viereckes  über:.  Die  Verbindung  von  Nr.  8.  und  9.  giebt: 

b,at  =/?*  . d,a,  'AF  . d,bt  z±s2FF  . aax\ 

&F’  .d2t>t=:2FF  .ßß,  10.  ;; 

b,y,  ±=k*  . d2y,  &F  . d3b3=2  FF”  ,yy,  \ 

wodurch  die  in  Nr.  6.  gefundenen  Relationen-  eine  neue  Erweite- 
rung erhalten.  Die  eben  erwähnte  Beziehung  zwischen  den  zuge- 
ordneten Seiten  und  den  Mittellinien  beider  Vierecke  gilt  unmittel- 
bar auch  von  den  Winkeln,  die  diese  Linien  unter  sich  bilden. 
Nach  ,,Relat.  Nr.  83.‘‘  hat  man  die  Gleichungen:  ; ..  • 

■ n • , av  c'TSTS  — cST'T* 

aß  cos  [aß)  — . f*FF" 


, . b'T'T2  — b*T*T.*\ 
ay  cos  (ay) FF2F' 

a'TSTS  — a,2Tx2T?] 
— FFF’2 


•)  • 


11. 


,ßr  cos  (ßy) 

und  nach  „Relat.  Nr.  8.“  a\'%  — a9  — = d2d,  cos  (d23)  u.  s.  w.  :Be-, 
zeichnen  nun  (atß,)  (a,^)  (ß,yx)  und  (b12)  (bl3)  (b2l)  dieselben* 
Winkelgrössen  im  abgeleiteten  Viereck,  welche  (aß)  (d,  2)  u.  s.  w. 
im  Urviereck  .andeuten,  so  findet  man  alsbald: 

- cos  (b3  a)  ==-+- cos  (a/?),  cos  (a,jJj ) = -f-  cos  (d12)J 

cos  (bIi)  = — cos  (a/),  - cos,(a,yl)  = r— cos  (dj  3)>  12. 

cos  (b2I)=  — cos  (ßy),  cos  (ßxy,)  = — cos  (d2l)J 

woraus^  da  keine  dieser  Winkelgrössen  180°  übersteigen  kann;  die 
Gleichungen  . ' ' * : 

• ; OV»)  z==‘  . faißi ) .==  (^i »)  > > ' * ' V > - 

. (biI)=180o~(«y),  (axyx)  180*  r-  (d3  .)>  13. 

.(*».)-=  180°  - (ßy),  (ßlYl)  = ISO»  - (d„)l 
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folgen,  so  dass  hiernach  die  zugeordneten  Winke!  des  einen 
Viereckes  die  Winkel  der  Mittelliu  ien  des  anderen  Vier- 
eckes geben. 

So  wie  aus  dem  Urvierecke  das  Viereck  1234  abgelttfet  wurde; 
so  kann  man  aus  letzterem  wieder  ein  zweites  Viereck  erhalten, 
aus  diesem  ein  drittes,  und  sofort,  indem  man  immerfort  die  Mittel- 
punkte der  je  drei  HaUptecken  umgeschriebenen  Kreise  nimmt.  Be- 
zeichnet man  in  dem  Vierecke  zweiten  Ranges  die  einzelnen  Linien 
und  Flächen  mit  denselben  deutschen  Buchstaben,  welche  für  das 
Viereck  1234  gebraucht  wordeu  sind,  setzt  ihnen  jedoch  zur  Unter- 
» Scheidung  eine  (2)  über,  so  ist,  da  die  Coustante 

— g* ■ k*E*  ' ^ ’ 

wird,  also  für  alle  abgeleiteten  Vierecke  unveränderlich  ist,' 

< * ’ » • * * > r < **  % » i • \ • \ »•  * /»  1 

(*> 


= *a}^  = k*a\/W/m. 
V £2$4  . y T^V  3 


T2T* 


:•  x *»  ‘ 


d.  h.  die  Seiten  des  abgeleiteten  zweiten  Viereckes  sind  denen  des 
Urvieröckcs  gleich  proportionirt.  Da  nun  zugleich  auch  die  Win-} 
kel  der  ersteren  den  Winkeln  des  letzteren  wieder  gleich  sind,  so 
folgt:  dass  alle  abgeleiteten  Vierecke  von  geradem  tn- 
dex  einander  und  dem  Urvierecke  ähnlich  sind,  und  dass 
die  homologen  Seiten  und  Flächen  je  zweier  unmittel- 
bar auf  einauder  folgender  sich  beziehungsweise  wie 
die  Constanten  Je*  und  k*  verhalten. 

Geht  man  vom  zweiten  abgeleiteten  Viereck  zum  dritten  über, 
so  findet  man  ganz  auf  gleiche  Weise,  dass  die  Seiten  des  letzte- 
ren denen  des  ersten  Vierecks  gleich  proportionirt  sind;  und  da 
überdiess  beide  Figuren  dieselben  Winkel  haben,  so  sind  auch 
alle  abgeleiteten  Vierecke  von  ungerader  Indexzahl 
einander  ähnlich  uud  die  homologen  Seiten  und  Flächen 
je  zweier  unmittelbar  auf  einander  folgenden  verhalten 
sich  respective  wie  die  Constanten  k*  und  k*. 

Was  .endlich  die  Halbmesser  der  den  Dreiecken  TiTzT3TA 
umgeschriebenen  Kreise  anlangt,  die  in  entsprechender  Weise  mit 
R3R2RtRA  bezeichnet  werden  mögen,  so  ist  es  leicht  allerhand 
Relationen  zwischen  ihnen  und  den  Bestandteilen  des  Urviereckes 
herzuleiten.  Man  erhält  z.  B. 


Ä,Ä,  — ÄjÄ,  sin  A A3ä4  — Ä,Ä,  sin 

ÄXÄ4  — R9R~3  —■  suTT? 9 RxRt  — R9RA  " 


sin  A 


(14) 


oder 
Ä2-f-Äj 


^±§=cotl^cot  ;(ß-C),  £±£=col  W'  c.eJ(ßH-C) 

/v*  -*v2— -j  ijajj-j 

= c?tw  cot  H C—A),  = cot  .;y  eot  i(C+A) 

indessen  bieten  sie  keinen  Ausdruck  dar,  der  sich  besonders  aus- 
zeichnete, und  so  mögen  sie  für  jetzt  übergangen  werden. 


15. 
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II. 


Ich  betrachte  zweitens  das  Viereck,  welches  von  den  Durch* 
schnittopunkten  der  Perpendikel  gebildet  wird,  die  man 
aus  den  Mittelpunkten  der  Vierecksseiten  auf  ihre  1 
genseiten  fällt.  Nimmt/man  zuerst  die  vier  Perpendikel  in 
einfachen  Vierecke  ABCDA  erster  Form  (Taf.I.  Fig.  12.)  und  m 


auf  ihre  Ge- 
dern 
nennt 

deren  Durchschnittspunkte  1,  2,  3,  4,  5,  6,  so  bilden  die  letzteren 
ein  vollständiges  Viereck,  dessen  Winkel  genau  dieselben  Werthe 
haben,  welche  in  Nr.  1.  für  die  Winkel  des  in  I.  betrachteten  Vier- 
eckes gefunden  wurden.  •* 

Ferner  ist,  wenn  man  die  Hülfislinien  FE  — GH  — \c , und 
FG  -7—  HE~ — 4c  zieht*  .•  ...  * i ..  »i  o ~ j.  . .i  •. 


E2  = lal 

cot 

(MlM 

1 jE4=r 

-j-«,'  cot  (66)  ' •’  “ 

ä 

ii 

i 

cot 

(»10> 

FZ^ 

< % 

i&i  cot  (ac)  ' 

Gl=z\a 

cot 

(&m), 

GZ  — 

\a  cot  (b^c) 

HX=\b 

cot 

//4  = 

lb  cot  (atc\~  * 

für  die  Seiten  des  abgeleiteten 

Viereckes:»  ■/■i/'-.; 

(24)  = -*ar1(cot  (£,c,)  — cot  (bc)  J * 

(13)  = |«  (cot  (ÄCj)  — cot  (£,<;))  ) 

(23)  = 10,  (cot  («!<?,)  — cot  ( ac ) ) 

(14)  ^b  (cot  («<?,)  —cot  (a,tf))  . 

t m 

und  für  dessen  Diagonalen  die  Werthe:'  ’ - 

(12)  = 4c,(cot  ( ab ) -4-cot  («,£,)) 

(34)  = ^c  (cot  («£,)-t-cot  (a^b)  ).  >.>  \i 

Die  beiden  letzten  Gleichungen  zeigen,  dass  die  von  dem  Mittel- 
punkte jeder  Diagonale  des  einfachen  Viereckes  ABCD  auf  die 
andere  Diagonale  gefällte  Senkrechte  durch  zwei  Gegenecken  des 
Viereckes  1234  hiudurchgeheu  und  daher  eine  Diagonale  des  Letz- 
teren bilden  muss.  Es  bilden  daher  die  sechs  Perpendikel, 
welche  von  den  Mittelpunkten  der  sechs  Seiten  des  voll- 
ständigen Urviereckes  auf  die  Gegenseiten  gefällt  wer- 
den, wiederum  ein  einziges  abgeleitetes  Viereck  mit 
sechs  Seiten. 

Zweitens  aber  ergiebt  sich  aus  der  Vergleichung  der  vorstehen- 
den Ausdrücke  mit  denen  in  Nr.  2.  gefundenen,  dass  die  Seiten 
des  hier  betrachteten  abgeleiteten  Viereckes  den  Seiten  des  in  §.  I. 
untersuchten  vollständig  und  in  gleicher  Aufeinanderfolge  gleich 
sind.  Demnach  ist  das  hier  betrachtete  Viereck  dem  des 
§.  I.  congruent,  und  je  zwei  homologe  Seiten  beider  Fi- 
guren sind  einander  parallel;  ein  Satz  der  sich  auch  sehr 
leicht  auf  synthetischem  Wege  beweisen  lässt.  Auch  ist  auf  der 
Stelle  klar,  dass  die  Gerade,'  welche  irgend  zwei  homo- 
loge Ecken  beider  Vierecke  verbindet,  durch  den  ge- 
meinschaftlichen Durchschnittspunkt1 1 der  drei  Mittel- 
linien des  Urviereckes  hindurchgehen,  und  von 

demselben  halbirt  werden  muss.  „ -*■ 

Ist  das  Urviereck  ein  Sehnenviereck,  so  verwandelt  sich  das 
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abgeleitete  Viereck  des  §.  I.  in  einen  Punkt,  nämlich  den  Mittel- 
punkt des  umgeschriebenen  Kreises.  Daraus  folgt  dann  sogleich 
der  interessante  Satz:  „dass  in  jedem  Sehnen  Vierecke  die 
sechs  Perpendikel  aus  den  Mittelpunkten  der  sechs  Sei* 
ten  auf  ihre  Gegenseiten  sich  in  einem  und  demselben 
Punkte  schneiden,  welcher  mit  dem  Centrum  des  umge- 
schriebenen Kreises  und  dem  Durchscbnittspunkte  der 
drei  Mittel  linien  des  Viereckes  in  einer  und  derselben 
Geraden  liegt,  die  von  dem  letzteren  Punkte  genau  hal-* 
fcirt  wird. 

III. 

• » i % 

Ein  drittes  Viereck,  welches  mit  den  bereits  untersuchten  eng 
zusammenbängt,  entsteht  durch  die  Durchschnittspirakte  der 
Höhenperpendikel . in  jedem  der  vier.  Hauptdreiecke 
TlTiTiT4.  (Ta f.  I.  Fig.  13.)  Zieht  man  die  Gerade  Kl  ||  AD , 
so  wird  /TU  — (73 — JB\  -4-a,  sin  A=z(t{cot  (A,c)  ; — cot 
-4 sin  A.  Dies  giebt  durch  Substitution  aus  Nr.  2.  die  Glei- 
chung Ä3  = 20,-4- äv  sin  A,  mithin  (13)*  = (£3)*  -4-  «,  * cos  2A . 
Macht  man  für  die  übrigen  Seiten  des  neuen  Viereckes  ähnliche 
Entwickelungen,  so  ergiebt  sich: 

(24)*  =a*  -4- 4a*  — 4a  o sin  A 

(13) *  = «r,*  -f-4fl,*  -4-4a,«r,  sin  Al 
(23)*=  Ä»  + 4b*  t— 4b  :h  * shr  Jt\ 

(14) *  = £,*  + 46,* -Mb/,  sin  Dl 

(12 )*  = c*  -Mc*  —4c  c sin  C\ 

(34)*  = c,* -4-4<,* -4-4c,  <v  sin  C! 

Diese  Ausdrücke  lassen  sber  noch  eine  bemerkenswerthe  Cmför- 
' mung  zu.  Es  ist  nämlich  nach  ,,Relat  Nr.  95.“ 

»•  V • a*T9Tt~al*TlTt==sF'lJE*\ 

*■*;  d*rar,  — n. 

c*T,T,  — cSTyT.zzzF  eA  . 

und  mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  und  der  Ausdrücke  Nr.  4.  ver- 
wandeln sich  die  in  Nr.  16.  zusammengestellten  Werthe  der  einzel- 
nen Vierecksseiten  in  nachfolgende:  * 1 


16. 


- 1*1  i b 

■ 1 4*  I 


i. 


1, 


; (24)*  = d* 

i • • 

.2  k2  — a 

(13)»  = «,» 

• k * 

-«»* 

} • « , ’ , 

(23)*  = b* 

< 

»1  + M* 

* ^ k » 

- b%  • 

(14)*  = b,* 

1 -4-  2k2 
* ' k* 

i 

-A’ 

* i 

(12)*=  c* 

' •>  * » . ! t 

„l-f-2 ** 

* 4’T*“ 

-C* 

, 9 

1 - • ' • • * * 

(34).  = ,.» 

2l-4-2ifc* 

• ■ir  . 4*  • “ 

1 

- C,* 

1 . 


18.  ■ 


II  .*  U 


I •/ 
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Mittelst  dieser,  in  der  That  sehr  einfachen,  Ausdrucke  kann  nun 
jeder  andere  zu  dem  neuen  Vierecke  gehörige  Werth  leicht  gefun- 
den werden.  Nennt  man  z.  B.  die  doppelten  Verbindungslinien  der 
Mittelpunkte  der  Seiten -(24)  und  (13),  ferner  (23)  und  (14)  und 
endlich  (12)  und  (34)  beziehungsweise  so  ist,  weil  stets 

I - 1 i t? 

(da  — a,«,)  sin  A = (bb — b,4,)  sin  Z?  = (c c — C,c,)  sin  C=-£ 

sein  muss,  . ' - v 

v , ■ 

■ - XI 

V=4(!+-2**)  _ if-j-19. 

*•*  =4(1  + **•)  -J, '=<!,'+ 

Bezeichnet  man  ferner  die  zu  txtxtt  gehörigen  charakteristischen 
Winkel  des  neuen  Viereckes  beziehungsweise  mit  AtB,C\  so  ist: 

^a2 — 2 =4(24)  (13)  cos.  ^'=;r4(l +4**)  aa,  cos  A\ 

*t2  — £,2=4(23)  (14)  cos  /?'  = 4(l-f-4P)  bb,  cos  ßi  20. 

*»2 — 2 = 4(12)  (34)  cos : C'  = 4(1  + 4**)  cc,  cos  c) 

Für  die  von  je  zwei  Seiten  des  abgeleiteten  Viereckes  eingeschlos- 
senen Winkel  ergeben  sich- die  Werthe: 

2(24)  (23)  cos  (3k)  = -#4 T,  {cot  {ab)  +2(1+2**)  cot  (atbt )} 

2(14)  (13)  cos  (3l4)  =—  AT9  {cot  (MiM~&(l+2**)  cot  (ab)  j 

2(24)  (14)  cos  (241 ) r=+  4 Tt  [cot  (ab,)  -*-2(1+2** ) cot  (a,  b)  j 

2(23)  (13)  cos  (231)  =— ATJcpt  (a,b)  +2(1+2**)  cot  (abt)\ 

Auf  einem  anderen  allerdings  ziemlich  weitläufigen  Wege  findet 
man  auch: 


21. 


i»  t 


i < 


..  t'n'ii*»--*.  > j '»:!•  :.  -7  nr  . . : i iii.in 

'•  v>M:  * ■;.»:!»  . -«ij  i 

. • - * . i 


l>-  • •*  *?  -:*K  • •! 


< m'  , 

i 

« .:-r  ‘ *r:\  , , v 

d'  ■ .•}  :•  .<»  I f 


..  — • i ' ;;c 

» - • 


}.  ''  “T  l .’-V)  \\  z=- 
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woraus  sich  ziemlich  einfache  Formeln  für  die  Flächeninhalte  der 
vier  Hauptdreiecke  des  Viereckes  1234  ableiten,  lassen.  Fs  hat  in- 
dessen kein  grosses  Interesse,  diese  Untersuchung  weiter  fortzu- 
1 setzen,  und  ich  beschränke  mich  daher  darauf,  noch  zu  erwähnen, 
dass  wenn  das  Urviereck  ein  Sehnenviereck  wird,  alsdann  nach 
Nr.  16.  und  21.  auch 

(24)  = « (23  ) = 6 (12)  = c 

(13)=«,  (14)=  bx  (34)  = c, 
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% 

Z.4i3  = KÄ.)  Ü231  = (ar^).  • 

werden  muss.  Construirt  man  daher  in  einem  Sehnenvier- 
ecke die  Durchschnittspunkte  der  Böhenperpendikel  in 
den  vier;  Hauptdreieck  en,  so  bilden. diese  die  Ecken 
eines  dem  Urvierecke  co ngruenten  Viereckes.  Wollte  man 
noch  weiter  gehen  und  auch  noch  die  gegenseitige  Lage  der  glei- 
chen Seiten  erörtern,  so  müsste  man  in  aem  allgemeinen  Vierecke 
1234  die  Verbindungslinien  jedes  Eckpunktes  des  letzteren  mit  der 
entsprechenden  Ecke  des  Urviereckes  suchen.  Man  erhält  für  diese 
Geraden  sehr  elegante  Werthe,  wie  z.  B. 


‘ /vnr|\-»  COS  ((f3t —-2(^C1)) 

• * -•*  . fcsin*  (Ac,j 


23. 


und  findet  dadurch,  dass  im  Sehnenvierecke  und  dem  aus 
ihm  abgeleiteten  Vierecke  die  homologen  Seiten  auch 
Doch  'parallel  sind;  so  dass  also  die  Ecken  des  einen 
von  beiden  Vierecken  immer  auch  die  Durchscbnitts- 
punkte  der  Höhenperpendikel  in  den  vier  Hauptdrei- 
ecken des  anderen  sind0). 


y t 


\< 


•!  > t 


XV. 


• # 'I  , , f « 

lieber  die  perspectiviscben  Lagen  eines  Strah- 
lenbüschels auf  einer  projectivischen  Geraden. 


Von 

Herrn  A.  Göpel 

zu  Berlin.  . 


/t'.l 


rl  . *• 


1.  Wenn  ein  Strahlenbüschel  as  6,  c}  d von  einer  beliebigen - 
Geraden  geschnitten  wird,  so  findet  bekanntlich  zwischen  den  Ab- 

. ■ ■ »i 

*)  Von  den  hier  erörterten  Sätzen,  insofern  sie  sich  auf  ein  Viereck  be- 
ziehen, das  kein  Sehnenviereck  ist,  möchte  wohl  kein  einziger  bekannt 
sein.  Die  durch  specielle  Anwendung  auf  das  Sehnenviereck  daraus 
abgeleiteten  Theoreine  sind  bereits  bekannt,  und  finden  sich  zum  Tbeil 
bei  Puissant  und  in  Crelle ’s  Journal,  von  wo  aus  sie  in  die  Anhänge 
zur  deutschen  Uebersetzung  der  van  Swinden’schen  Geometrie  überge- 
> gangen  sind.  Eine  vollständige  Zusammenstellung  aller  dieser  Sätze 
über  des  Sehnenviereck,  mit  eleganten  synthetischen  Beweisen,  enthält 
Kunzes  Lehrbuch  der  Geometrie.!-'  • ' a <•»>  > j •:  i 
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ständen  der  beziehlichen  Durchschnittspunkte  a,  b,  c,  b dasselbe 
Doppelverhältniss  statt,  wie  zwischen  den  Sinus  der  entsprechen- 
den Winkel  des  Strahlenbüschels,  nämlich 

. i . ..  . «b  . ob  __  sin  ab  % sin  adA,  <t  . , 

v bc  * bc  ' sin  bc  ' sin  de  . . 

Umgekehrt,  findet  zwischen  den  vier  Punkten  a,  b,  t,  b einer 

Geraden  und  zwischen  vier  Strahlen  eines  Strahlen  büscheis  «,  A, 

c,  d eine  Gleichheit  der  obigen  Doppelverhältnisse  statt,:  so  'kann 
man  das  Strahlenbüschel  und  die  Gerade  so  legen,  dass  die  Punkte 
fl,  b,  c,  b auf  den  entsprechenden  Strahlen  liegen,  d.  b.  dass  beide 
Gebilde  sich  in  perspektivischer  Lage  befinden. 

Da  nun  • - • > • > 


\ . ^b  • bc  ba 
bc  ‘ bc  öb  ’ cb  ba  ‘ ba  cb  ’ ab 

ist,  so  kann  jedes  dieser  Doppelverhaltnissd  dem  obigen  Verhält- 
nisse zwischen  den  Sinus  gleich  gesetzt  werden,  und  es  ergiebt 
sich  dann,  dass  die  Punkte  ^ 


nicht  nur  den  Strahlen 

• i S 5 ! ••  • 

sondern  auch  denen 


fl,  b,  C,  b 

* ; »•  0 . * 

1)  Oy  Oy  Cy  d 


2)  b,  a y dy  c 

3)  dy  Oy  b 

. ** 

4)  dy  Cy  0,  a 

% 

entsprechend  gedacht  und  mithin  auch  beide  Gebilde  auf  diese  vier- 
fache Art  in  perspectiviscbe  l«tge  gebracht  werden  können. 

Sind  überdies  die  Strahlen  des  Büschels  und  daher  auch  die 

Punkte  der  Geraden  harmonisch,  d.  h.  ist 

, -•  • '“i  .ir-.  • ■>... ' .•  • • bc-..oc 

so  hat  man  auch  noch 


ab  ab  | 

bc  : bc“  1 — 
ab  ab  ba  bc  rir  cb 

bc  ’ bc  ab  * cb  “ ba  ’ ba 


bc  # ba 
cb  : ab* 


Vergleicht  man  diese  vier  Doppel  Verhältnisse  wieder  mit  dem  der 
Sinus,  so  findet  sich,  dass  die  Punkte 


-d/;  rillet wv  tsr/t f 5-HOi:«  u 


fl,  b,  tj  b1  -i  :i  . 


auch  den  Strahlen 

«1(1  ylO^lll  / * J I *.1  f:fi^  DV4  li  JfifS*1  ‘»'J1*  V:i‘«  ih  r - 

(tms/i'iti  *f:>  Mi»//  ‘.ui®)  S,  dy  Cf  $ , . i-i» 

^ U ff’<  K f j ) . M‘;i  / «)(*r  '/<  ’j; 


•'UtittiU  l;)s}  A\  ■■  2l'-‘ i-;  * ;i?.>  • Hl 

j !m(.  ‘‘i.  :«»•.  n 1*  jj 

•i-  :/  i..^)  Cy  0)  0,  d '■’»  »ü  a»Hf  • 

' ■'«  -.’i!-.:. o«.-  -|v>h  j ,:-.,fv-Wd  •«  • 

: . j‘t<h  in.-  ‘ » • C»  df.U  |j,.-r  • n ,1 1 

■ •••d  x-i'j  .V  Jl  1 1 * > I F - .•  .t',  j.MÄnj-j  .?•»  >.  j 

entsprechend  genommen  werden  können  und  dass  also  in  dem  be- 
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• » t , 

sondern  Falle  von  harmonischen  -Gebilden  eine  achtfache  perspecti- 
vische  Lage  möglich  wird. 

Insofern  aber  bei  einet  jeden  der  angeführten  Combinationen 
der  Mittelpunkt  des  Strahlenbüschels  sowohl  diesseits  als  (symme- 
trisch)  jenseits  der  Geraden  liegen  kann,  so  wird  sich  die  Anzahl 
der  möglichen  Logen  verdoppeln  und  im  Allgemeinen  S,  aber  im 
Falle  von  harmonischen  Gebilden  16  sein.  Bezeichnet  man  die  ver- 
schiedenen Oerter  des  Mittelpunkts  des  perspectivischen  Strahlen- 
büschels, die  oberhalb  der  Geraden  befindlich  sind,  dem  aufgestell- 
len  Schema  gemäss,  mit  1,  2,  3,  4,  (5,  6,  7,  8),  und  die  entspre- 
chenden unterhalb  der  Geraden  mit  1',  2',JF,  4',  (5',  6',  T , 8'),  so 
lehrt  der  Anblick  jenes  Schemas  sogleich,  welcher  Winkel  des 
• Strahlenbüschels  auf  irgend  einem  Abschnitte  der  gegebenen  Gera-  * 
den  bei  irgend  einer  der  perspectivischen  Lagen  steht.  So  z.  B. 
steht  auf  ac  bei  der  Lage  1)  der  Winkel  ac , aber  bei  der  Luge  3) 
der  Winkel  ac',  d.  h.  der  Nebenwinkel  jenes  Winkels  ac , weil  in 
diesem  Falle  zwischen  den  Strahlen  a und  c der  Strahl  d "liegt, 
während  im  ersten  Falle  de.*  Strahl  b dazwischen  liegt.  Dasselbe 

gilt  für  die  Lage  3'),  nur  dass  hier  der  Winkel  ac'  unterhalb  der  , 
eraden  und  desshalb  der  Winkel  ac  oberhalb  der  Geraden  auf  ac 
steht. 

2.  Denkt  man  sich  nun  die  Gerade  in  der  Ebene  festliegend, 
so  darf  ofl&ibar  nur  einer  jener  Mittelpunkte  I,  2,  u.  s.  w.  gege- 
ben sein,  und  es  wird  dadurch  auch  das  Strahlenbüschel  und  dem- 
nächst auch  alle  übrigen  Mittelpunkte  bestimmt  sein.  Es  kann  also 
gefragt  werden,  in  welcher  Beziehung  diese  8 (oder  16)  Mittel- 
punkte zu  einander  stehen,  und  wie  aus  einem  von  ihnen  alle  übri- 
gen durch  eine  einfache  Construction  zu  finden  sind.  (S.  Steiner’s* 
Entwickelung  der  Abhängigkeit  u.  s.  w.  Anhang).  Die 
gegenwärtige  Abhandlung  soll  diese  Frage  beantworten. 

3.  Es  werde  fürs  erste  ein  beliebiges  Strahlenbüschel  be- 
trachtet. per  Anblick  des  Schemas  zeigt  ohne  weiteres,  dass  ia 
den  Mittelpunkten  1 und  2 der  Winkel  ab  auf  ab  steht.  Folglich 
’iegen  die  Punkte  a,  b,  1,  2 in  einem  Kreise.  Dasselbe  gilt  von  * 
len  Punkten  c,  b,  1,  2,  weil  dem  Schema  zufolge  in  den  Mittel- 
punkten 1 und  2 der  Winkel  cd  auf  cb  steht  Zieht  man  die  ge- 
meinschaftliche Sehne  12  dieser  beiden  Kreise  (Taf.  II.  Fig.  1.)  bis 
tu  ihrem  Durchschnittspunkte  f mit  der  Geraden  ab,,  so  ist  die 
Potenz  des  ersten  Kreises  in  Bezug  auf  f:  / 

• •'  ■*  • ■ ’ . *i» 

■ n.»  t.;’ i.-.  ..  • : fl . f2  = fa  . fb j • : •* 

und  die  des  zweiten  Kreises:  • 


folglich 

1 >*•  rj  j/  i 


O.  4 * / I * 


v • 

I » . . , J 


fl  i f2  =r=  fc  . fb ; ' 

. . . • . . « * / 

• " . ( • :s/i  • < )i 

fa  ’4  fb  =s  fc . f b. 


Der  Punkt  f also,  in  welchem  die  Gerade  12  die  Gerade  ab  schnei- 
det, ist  nur  durch  die  Punkte  a,  b,  c,  b bestimmt  und  unabhängig 
von  den  Winkeln  'des  Strahlenbüschels. 

Eben  so  liegen  die  Punkt  a,  b,  3,  4 und  c,  b,  3,  4 in  Kreisen, 
deren  gemeinschaftliche  Sehne  34  die  Gerade  ab  in  einem  Punkte 
f schneiden  wird,  für  welchen  ..  \ rf  , ......  i*  ; . 


I 


/ 


\ 


l 


C\ 


/ 
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: 


folglich 


f 3 . f'4  = f a . f b, 
f3.f4  = fc.fD;  . 

fei . fb  = fc . fb 


ist,  und  der  daher  mit  dem  Punkte  f zusammenfallt,  da  beide  inner- 
halb b und  C liegen. 

Ganz  auf  dieselbe  Weise  ergiebt  sich,  dass  (wegen  der  Kreise 
abl4,  bcl4;  ab23,  bc23)  die  Geraden  14  und  23  sich  auf  der  Gera- 
den ab  in  einem  Punkte  g treffen,  für  welchen 

. ßl  .fl4's=o2.g3s=: 

ga  . gb  = gb  . gc 

l * 4 »•  # . 

ist,  und  der  ebenso  , wie  f nur  durch  die  Punkte  a,  b>  e,  d be- 
stimmt ist. 

- Aus  dem  Obigen  folgt  nun  unmittelbar,  dass  die  Mittel- 
punkte 1,  2,  3,  4 auf  einem  Kreise  liegen,  dessen  Potenz  in 
Bezug  auf  , f gleich  f fl  . fb  =•  fc  . fb«  und  in  Bezug  auf  g gleich 
ga  . gb==gb  . gc  ist,  und  dessen  Mittelpunkt  deshalb  senkrecht  über 
einem  bestimmten  Punkte  e der  Geraden  ab  liegt.  Dieser  Punkt  e 
erhält  seine  Bestimmung  dadurch,  dass  die  Potenz  des  Kreises  in 
Bezug  auf  f gleich  fe . fg,  folglich  in  Bezug  auf  g gleich  ge . gf 
und  m Bezug  auf  e gleich  ef . eg  ist. 

4.  Die  angeführten  Beziehungen  der  Punkte  e,  f,  g ergeben 
auch  noch  andere  Bestimmungen  derselben.  Beschreibt  map  nämlich 
über  (ic  und  bb  als  Durchmessern  zwei  Kreise,  die  sich  in  o schnei- 
den, so  ist  offenbar  wegen  ga  . gb  = gb  . gc  der  Punkt  g ihr  äusse- 
rer Aehnlichkeitspunkt,  und  der  Punkt  f wegen  fa.fb==fc.  fb  ihr 
innerer  Aehnlichkeitspunkt.  Folglich  geht  der  Kreis  über  fg  als 
Durchmesser  ebenfalls  durch  o (er  hat  mit  den  Kreisen  über  ac  und 
bb  eine  gemeinschaftliche  Potenzlinie);  und  es  ist  ’ 

ffl . fb  = fo  . fo,  • • ’ <;  j **  ’ 

ga  . gb  = go  . go.  > / 

Da  nun  die  Potenz  des  Kreises  1234  fa  . fbr=fc  . fg  ist,  so  folgt. 

-■  ••  fe . fö = fo;; fo,  . 

mithin  ist  oe  senkrecht  auf  ab  oder  e liegt  auf  der  gemeinschaftlichen 
Sehne  der  Kreise  über  ac  und  bb.  Deshalb  hat  man  endlich  noch 


ca  . cc  = cb  . cb  (=  eo . co  = cf . eg). 


3 •>;  > f: . jf 


welche  Bestimmung  des  Punktes  e den  obigen  für  die  Punkte  f und 
g ähnlich  ist.  Auch  hat  sich  ergeben , dass  die  Potenz  des  Krei- 
ses 1234  in  Bezug  auf  die  Punkte  e,  f,  g beziehlich  co  . eo,  fo  ; fo, 
go  . go  ist,  so  wie  sie  überhaupt  für  /irgend  einen  Punkt  p der 
Geraden  ab  gleich  po  . po  sein  wird.  . 

5.  Feber  die  in  3.  entwickelten  Lagenbeziehungen  liesse  sich 
noch  viel  Einzelnes  bemerken.  Zieht  man  z.  B.  irgend  einen  Kreis 
1234,  den  angegebenen  Bedingungen  entsprechend,  und  legt  man 
von  g aus  die  beiden  Tangenten  an  denselben,  so  fallen  ojfenbar 
die  Punkte  1 und  4*  in  den  einen  Berührungspunkt  (14)  und  die 
Punkte  2 und  3 in  den  andern  (23)  zusammen,  wo  g(14)=g(23)=go.  - 


/ 
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Dieser  Fall  findet  statt,  wenn  in  dem  (übrigens  immer  projectivi- 
scben)  Strahlenbüschel  abcd  der  Winkel  ab  = cd  ist,  wie  das 
Schema  zeigt.  Die  Punkte  (14)  und  (23),  für  welche  die  vier  Mit- 
telpunkte in  zwei  zusainmcnfallen,  liegen  daher  auf  zwei  Kreisen, 
deren  Mittelpunkte  9 und  f,  und  deren  Halbmesser  beziehlich  90 
und  fo  sind.  Für  den  Durchschnitt  0 dieser  beiden  Kreise  fallen 
alle  vier  Mittelpunkte  in  diesen  einen  zusammen.  U.  s.  w.  Ich  will 
mich  aber  bei  dergleichen  Betrachtungen,  die  aus  dem  Gesagten 
von  seihst  folgen,  nicht  aufhalten. 

6.  Aus  der  Gestaltung  der  Figur  erhellet  nun  auch,  dass  die 
Punkte  1,  2,  3',  4';  1,  2',  3',  4 ebenfalls  in  Kreisen  liegen.  Wen- 
det man.  das  oben  befolgte  Verfahren  z.  B.  auf  die  Punkte  1,  2, 
3',  4'  an,  so  findet  sich,  dass  der  Mittelpunkt  dieses  Kreises  auf 
einer  im  Punkte  g Senkrechten  liegt,  und  dass  die. Geraden  12,  3'4' 
sich  in  f,  dagegen  die  Geraden  13',  24'  sich  in  e schneiden.  U.  s.  w. 

7.  Wenn  das  Gebilde  a,  b,  C,  b nicht  mehr  gegeben  ist,  so 
fallen  auch  alle  unter  3.  aufgestellten  Bedingungen  für  den  Kreis 
1234  weg,  und  es  bleibt  unter  d?n  Punkten  1,  2,  3,  4 nur  die  Be-- 
ziehung  übrig,  dass  sie  auf  einem  Kreise  liegen.  Es  können  dem- 
nach umgekehrt  vier  beliebige  im  Kreise  liegende  Punkte  1,  2,  3,  4 
die  vier  verschiedenen  Lagen  des  Mittelpunkts  eines  Strahlen- 
büschels vorstellen  und  man  kann  aus  ihnen  ein  zugehöriges  Ge- 
bilde a,  b,  c,  b folgendermassen  ableiten. 

• Der  Durchschnittspunkt  von  14  und  23  heisse  g’,  der  von  12 
und  34  heisse  f.  Die  Senkrechte  uus  dem  Mittelpunkte  des  Kreises 
1234  auf  fg  bestimmt  auf  dieser  den  Punkt  e und  auf  dem  über  fg 
als  Durchmesser  beschriebenen  Kreise  den  Punkt  0.  Nun  wähle 
man  auf  fg  den  ersten  Punct  a beliebig;  bestimme  dann  mittelst 
des  rechten  Winkels  aoe  den  Punkt  c und  mittelst  der  Beziehung 
gb  . gc  = go  . go  den  Punkt  b;  der  rechte  Winkel  bob  bestimmt  dann 
den  vierten  Punkt  b.  Da  gb  . gc  = go  . go  ist,  so  wird  auch  ga  . gb 
= go.go;  mithin  ist  g der  äussere  Aehnlichkeitspunkt  der  Kreise 
über  ac  und  bb.  Da  endlich  gof  ein  rechter  Winkel  ist,  so  ist  f 
der  innere  Aebnlichkeitspunkt  und  folglich  fa  . fb  = fc  . fb  = fo  . fo. 
Die  Punkte  n,  b,  c,  b haben  also  die  zufolge  3.  erforderliche  Lage 
in  Bezug  auf  g,  e,  f,  und  folglich  werden  die  Strahlenbüschel  la, 
lb,  lc,  lb;  2b,  2ä,  2b,  2c ; u.  s.  w.  identisch  sein. 

8.  So  viel  über  das  allgemeine  Strahlenbüschel.  Ich  komme 

nun  zu  dem  Fall,  in  welchem  die  Gebilde  harmonisch  sind,  und 
noch  vier  andere  Mittelpunkte  5,  6,  7,  8 existiren.  1 * 

Fürs  Erste  ist  aus  der  zweiten  Hälfte  des  Schemas  klar,  dass 
diese  Mittelpunkte  dieselbe  Beziehung  zu  einander  haben,  als  die 
Mittelpunkte  1,  2,  3,  4.  Sie  werden  daher  in  einem  Kreise  liegen,' 
der  mit  dem  Kreise  1234  di?  Gerade  ab  zur  Linie  der  gleichen 
Potenzen  hat;  und  es  wird  58  und  67  mit  14  und  23  in  g Zusam- 
mentreffen u.  s.  w.  Dass  aber  die  Kreise  1234  und  5678  zu- 
sam menfallen,  soll  im  Folgenden  bewiesen  werden.  > 

Das  Schema  zeigt,  dass  die  Punkte  a,  c,  1,  3',  5',  7 und  a,  c, 
4',  3,  5,  7'  in  Kreisen  liegen.  (Taf.  11.  Fig.  2;)  Diese  Kreise  sind 
einander  gleich  und  haben  nur  eine  symmetrische  Lage  zu  ac.  Fer- 
ner geht  durch  die  Punkte  bbl3'57'  ein  Kreis,  der  also  oberhalb  ac' 
den  ersten  in  1 und  den  zweiten  in  5 schneidet.  Man  verbind? 
den  Punkt  l mit  dem  Punkte  p,  Mitte  von  ac,  durch  eine  Gerade 
' . Tbeil  III.  7 
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pl,  die  den  Kreis  acl'357'  oberhalb  ac  im  Punkte  m und  den  Kreis 
bbl3'57'  zuin  zweiteum&le  im  Punkte  n schneidet.  Dann  hat  man  « 

' , pl . pn  = pb  . pb 

als  Potenz  des  Kreises  bbl3'57'  in 

t 

pl  . pnt  = 

weil  p offenbar  der  innere  Aehnlichkeitspunkt  der  beiden  Kreise 
über  ac  ist.  Nun  ist  aber,  weil  a,  b,  c,  b harmonisch  sind, 

pa  . pa  = pb  . pb, 

folglich  auch. 

pl  ..pm  = pl  . pn.  v 

Es  fällt  daher  m mit  n in  den  einen  Punkt  5 zusammen,  in 
dem  sich  die  beiden  Kreise  acl'337'  und  bbl3'57'  schneiden;  die 
Punkte  p,  1,  5 liegen  auf  einer  Geraden  uud  es  ist 

pl  . p5  = pa  . pa  = po  . po. 

Dies  letzte  Produkt  ist  aber  die  Potenz  des  Kreises  1234  in  Bezug 
auf  p;  folglich  liegt  der  Punkt  5 auf  diesem  Kreise  und 
daher  auch  die  Punkte  6,  7,  8. 

Auf  dieselbe  Art  überzeugt  man  sich  (am  kürzesten  durch  ge- 
hörige Vertauschung  der  Buchstaben  des  Schemas),  dass  auch  die 
Punkte  p,  4,  0;  p,  2,  8;  p,  3,  7;  ferner,  wenn  die  Mitte  von  bb 
mit  q bezeichnet  wird,  q,  1,  7;  q,  2,  6;  q,  3,  5;  q,  4,  8 auf  Ge- 
raden liegen. 

ff.  Es  ist  nun  noch  das  Verhaltet!  der  Punkte  q,  f,  p,  q zu 
einander  zu  ermitteln,  in  denen  sich  die  Verbindungslinien  der  auf 
dem  Kreise  vertheilteu  Mittelpunkte  1,  2,  3 ...  8 zu  vieren  schnei- 
den, um  die  Beziehung  derselben  unabhängig  von  dem  harmoni- 
schen Gebilde  a,  b,  c,  b vollständig  festzustellen. 

Einerseits  ist  das  Strableubiischel  lq,  lp,  lf,  lq  mit  dem  Strali- 
lenbüschel  8q,  8q,  8p,  8f  identisch  und  folglich  auch  projectivisch, 
weil  sich  die  entsprechenden  Strahlen  beziehlieh  in  den  Punkten 
4,  5,  2,  7 des  Kreisumfanges  schneiden  und  deshalb  die  Winkel 
zwischen  je  zwei  Paaren  entsprechender  Strahlen  einander  gleich 
sind.  Andrerseits  ist  dasselbe  Strahleubiischel  lq,  lp,  lf,  lq  mit 
dein  Strahlcnbüschel  8q,  8p,  8f,  8q  projectivisch,  weil  sich  die  ent- 
sprechenden Strahlen  in  den  Punkten  der  Geraden  q,  p,  f,  q schnei- 
den. Folglich  e)  sind  beide  Strahlenbüscbel  harmonisch,  folglich 
auch  die  Punkte  q,  p,  f,  q. 

Diesem  zufolge  ergiebt  sich  eine  neue  Bestimmung  der  Punkte 
q und  f aus  den  gegebenen  harmonischen  a,  b,  c.  b.  Da  nämlich 
pa  . pa  = po  . po  = pb  . pb  ist,  so  berührt  die  Gerade  po  den  Kreis 


°)  ln  der  Abhandlung  des  Herrn  Dr.  Rädeli  (Th.  I.  Nr.  XXIII.)  ist  ge- 
zeigt worden,  dass  wenn  zwei  Gebilde  (Strahlenbüschel  oder  Punkten- 
reihe) <z,  b,  c,  d\  a , b’,  c'y  d projectivisch  sind  und  es  auch  in  der 
Beziehung  «,  b,  c,  d und  d,  c\  b‘  (oder  c',  b\  d)  bleiben,  in 
welcher  ein  zugeordnetes  Paar  b\  d (oder  c ')  vertauscht  worden 

ist,  dann  beide  Gebilde  harmonisch  sind.  Der  Anblick  der  zweiten, 
Hälfte  unsers  Schemas  lehrt,  dass  dies  auch  dann  der  Fall  ist,  wenn  - 
neben  der  Projectivität  von  «,  b,  c,  d und  d,  b\  c\  d noch  die  von 
a,  b,  c,  d und  b\  c,  d,  d (oder  d,  d,  b'y  c)  statthndet. 


Bezug  auf  p,  und 
pa  . pa, 


\ 
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Ober  bb  io  o,  und  steht  mithin  senkrecht  auf  dem  Halbmesser  der* 
selben  qo.  Daher  liegt  der  Mittelpunkt  r des  Kreises  poq  in  der 
Mitte  von,  pq.  Aus  demselben  Grunde  liegt  wegen  des  harmoni- 
schen Gebildes  g,  p,  f,  q, -wenn  die  Mitte  von  gf  mit  f)  bezeichnet 
wird , der  Mittelpunkt  des  Kreises  f)or  in  der  Mitte  von  f)r.  Man 
darf  also  nur  durch  den  Funkt  o und  die  Mitte  r von  pq  einen 
Kreis  ziehen,  dessen  Mittelpunkt  auf  ab  liegt;  dann  bestimmt  der 
andere  Endpunkt  des  Durchmessers  den  Punkt  1).  Der  Kreis  um 
mit  dem  Halbmesser  f)ö  schneidet  dann  in  den  Punkten  g und  f ein. 

]0.  Aus  dem  Gesagten  ersieht  man  leicht,  dass  auf  irgend 
einem  Kreise  nur  vier  von  den  Mittelpunkten  beliebig  angenommen 
werden  dürfen,  dass  aber  dann  jedesmal  die  vier  zugehörigen  be- 
stimmt werden  "können.  Hat  man  z.  B.  aus  den  vier  willkünrlichen 
Punkten  1,  2.  3,  4,  wie  unter  7.,  die  Punkte  g,  c,  f,  ß abgeleitet, 
so  lege  man  von  (Mitte  von  gf)  aus  den  rechten  Winkel  fyor,  der 
den  Punkt  r bestimmt.  Aus  r beschreibe  man  mit  dem  Halbmesser 
ro  einen  Kreis,  der  die  Punkte  p und  q ergeben  wird.  Zieht  man 
nun  die  Geraden  pl,  p2,  p3,  p4.  so  schneiden  diese  den  Kreis 
1234  noch  einmal  in  den  gesuchten  Punkted  5,  6,  7,  8;  und  dann 
liegen  auch  noch  auf  Geraden  die  Punkte  g,  5,  8;  g,  6,  7;  f,  5,  6, 
f,  7,  8;  q,  1,  7,  q,  2,  6;  q,  3,  5;  q,  4,  8.  — Die  harmonischen 
Punkte  a,  b,  c,-  b,  in  Bezug  auf  welche  die  eben  gefundenen  Punkte 
die  verschiedenen  Lagen  des  Mittelpunkts  eines  harmonischen  Strali- 
lenbüschels  bezeichnen,  werden  endlich  mittelst  der  Kreise  um  p 
und  q mit  den  bezüglichen  Halbmessern  po  und  qo  bestimmt, 
w 11.  Da  zwischen  den  Punkten  1 bis  8 inehr  Beziehungen 
stattfinden,  als  zur  Bestimmung  ihrer  gegenseitigen  Abhängigkeit 
erforderlich  sind,  so  bilden  die  überzähligen  Bedingungen  Lehr- 
sätze, die  sich  unabhängig  von  dem  harmonischen  Gebilde  a,  b,  c,  b 
aussprechen  lassen.  Ein  Beispiel  hievon  bietet  die  vorige  Nummer, 
in  der  von  beliebigen  vier  Punkten  im  Kreise  ausgegangen  wurde. 

* Man  kann  aber  uueh  von  den  beliebigen  vier  harmonischen  Punk- 
ten g,  p,  f,  q ausgehen.  Beschreibt  man  nämlich  irgend  einen 
Kreis  von  der  öfters  erwähnten  Beschaffenheit,  so  bestimmen  sich, 
vou  einem  beliebigen  Punkte  1 desselben  ausgehend,  z.  B.  durch 
die  Züge  gl4;  q48;  p82;  q26;  f65;  q53;  p37"der  Reihe  nach  die 
Punkte  4,  8,  2,  6,  5,  3,  7,  deren  Lage  so  beschaffen  .ist,  dass  die. 
Züge  ql7;  g58;  g26;  u.  s.  w.  ebenfalls  geradlinig  sind. 

Ausserdem  lassen  sich  in  der  Figur  noch  viele  geradlinige 
Punktenreihen,  so  wie  Zusammentreffen  von  Struhlen  und  sonstige 
Eigenheiten  nach  weisen,  wrenn  man  gewisse  Theile  der  Figur  ver- 
änderlich sein  lässt.  Ich  fghre  sie  nicht  an,  weil  sie  nicht  von 
Wichtigkeit  zu  sein  scheinen. 
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XVI. 

Uebungs  auf  gaben  für  Schüler. 

% . 


1) 

2) 

3) 

4) 

> 

3) 

6) 

7) 

8) 

9) 

10) 
11) 
12) 

13) 

14) 

15) 

16) 


y)  sin  |(y4-«) 
y)  cos 


Man  soll  die  folgenden  gouiometrischen  Formeln  beweisen, 
sin  a 4-  sin  /?4-sin  y — siu  (a-+-ß-t-y) 

= 4sin  £(a  -+-/?)  sin  i(ß 
cos  « -H  cos  ß -h  cos  y 4-  cos  (« 4-  ß 4~  Y) 

= lcos  -j(«  -1-  ß)  cos  i(ß 
sin  a-+-siu  ß — sin  y-f-sin  (a- \-ß-\~y) 

= 4sin  J(a4-/?)  cos  i{ß-i~y)  cos  4b'“l-a) 
cos  «4- cos  ß — cos  y — cos  (a-t- /?*+“/) 

= 4cos  l{f*-)-ß)  sin  4(0'+'?')  sin  i(j'"ba) 
sin  u -+■  sin  ß -f-  sin  y — sin  («  4-  ß 4-  y) 


r.os  « 4-  cos  ti  -1-  cos  y 4-  cos  (« -+-  ß -f-  y) 

= tang  U“~*-ß)  tan»  1(0 

sin  ft  4- sin  y — sin  («  4-  ß 4-y) 
sin  (a 4-/3  4-y) 

==  tung  i(ß 
cos  y — cos  («  4-  ß 4-  y) 


' v 


sin  cc 

sin  « 4-  siii  ß — sin  y 
cos  « 4-  cos  ß 


y)  tang  4(y4-«) 


y)  tang  \{y  •+-  a) 


cos  « 
sin  « 


COS  («4-1S4-J/) 

= tang  ±(ß  4-  y)  tang  4(y  4-  a) 

sin  r-sm  (•’+f+jj  = taagi{a  + ß) 

cos  ß — cos  y — cos  («  4-  ß 4-  y)  < 0 ' - 


cos  « 4-  cos  ß 4-  cos  y 
sin  «4- sin  ß 


/»-siny-Hsin  (<r  -t-  ß ± y)  _ t 

cos  («4-/3 4-y)  5 


ß) 


cos  « 4-  cos  ß 4-  cos  y ■ 

sin  «4- sin  ß4-sin  (« 4-  ß)  = 4cos  4«  cos  */?  sinv  4(a  4-  ß) 

sin  «4- sin  /?4-sin  (a  — £)  = 4sin  4a  cos  iß  cos  4(a — 0) 

sin  « 4-  sin  /? — sin  (a  4~  ß)  =: '^s*n  4«  siQ  iß  sin  4(®“1-/^) 

sin  «4- sin  ß — sin  (a  — £)  = 4cos  4a  sin  iß  cos  i{a  — ß ) 

cos  «4- cos  ß4-cos  («d=/?)  = . 4cos  Ja  cos  J/S  cos  4(a=h/?)  — 1 
cos  a4-cos  ß —cos  («±/5)=rb4sin  Ja  sin  iß  cos  4-(a±/9)4-l 
sin  (a  — /?)4-sio  (ß — y)4-sin  (y  — «) 

= — 4siu  i{a  — ß)  sin  i(ß  — y)  sin  J(y  — «) 
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17)  cps  (a  — /?)-f-cos  (ß  — ^-f-eos  (/  — a)  ,■  , v. 

' . = 4cos  {(a  — ß)  cos  \(ß  — *y)  cos  ÜY — «) — 1 

18)  sin  (a  -+•  ß)2  sin  (a  — ß)2  = 1 — cos  2 a cos  2/? 

19)  sin  (a-J-/?)3 — sin  (a — ß)2  = sin  2a  sin  2ß 

20)  cos  (a-f-  ß)2  -f-  cos  (a  — ß)2  = 1 Hb  cos  2a  cos  2ß 

21)  cos  (a-t-jC?)*  -^cos  (a  — ß)2  = — sin  2a  sin  2ß 

22)  sin  a3-f-sin  /93-4-sin  (adb(£)3  = 2jl — cos  a cos  ß cos  (adb/?)} 

23)  cos  a*H-cos /?*+sin  (azhzß)2  — 2} Irfcsin  a sin  ß cos  (adtj?)| 

24)  sin  a 2 + sin  ß2  -f-  cos  (a  rt  ß)2  = 1 =p  2sin  a sin  ß cos  (a  dt  /?) 

25)  cos  a3  -f-  cos  ß2  -f-  cos  (a  dt/S)3  = 1-1-  2cos  a cos  /?  cos  (a±/9) 

26)  sin  a3  -f-sin  ß2  — sin  (ad=/$)3  ==p2sin  a sin  /?  cos  (adz/?)  ■ 

27)  cos  a3 cos  ß2 — sin  (adhß)2  =2cos  a cos  ß cos  (adkzß) 

28)  sin  a3  sin  ß2  — cos  (a  rfc  /9)3  = 1 — 2cos  a cos  ß cos  (aztiß) 

29)  cos  a3  -f-  cos  ß2  — cos  (a  d=  ß)2  = 1 dr  2sin  a sin  ß cos  (a  ± /?). 


Man  soll  den  folgenden  geometrischen  Lehrsatz  beweisen,  zu 
welchem  ein  Jeder  sich  die  Figur  leicht  selbst  wird  construiren 
können:1  t • 

E 8 seien  A,  B , C drei  beliebige  Punkte  in  dem  Um- 
fange eines  Kreises.  Zieht  man  nun  durch  diese  drei 
Punkte  Tangenten  an  den  Kreis,  bezeichnet  den  Durch- 
schnittspunkt der  beiden  durch  A und  B gezogenen 
Tangenten  durch  Z>,  verbindet  die  Punkte  C und  D 
durch  die  Linie  CD  mit  einander,  und  zieht  init  der 
durch  den  Punkt  C an  den  Kreis  gezogenen  Tangente 
eine  beliebige  Parallele,  welche  die  von  A und  //  nach 
^gezogenen  Linien  A,C  und  BC  in  Z?und  jF  schneidet; 
so  wird.,  wie  auch  diese  Parallele  gezogen  werden  mag, 
die  Linie  EF  immer  von  der  Linie  CI)  halbirt.  Dieser  . 
von  Chasles  in  dem  Journal  de  Mutbematiq  ucs  public  par 
v Liouvilie.  Juillet.  1842.  p.  272  mitgetheilte  Satz  kunn  Veran- 
lassung zu  verschiedenen  interessanten  Folgerungen  geben,  und 
ist  namentlich  für  die  Theorie  der  stereographischeu  Pröjection  von 
Wichtigkeit. 


•r  \ 

» % , » 

• . , , # \ 

Aufgaben  von  Herrn  Dr.Haedenkamp  zu  Hamm. 

/ - ■* 

1.  Welches  ist  der  Ausdruck  für  das  Pro.dukt  der 
Differenzen  je  zweier  Wurzeln  einer  Gleich ulig  von  ir-  , 
gend  einem  Grade  durch  die  Cocffi cienten? 


Digitized  by  Google 


i 


I 


102 

Bei  einer  Gleichung  vorn  dritten  Grade: 

x*  -f*  #,x3  -+-  flr,x  -+-  at  = 0,  . 

deren  Wurzeln  x,,  x,,  x,  sind,  hat  man  bekanntlich 
(xt— x,)3  (x,  — x,)3  (x2  — x,)3  , 

= («1* — 4ör2)  («.,* — 4«?,«,) + 2»,«,«, — 27<ar,3  ö). 

2.  Welches  ist  ferner  das  Produkt  der  Differenzen 

je  zweier  Wurzeln  dieser  Gleichung: 

' ° . ' 


«i 

at,  — x 


-h 


äfj  — X , flPj  — x • 
hei  welcher  noch 


-f-  . . . ■+* 


an  — X 


=1, 


--f- 


/ 


lieber  Aufgaben  für  Gleichungen  vom  zweiten  Grade. 
Von  dem  Herrn  Conrector  Beyer  am  Gymnasium  zu  Neustettin. 

Die  Bemerkung,,  dass  die  Auflösung  so  vieler  zur  Einübung  der 
Theorie  von  der  .Auflösung  quadratischer  Gleichungen  gegebenen 
Aufgaben,  so  bald  die  Gleichungen  formirt  sind,  ein  rein  mechani- 
sches und  geisttödtendes  Geschäft  wird,  erregte  in  mir  den  Wunsch*, 
solche  Aufgaben  aufzuünden,  deren  Auflösung  wo  möglich  ein  fort- 
gehendes Nachdenken  und  eine  stets  gespannte  Aufmerksamkeit  in 
Anspruch  nähme.  Beim  Suchen  nach  Aufgaben  der  Art  bot  sich 
eine  grosse  Zahl  von  trigonometrischen  dar,  welche  wenigstens 
tbeilweise  dem  beabsichtigten  Zwecke  entsprechen.  Als  beweisen- 
des Beispiel  möge  folgende  dienen: 

Von  welchen  hohlen  und  erhabenen  Winkeln  ist  die 
Cotangente  so  gross  als  das  Doppelte  ihres  Sinus? 

Auflösung.  Der  allgemeine  Ausdruck  für  die  möglichen 
Winkel  sei  x,  so  muss  zufolge  der  Aufgabe  cotgx  = 2sinx  sein. 

Nun  ist  aber  co  tg  x 


cos  x 


folglich  hat  man  auch  c.os  ~ z=z 

ö sin  nr. 


, — . — 2sin  x 

sin  x ° sin  x 

und  daher  cos  x = 2sin  x3.  Um  mit  Hülle  dieser  Gleichung  den 
oder  die  Werthe  von  x zu  linden,  so  muss  sie  in  eine  solche  ver- 
wandelt werden,  in  welcher  nur  eine  trigonometrische  Function 

kann  1/ 1 — sin 


vorkommt.  Zu  dem 


Ende 
substituirt  werden. 


x3  für  cos  x,  oder 
Das  erste  Verfahren  giebt 


1 — cos-x3  für  sin  x 
die  Gleichung  siu  x4-H\sin  x3=4,  also  sin  x^rdbV^ — 4— 17, 


*)  Ich  glaube  in  Betreff  dieser  Aufgabe  auf  die  Abhandlung  Nr.  XXX.  im 
2ten  Theile  des  Archivs,  §.  14  — §.  16.,  verweisen  zu  dürfen.  Die  Ent- 
wickelung eines  völlig  independenten  Ausdrucks,  auf  welchen  Herr  Dr. 
Haedenkamp  seine  Absicht  vorzüglich  gerichtet  zu  haben  scheint,  ist 
allerdings  sehr  zu  wünschen,  und  dieselbe  daher  der  Aufmerksamkeit 
der  Leser  des  Archivs  angelegentlich  zu  empfehlen. 

G. 
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N x > 

das  zweite  aber  cos  ar’-t-^coB  ^=1»  also  cos  x = — 

Da  aber  sin  x keine  imaginaire  Grösse  und  cos  x nicht  <! — 1 

ist,  so  kann  nur  siax==t:\^ — | -f-j\/T7  und  cos  x= — ^+^V//17 

sein.  Nach  der  ersten  von  diesen  beiden  Gleichungen  ergeben  sich 

'>0°  • ">90°  >180° 

vier  Werthe  von  x und  zwar  1)  x^.^q0,  2)  &^igQo,  3)  x^+^Qo' 

die  zweite,  cos  x=z=  — giebt  aber  nur 


> 270° 
4>  * C 360°  ’ 


> 0°  - 270°  *• 

zwei,  nämlich  l).r^gQo  und  2)  und  die  beiden  letzte- 

ren sind  diejenigen,  welche  hier  allein  gebraucht  werden  können, 
da  ja  cotg  x ==: 2sin  x sein  soll,  und  diese  Gleichung  nur  für 

, o°  ">270° 

x^qqo  und  x ^ 360°  stattfiQden  kahn. 

Aebnliche  Aufgaben  lassen  sich  bilden  nach  den  Gleichungen: 

1.  sin  ^r  = 2cos  x • 


2. 

3. 

4. 

5. 


tg  X = cos  X 

sec  x = cotg  x 

cos  x =sr  sin  x2 — cos  x% 

J 

?cos  ^?  = sin  x2 — cos  x*. 


Man  soll  den  folgenden  aus  dem  London,  Edinburgh  and 
Dublin  Philosophical  Magazine.  September  1842."  p.  179 
entlehnten  Sutz  beweisen: 

Wenn  wie  gewöhnlich  «,  b,  c die  den  Spitzen  A,  ß,  C 
eines  sphärischen  Dreiecks  ABC  gegenüberstehenden 
Seiten  dieses  sphärischen  Dreiecks  sind,  von  den  Spit- 
zend, B,  £7  durch  einen  und  denselben  beliebigen  Punkt 
JS  auf  der  Oberfläche  der  Kugel  bis  zu  den  gegenüber- 
stehenden Seiten  a , b,  c die  Bogen  grösster  Kugelkreise 
a,  ß,  y gezogen,  und  die  zwischen  ule  in  Punkte  S und 
den  Seiten  a,  b,  c liegenden  Stücke  dieser  Bogen  durch 
a,  /?,  / bezeichnet  werden,  so  ist  immer 

,sin  a sin  ß 

I — r*  — : — 

“ sm  ß 


'sm  u 


sm 


j - 2 siB  a sin  ß sin  y 

sin  a sin  ß sin  y 


sm 
, sin« 
'sin  a' 
sin  ß 
sin  ß 
sin  y 
sin  y 


:Y 


(1  — ■ cos  a) 
(1  — cos  by 

. i!  ■ ( 

/ I 

(1  — cos  c) 


Die  Seiten  a , b^  c eines  ebenen  Dreiecks  kann  man  sich  als 
im  Verhältniss  zum  Radius  unendlich  kleine  Kreisbogen  denken, 
so  wie  auch  die  von  seinen  Spitzen  At  B,  C durch  einen  beliebi- 


t 


i 
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gen  Punkt  S in  seiner  Ebene  bis  zu  den  gegenüberstehenden  Sei- 
ten /r.  ft,  c gezogenen  geraden  Linien  u.  ß,  y,  und  deren  zwischen 
dem  Punkte  A’  und  den  Seiten  a,  ft,  c liegende  Stücke  a,  (?.  y . 
Unter  dieser  Voraussetzung  bat  man  in  der  vorhergehenden  Glei- 
chung cos  </ = cos  £ = cos  r = 1 ; sin  ct  = «,  sin  ß=ß,  sin  yzrry 
sin  «'  = «',  sin  ß'  = ß',  sin  y'  = y zu  setzen,  und  erhält  aus  der- 
selben dann  sogleich  die  bekannte  Gleichung 

H-^-£+£  = \. 


n 


ß 


, t 's 


XVII. 

Miscellen, 


' In  dem  Cambridge  inathematical  Journal.  Fehruary.  1842.  p.  90 
wird  folgende  Ableitung  der  Neper’scben  Analogieen  mitgethcilt, 
die,  wenn  sie  sieb  auch  schon  anderswo  finden  sollte  ?),  aoeh  je- 
denfalls nicht  so  allgemein  bekannt  zu  sein  scheint,  wTie  sie  ver- 
dient, wobei  ich  indess  nicht  unbemerkt  lassen  will,  dass  mir  im- 
mer der  Weg,  wo  man  zuerst  die  Gaussischen  Gleichungen  bewei- 
set, und  aus  denselben  dann  die  Neper’sclie  ableitet,  welches  sehr 
leicht  geschehen  kann,  wesentliche  Vorzüge  zu  ha1»en  scheint. 

Wenn,  wie  gewöhnlich,  2*  = n -f-  ft  -+-  c gesetzt  wird,  so  ist 
bekanntlich,  wie  man  in  jedem  Lebrbucbe  der  sphärischen  Trigono- 
metrie findet,  ''  : ‘ ! • As  X.  a<.s 

l " 1 i - 1 i ' ' •»  |;  i;  ’A  / 

tans  7 - c\ 

° * sin  s sin  (j  — a) 

taügiß‘  = !‘''nU-a)sin(‘~c, 


l » 


(i  •;  ■(  t t ^ 
• : V . > • 


also 


sin  8 sin  (jr  — ft)  ’ 

sin  (s  — d)  sin  {s  — b) 

tang  IC 2 = ^ — — ■ - 

02  ■ sin  8 sin  (8  — c)  ’ 

tang  iA’  taog  iß’  = j S'"^~  j *, 

tang  tang  ±C*  = ^ ^ ^ 


sin  8 


tang  \Br  tang  \C'  = 1 -"Jj”  **  * * 


*)  ln  den  mir  zu  Gebote  stehenden  Schriften  finde  ich  dieselbe  nirgends. 
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• ■ • • 

Weil  nuo  ferner  bekanntlich 

■ OS  j^  = sin,7(*-a). 

* sin  b sin  c 

sin  s sin  ($  — b) 


M. 


i > 


cos  IB 2 = 


sin  a sin  c 


, sin  s sm  (s  — c)  • ' 

C0S4Ca= : t . 

3 sin  ö sin  « . , 

• * * 1 * ^ x 

ist,  uml  die  Grössen  sin  a,  sin  b,  sin  c unter  der  Voraussetzung, 
dass  alle  Seiten  und  Winkel  des  sphärischen  Dreiecks  kleiner  als 
180°  sind,  sämintich  positiv  sind;  so  haben  die  Grössen  sin 
sin  (#  — a),  sin  (#— ■ b),  pin  (s  — c)  öffenbar  alle  gleiche  Vorzeichen, 
und  die  Brüche 

sin  (*  — c)  sin  (s  — b)  sin  (s  — a ) 


sin  s 


sm  s 


sin  s 


sind  daher  sämmtlicb  positiv.  Also  ist  nach  dem  Obigen , weil  die 
Grössen  tang  £Aj  tang  %B,  tang  \C  unter  der  in  Rede  stehenden 
Voraussetzung  sämmtlich  positiv  sind, 

tang^  tang  = 
tang  tang 

. * \ • , * 

• , t » /il,i  # % 

i . „ , ' . sm  (#-«) 

~ lang  iJ3  tang  -J  C=  — . 

Folglich  ist,  wie  man  hieraus  leicht' findet, 

> • : , ^ ; » 

(tang  j- A db  tang  {ff)  tang  \C sin‘(s  — b)  =fe; sin  (t  — a)  ' I 

J =F  tang  -\A  tang  $B  sin  *=Fsin  (s  — c)  * * 

> . (tang  \A  =fc  tang  \C)  tang  \B sin  (s  — c)  =t=  sin  js  — a) 

1 =f=  tang  \A  tang  ±C  sin  #=psin  (s  — b)  9 

(taUg  \B  db  tang  jC)  tang  %A sin  {s  — c)d=sin  (g — b) 

1 =f  tang  '\B  tang  \C  • •_  sin  j^=sin  (*_«)  i ’• 

i » , 

d.  i.  nach  einigen  bekannten  goniometrischen  Formeln: 


* 


tuug  \(Adh.B)  tang  {Cz=z 


cos 

sin 


COS 

sin 


\\{°A-b)\ 


tang  \{A  rb  C)  tang  £B  = 


cos,,,  V» 

4(«  — c)\ 


sin 


t i. 


cos 

sin 


{£(«-+- c)j 


~ < 


cos 


tang  ±(B  ± C)  tang  $A  = 


sin 


rw*  - «)i 


cos. 


■ . s,oli<*H-c)t 

' \ 

welches  die  erste  Klasse  der  Neper’schen  Analogieen  ist. 
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Setzt  man  ferner  wie  gewöhnlich  “2S  =s  A -fr*  B -fr-  so  *st 
bekanntlich 


COS  S COS  (iS  — - A) 

tang  — - CüS  {S-H)  cos  {JS -Ü? 

cos  S cos  (S  — B) 

lang  4**=  — C05  __  cos  (Ä  — f)’ 

1 * COS  S COS  (iS  — C ) 

tang  ±c*  ==  — CQS  ^ _^)  cos  ZI  tf)’ 


und  folglich 


. , . ( cos  S ( 1 

tang  *«3  tang  \b'  = j cos  (iS~ > 

I COS  iS 

tang  4<r*  tang 


I COS  (iS ß)  I ’ 

j cos  S ) 3 
taDg  \i'  tüDg  *«*  = |CM  (A-_3)i  • 


'Weil  nun 


(iS  — A) 

cos  S cos  (iS  — A) 
sin  B sin  C ’ 
, , cos  8 cos  (iS  — B) 

am  *«’  = «in  4 »in ~ir~’ 


aiD  i «*  = sin  ß »in  C ’ 


COS  iS  COS  (iS  — C) 
sin  ^ — — ' «in  A sin  B 

ist,  und  die  Grössen  sin  A , sin  /?,  sin  C'  unter  der  gemachten 
Voraussetzung  sämmtlich  positiv  sind;  so  haben  cos  ( S A ), 
cos  ( S — JB ),  cos  (B — C)  offenbar  sämmtlich  mit  cos  S entgegen- 
gesetztes Vorzeichen,  die  Brüche 

COS  S COS  S COS  iS  ( , 

• cos  {s  — cy  cos  (S  — ß?  cos  (iS  — A) 

sind  daher  alle  negativ,  und  nach  dem  Obigen  ist  folglich,  weil  die 
Grössen  tang  •*«,  tu og  {b,  taug  sämmtlich  positiv  sind, 

COS  iS 


woraus  sich  unmittelbar 

cot  \a  cot 


~ cos  (iS  - cy 

cos  i S 

c zzz  - 

cos  (,S  — By 

cos  S 

\C 

COS  (iS Ay 

1 

cos  {8  — C) 

cos  S 

cos  ( iS  - B) 

cos  S ’ 

J . COS  (iS  — A) 

J-cot  \b  cot  £c  = cos  Ä ' 

srgiebt.  Folglich  ist  auf  ähnliche  Art  wie  obeu 


Digilized  by  Google 


/ 


107 


(cot  4a=*=cot  \b)  cot  jg cos  (S  — B)  db  cos  (S  — A) 

, lqFcot  \a  cot  \b  cos  «Sdfccos  {S  — C)  ’ 

(cot  ladbcot  .je)  cot  cos  (S  — C)  db  cos  (S  — A) 

1 =F  cot  \a  cot  \c  cos  S db  cos  (S  — B) 

(cot  \b  dir  cot  fo)  cot  ^ a cos  (8  — C)=fccos  ( S — B ) 

1 cot  cot  \c 

- : r 'll  h ■■  . ' : r . , - . * 

woraus  leicht 


cos  Sd=  cos  (S-A) 


cos 


tang  l(adL6)  cot  ±c  = - 


sin 


cos, 


•.)  . ■» 


tang  |(adbc)  cot 


\\(4  + JD\ 

, i 

slnUM-C)l 


sin 

cos 


cos , 


tang  $(&dzc)  cot  ja  = 


U(Jt+C)l 
smli(ß-C)l 


sin 

cos 


V* 


COS 


sin 


\l(B+C)\ 


erhalten  wird,  welches  die  zweite  Klasse  der  Neper’scben  Analo- 
gieen  ist.  ’ • ' ..*•*'  . • / - ' 

* . G. 


I 


• » •;  u 


» i ( / 

Unter  den  verschiedenen  Methoden  der  Polhöhenbestitnuiung 
wendet  der  Seemann  bei  Weitem  am  Häutigsten  die  Beobachtung 
der  Sonne  im  Mittage  an.  Zu  dem  Ende  findet  er  sich  jeden  Tag, 
wo  ihm  der  Zustand  der  Atmosphäre  eine  gute  Beobachtung  ver- 
spricht, mit  seinem  Sextanten  auf  dem  Verdecke  ein,  und  verfolgt 
die  Sonne,  bis  sie  io  ihrer  Höhe  stationär  gewordeu;  in  diesem 
Momente  stellt  er  scharf  ein,  lässt  vob  nun  au  die  Alhidade  unbe-  . 
rührt,  überzeugt  sich  allenfalls  durch  das  bald  darauf  erfolgende 
Sinken  der  Sonne,  oder  Einschneiden  ihres  Bildes  in  die  Linie  des 
Meereshorizontes  von  dem  Vorübersein  des  Mittags,  und  was  sein 
Instrument  dann  angieht,  gilt  ihm  für  die  Meridianböhe  der  Sonne. 

Dieses  fust  zu  praktische  Verfuhren  erfordert  ein  sehr  häufiges, 
in  der  Nähe  der  Culminntion  wegen  der  geringen  Höheuänderung 
für  das  Auge  ausserst  anstrengendes  Einstellen,  und  lässt,  wie  es 
in  der  Natur  der  Sache  liegt,  stets  eine  Ungewissheit  von  einigen 
Minuten  über  die  Zeit  des  Mittags  oder  desjenigen  Moments,  in 
welchem  die  Beobachtung  eigentlich  hätte  angestellt  werden  müssen; 
in  der  That  wird  jeder  Astronom,  der  im  Vereine  mit  anderen  an 
Bord  beobachtete,  sich  der  kleinen  Streitigkeiten  erinnern,  die  sich 
immer  darüber  erheben,  ob  die  Sonne  noch  im  Steigen,  oder  sta- 
tionär, oder  wohl  gar  schon  im  Sinken  begriffen  sei. 

lu  dem  ersten  Bande  der  neuen  Folge  der  Annalen 
der>  k.  k.  Sternwarte  in  Wien.  Wien,  1841.  S.  XLIX  bat 


‘l 
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Herr  Adjunct  Dr»  C.  L v.  Littrow  ein  Verfahren-  angegeben, 
welches  bei  hinreichender  Einfachheit  und  Leichtigkeit  uns  wohl 
geeignet  scheint,  die  obige  Methode  der  Breitenbestimmung  zur 
See  zu  grösserer  Genauigkeit  zu  erheben,  und  daher  jedenfalls  all* 
gemeiner  bekannt  zu  werden  verdient,  weshalb  wir  im  Folgenden 
unsern  Lesern  das  Wesentliche  desselben  mittheilen  wollen,  wozu 
wir  auch  durin  eine  besondere  Veranlassung  linden,  dass,  wie  wir 
glauben , wohl  auch  Mancher  auf  dem  Lande  dieses  einfache  Ver- 
fahren zur  näherungsweisen  Bestimmung  seiner  Breite1  geeignet 
finden  und  in  Anwendung  bringen  wird. 

Zwei  auf  den  Mittelpunkt  der  Erde  bezogene  Höhen  des  Mit- 
telpunkts der  Sonne  seieu  A,  h'  \ die  entsprechenden  Stunden  Win- 
kel und  Declinationen  der  Sonne  seien  ff,  a'  und  d,  d';  so  hat  man, 
wenn  y die  Polhöhe  bezeichnet,  die  beiden  folgenden  in  völliger 
Allgemeinheit  geltenden  Gleichungen: 

sin  h = sin  d sin  y-fr-  cos  d cos  y cos  ff 

sin  //  = sin  cP  sin  y-f-cos  d'  cos  y cos  ff'J 

Zieht  man  die  zweite  Gleichung  von  der  ersten  ab,  so  erhält  man 

» t • 

sin  ft — sin  4'  = (sin  d — sin  d')  sin  y 

■ 4- (cos  d cos  ff — cos  d'  cos  cf)  cos  y. 

Es  ist  aber 

sin  h — sin  A'  = 2sin  ±(fi — ff)  cos  l(fi-\-Ar). 
sin  d — sin  cP  = 2sin  {(d — d*)  cos  -*(d4-cP) 
und  ' - 

cos  d cos  ff — cos  cP  cos  <? 

t s 

. = cos  d cos  ff — cos  | d —4—  (d'  — d)j  cos  cf  > 

= cos  {d'4-(d — d')}  cos  ff  — cos  d'  cos  cf  . - 

= cos  d eos  ff  — {cos  d cos  (cP — d)  — sin  d sin  (cP  — d)}  cos  cf 
= {cos  cP  eos  (d — cP) — sin  d'  sin  (d — d')j  cos  ff — cos  cP  cos  cf 
' = cos  d cos  ff — {cos  d — 2sin  4(d' — d)  sin  * (d7  — |—  dj ^ cos  ff' 

= {cos  cP — 2sin  4(d — d')  sin  J(d4-d')j  cos  ff — cos  cP  cos  cf 
= cos  d (cos  ff — cos  cf)4-*2sin  4(d' — d)  sin  £(d'4-d)  cos  cf 
= cos  d'  (cos  ff — cos  cf) — 2sin  4(d — cP)  sin  ^(d-f-d')  cos  ff 
' sss  — 2cos  d sin  {(<r — cf)  sin  ^(ff-f-tf) 

. — 2sin  4(d — cP)  sin  •i(d-f-d')  cos  cf  , 

= — 2cos  cP  sin  4(0" — sin  4(<*4-<f)  ! 

— 2sin  4(d — d”)  sin  -^(d  — |—  <T)  cos  ff. 

Also  ist  nach  dem  Obigen 

sin  \{fi  — ff)  cos  {(fi-+-ff) 

9 * » . 4 

= — cos  d sin  £(ff — (f)  sin  l(o-hcf)  cos  .y 

4- sin  4(d — (P)  {cos  4(d4-cf)  sin  y — sin  ^(d-f-d')  cos  <f  cos  yj 
oder  • • 
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sin  — fi’)  cos  £(4-b4r) 

= — cos  & sin  sin  .■|(ff-b<*')  cos  y, 

-b  i\n  £(<f — <P)  |cos  4(^Hh<^)  sin  (p — sin  {•(<J-b<P)  cos  <*  cos  9>|». 
folglich  - . , 

_.  . rrl^  s»o  ¥.* — h')  cos  #h+hy 

™ • sjn  — ff)  • cos  ^ cos  ,p 

sin  ^(d1 — ö‘)  cos  K<4*n  sin  <p — sin  ^(cf-f-cT)  cos  & cos  y 
* sin  i(ff—  <f)  . . cos  cf  cos.  ® 

* * » ' , ( 9 v 

. x(/r,^\ sin  ^(4  — 4')  cos  \{h  + h') 

' sin  ^(<r — <f)  * cos  cf  cos  tp  n 

sin  a(cf— cT)  cos  ^(<f-HH  sin  y—sin  ^Qf-Hf')  cos  ff  cos  y 
sin  $(<r— &)  * cos  cP  cos  <p 

Bei  der  Sonne  ist  nun  der  absolute  Werth  des  Bruchs 

, > ’•  sin  l(cf-cT)  ; 

sin  £(ff  — &)  , . 

immer  eine  sehr  kleine  Grösse,  wovon  man  sich  leicht  aus  den 
Epliemeriden  überzeugen  kann,  und  man  kann  also  näherungsweise, 
aber  ohne  merklichen  Fehler, 

sin  ■;(g  + ff0  = -si'1  «*-*>.  cos  f + /‘,)....2) 

. av  1 / sin  — a ) ■ cos  cf  cos  <p 


oder  auch 


sin  \{h  — 4')  cos  $(A  -f-  4') 


1 • > 


sin  i(0  + ^)  = — T V/l-  Zi  • ^ ^ J 3); 

2V  J s sin  £(ff — <f)  cos  eF  cos  <p  * ' ’ 


und,  wenn  die  absoluten  Wertbc  von  h — h‘  und  G — <F  sehr  klein 
sind,  auch  näherungsweise 

• 1 ✓ _ . 4 — 4 > cos  -4(4  — f—  4 ) ,1  • 1 • 

av  ' • a — cF  cos  <f  cos  <p  7 • ; 

oder  auch  . . . . . •’>  - >'•  ; ‘ 

x N 

1 1 - ■ ^ 4 cos  £(4-b4)  ' Kv 

sin  viff  ■ |“"  (y  I — - •“  ■ / • • v 51 

7 c — er  \ cos  d cos  <f>  9 

setzen.  ./ 

Bezeichnet  jetzt  (p'  einen  genäherten  Werth  der  Polhöhe  9p,  und 
setzen  wir  9 = 9'  “HAüp';  so  *st 

» * . •'  ' • - , 

cos  9=:  cos  9'  cos  A$p'  — sin  9p'  sin  ^tp’ 

1 % • ,1  4 / " ^ ’ * • ’ • * 

= cos  (p\l — 2sin  ^9p/3)  — 2sin  9p'  sin  |ASPf  cos  iAv' 

= cos  9' — 2sin  -|A<P'  sin  (y'-biA 9h 
und  folglich 

• ,/  ••  \ 
sin  ^(<r-b(T)  = 


t.  : -i  *.  " 

> cos  i(4-b4') 


oder 


er— » er'  * cos  cf j cos  <p’  — 2sin  sin  (y' -b ^Ay') I 


4-4' 


- ! 


sin  1fg  + ojl  = --~"  . . Jl  . - cos  4(4 -b 4')  ■ 

^ P,  , er  — <f  /cos  d'Jcos  <p’  — 2sin^Ay'  sin  (y  +!A9>')i 
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alsd,  weil  die  absoluten  Werthe  von 

\ , « 

. 2(ff — <f ) cos  ö sin  \(±<p'  sin  (<jp' “H -sAy7) 


oder 


2(ff — <f)  cos  ft  sin  {AüP7  8*n  (S^  + tAsp) 


als  Grössen  der  zweiten  Ordnung  offenbar  sehr  klein  sind,  nähe- 
rungsweise  , 


oder 


tf  . A — A'  cos{(A-+-A') 

sin  {(ff -f-ö')  = j-  — / 6) 

21  7 g — c cos  o cos  tp  7 


x,  ...  A — A'  cos  {(A-4-Ä') 

sin  {(ff -f-  0')  = — - — - . y— - — ; ....  7) 

2V  7 G — G COS  O COS  <f>  7 


Von  diesen  Formeln  lässt  sich  nun  die  folgende  Anwendung  machen. 

Man  nehme  etwa  eine  halbe  Stunde  vor  Mittag  zwei  Höhen 
der  Sonne,  und  bemerke  natürlich  die  entsprechenden  Ubrzeiten,  so 
bat  man  den  Bruch 


h — ti 
g-<T 


und  kann  nun  mittelst  der  aus  den  Ephemeriden  zu  entnehmenden 
Declination  S der  Sonne  an  dem  Tage,  wo  die  Beobachtung  ange- 
stellt wird,  und  der  genäherten  Polhöhe  tpr  nach  der  Formel 


8) 


, . A — A'  cos  {(A-+-A') 

sin  {(ff  -4-  ff*)  = — - — - . r . . 

die  Grösse  {(ff-4-ff')  berechnen,  welche  in  Verbindung  mit  der  be- 
kannten Grösse  ^{<f — ff')  zu  der  Kenntniss  von  ff  und  ff'  führt, 
woraus  man  dann  ferner  die  Zeit  des  Mittags,  d.  h.  das  Zeitmo- 
ment, wo  man  die  Höhe  der  Sonne  messen  muss,  um  ihre  Meridian- 
höbe zu  erhalten,  im  Voraus  berechnen  kann.  Bestimmt  man  nun 
zu  dieser  Zeit  die  Höhe  H des  Mittelpunkts  der  Sonne,  so  ist 

<p  = — h 90°  oder  <p  = ö -4-  h — 90° 9) 

jenachdem  grösser  oder  kleiner  als  <4  ist. 

Alle  gemessene  Höben  müssen  natürlich,  bevor  sie  in  die  Rechnung 
eingeführt  werden,  wegen  Collimutionsfehier,  Refraction,  Halbmes- 
ser der  Sonne  und  Parallaxe  gehörig  corrigirt  werden,  um,  wie  es 
erlorderlich  ist,  die  auf  den  Mittelpunkt  der  Erde  bezogenen 
Höhen  des  Mittelpunkts  der  Sonne  zu  erhalten,  da  auf  diese 
beiden  Puukte  sich  auch  die  in  den  Ephetnerideu  angegebenen 
Declinationen  der  Sonne  beziehen,  was  aus  den  ersten  Ele- 
menten der  praktischen  Astronomie  hier  als  bekunnt  vorausgesetzt 
werden  kann.  Bezeichnet  p die  sogenannte  Horizontalparallaxe 
der  Sonne  unter  dem  Aequator  und  h die  gemessene  Höbe  des 
Mittelpunkts  der  Sonne,  so  (indet  man  die  Hönenparallaxe , welche 
bekanntlich  zu  der  gemessenen  Höhe  h addirt  werden  muss,  mit- 
telst des  bekannten  Ausdrucks  p cos  h für  den  vorliegenden  Zweck 
hinreichend  genau. 

Gestattet  man  sich  noch  einige  kleine  Vernachlässigungen,  so 
kann  man  die  Formel  8)  noch  etwas  bequemer  zur  Rechnung  auch 
auf  folgende  Art  ausdrücken.  ''■Weil  nämlich  h und  ft  immer  nur 


\ 
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sehr  wenig  von  einander  verschieden  sein  werden,  so  kann  man 
näherungsweise  h für  {(h-\-h’)  setzen,  wodurch  die  Formel  8)  fol- 
gende Gestalt  erhält:  ■>  ....  • • 


• h — K cos  h 

S1D  {(<r-H<7')  = -r,— 


....  10) 


■<f  V COS  (f  COS  (f 

Endlich  ist  aber  auch,  wenn  man  im  Folgenden  immer  die  obern 
oder  untern  Zeichen  nimmt,  jenachdem  y'  grösser  oder  kleiner  als 
ö ist,  näherungsweise  . . , ' 

h = db  {ß  — y;)  + 90°, 

uud  folglich  cos  A = :^=sin  (<f — y '),  also  nach  der  Gleichung  10) 


• ,/^  ’.  ^ i h~ K sin  (d1— <f') 

sin  4(0-f-  <T)  = ± 7-5  • 5 ; ....  11) 

11  . 1 <r  — <r  cos  d cos  y ' 


oder 


.Pi 


sin  -j((y -f-  (T7)  = db  (tang  J — tang  <pr)  . . . 12). 


So  einfach  diese  Formeln  auch  sind,  so  kann  man  sich  die 
Rechnung  nach  denselben  doch  noch  beträchtlich  durch  Tafeln  er- 
leichtern. Nimmt  man  nämlich,  was  immer  in  der  Macht  des  Beob- 
achters steht,  die  Zwischenzeit  zwischen  den  beiden  vor  Mittage 
anzustellenden  Beobachtungen  constant,  etwa  5 Minuten,  und  drückt 
den  absoluten  Werth  der  Differenz  der  beiden  Höben,  welchen  wir 
durch  dh  bezeichnen  wollen,  immer  in  Bogensecunden  aus;  so  ist 


sin  4 (o-t-o*)  = =*=<///  . *'n  *3) 

a v 1 — 4500  >cos  cf  cos  y 1 


oder 


sin  4(0’-+-  G*)  = =#=  dh 


tang  y*  — tang  cf 

4500  •••• 1*‘# 


Bringt  man  nun  den  Logarithmus  der  Grösse 


i i 


A = 


sin  (< f / — d) 


tang  y*  — tang  cf 

4500  # V * 


4500  cos  d cos  y' 

wobei  wir  jetzt  y ' grösser  als  d annehmen  wollten , in  eine  Ta- 
fel, deren  Argumente  die  Polhöhe  und  die  Declination  sind, 
und  besitzt  eiue  zweite  Tafel,  welche  aus  dem  Logarithmus  des 
Sinus  eines  Bogens  unmittelbar  diesen  Bogen  in  Zeit  ausgedrückt 
giebt,  so’  kommt  die  ganze  Berechnung  .der  Formel  13)  oder  14) 
auf  das  Aufschlagen  des  Logarithmus  von  dh  und  seine  Addi- 
tion zu  dem  uus  der  ersten  Tafel  zu  nehmenden  log  A hinaus.  Auf 
S.  LVII — LIX  a.  a.  0.  hat  Herr  von  Littrow  zwei  solche  Tafeln 
beispielsweise  mitgetheilt,  die  erste  für  die  Gränzen  des  mittellän- 
dischen Meeres,  die  zweite  für  Stundenwinkel,  die  eine  halbe  Stunde 
nicht  übersteigen,  und  sagt,  dass  die  oben  ihren  Grundzügen  nach 
entwickelte  Methode  der  Polhöhenbestimmung  sich  in, der  Praxis 
schon  bewährt  habe,  bei  Beobachtungen,  die  ein  ausgezeichneter 
Offizier  der  österreichischen  Marine,  Herr  Linienschilfs -Fähnrich 
Bucchia  angestellt  und  nach  dieser  Methode  berechnet,  sich  auch 
dadurch  bewogen  gefunden  .hat,  dieselbe  zu  seinem  eigenen  Ge- 
brauche.für  immer  anzunehmen*  Herr  von  Littrow  fügt  noch 


Digitized  by  Google 


112 


hinzu,  dass  die  nach  der  obigen  Methode  näberungsweise  gefun- 
dene Ubrzeit  des  Mittags,  verglichen  ;mit  der  bekannten  Uhrzeit 
des  Mittags  für  den  letzten  Ort,  wo  man  eine  genaue  Längenbe- 
stimmung vornahm,  zu  einer  beiläufigen  Länge  des  Beobachtungs- 
orts,  und  dadurch  auch  zu  der  Kenntniss  der  Epoche,  für  welche 
man  aus  den  Ephemeriden  die  Dcclination  der  Sonne  zu  nehmeu 
hat,"  führe.  Hierüber,  so  wie  über  die  weitere  Entwickelung  der 
obigen  Methode  überhaupt,  muss  man  aber  den  lesenswerthen  Auf- 
satz des  Herrn  von  Littrow  a.  a.  0.  selbst  nachsehen.  .. 

G. 


■ { 


ll  y a aujourd’hui  ä 1’ Institut  Polytechnique  de  Londres  une 
machine  dlectrique  qui  est  probahlement  la  plus  puissante  que  l’on 
connaisse.  Le  diametre  du  plateau  de  verre  est  de  7 pieds,  celui 
du  conducteur  de  4 pieds.  La  resistance  du  plateau  contre  les 
frotteurs  est  teile  qu’une  muchine  a vapeur  est  employde  ä le  faire 
tourner.  Quuud  lu  macbine  est  fortement  cbargee,  une  e'tincelle 
traverse  facilement  uu  livre  epais.  La  puissauce  d’une  teile  muchine 
offre  un  vaste  charnp  aux  expdriences  de  pbysique,  et  Ton  doit  en 
attcndre  d’interessantes  ddcouvertes.  ' 

On  connait  nombre  d’exemples  de  pluies  jaunätres,  dont  on 
sait  que  la  mutiere  colorante  n’est  autre  cliose  que  le  pollen  des 
arbres,  principalement  des  Pins.  Ces  pluies  ont  lieu  le  plus  fre- 
quemment  dans  les  mois  de  mai  et  juin,  mais  elles  arrivent  ordi- 
nairement  apres  des  orages.  Nous  apprenons  qu’au  mois  de  mai 
1841  il  en  est  torabe  une  a Picton  (Etats- Unis)  pendaiit  une  nuit 
sereine  que  n’avait  prdeddee  aucun  oruge.  Elle  consistait  en  une 
poussiere  jaune  qui  fut  recueillie,  en  gründe  quantitd,  ä bord  d’un 
vaisseau  dans  le  port.  Exaininde  ä Paide  de  puissants  microscopes, 
par  M.  J.  W.  Bailey,  eile  a dtd  reconnue  pour  dtre  entierement 
composde  de  pollen  de  Pin.  Une  autre  poussiere,  egalcment  tom- 
hee  ä Troy,  en  mai,  et  qu’on  avait  cru  dtre  des  sporules  de  Lyco- 
podes,  a dte  reconnue  aussi  pour  du  pollen  de  Pin.  L’analyse 
chimique  en  a dtd  faitc  par  M.  Blake,  qui  en  a retird,  par  la  disso- 
lution,  du  nitrogene  et  de  Panunoniaque;  l’acide  hydrochlorique  et 
Pincineration  ont  donnd  pour  rdsidu  une  gründe  quuntitd  de  plios- 
pbate  de  ebaux. 

(Plnstitut.  Nr.  439.  26.  Mai  1842.) 


, B e r i c b t i g u n g. 

In  der  vierten  der  Formeln  10)  auf  Seite  46  und  in  der  vierten  der 
Formeln  11)  auf  Seite  48  ist  ( — l)*» — i statt  ( — l)n  zu  setzen. 
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XVIII. 

• .«  I • ' ■ - . • 1 

Vorschläge  zur  Vermeidung  einiger  fehlerhaf- 
ten Ausdrücke,  in  den  mathematischen  Lehr- 
büchern. '• 

; I , . . 5 

Von  dem  • •' 


Herrn  Conrector  Beyer1 

am  Gymnasium  zu  Neustettin.  . 


- • . : • - . . . , • • 

Wahrscheinlich  möchte  ‘wohl  schon  von  allen  Lehrern  der  Ma- 
thematik bei  nicht  wenigen  Schülern  die  Erfahrung  gemacht  sein, 
dass  sie  Producte  von  zwei  gleich,  .oder  ungleich  benannten  Zahlen 
* bilden,  wenn  ihnen  auch  hei  der  Multiplication  gründlich  ouseinau- 
dergesetzt  worden  ist,  dass  der  Multiplicotor  als  Summandcnzähler 
nie  benannt  sein  könne.  Worin  liegt  nun  der  Grund  hievon? 

Ohne  Zweifel  in  dem  fehlerhaften  Ausdruck  so  mancher  mathemati- 
v sehen  Regeln  und  darin,  dass  man  sich  bei  vielen  geometrischeu 
Beweisen  die  Multiplication  von  zwei  Linien,  von  Linien  und  ebe- 
nen Figuren  und  dergleichen  erlaubt.  Möge  hier  die  Erinnerung 
an  die  allgemeine  Anwendung  des  nur  von  der  geometrischen  Zuh- 
lenproportion  geltenden  Satzes,  nach  welchem  das  Product  der  in- 
nern  Glieder  gleich  dem  der  äusseren  ist,  und  nn  die  Inhaltsbe-  ' 
Stimmung  der  geometrischen  Figuren  genügen,  bei  welcher  nur  zu 
häutig  von  dem  Producte  der  Grundlinie  oder  Grundfläche  und  der 
Höhe  die  Rede  ist.  Enthalten  nun  die  Lehrbücher  in  ihren  Lehr- 
sätzen solche  unrichtige  Angaben,  so  können  die  in  Anmerkungen 
etwa -gegebenen  Regeln,  dass  statt  der  benannten  Zahlen  und  stc. 
tigen  Grössen  eigentlich  blosse  Zahlen  zu  denken  seieu,  nach 
unsern  Erfahrungen-  vor  irrigen  Auffasstingen  nicht  genügend 
schützen,  da  ihr  Inhalt  von  den  Schülern  gewöhnlich  als  weniger 
wichtig  betrachtet  wird.  Jene  Fehler  lassen  sich  aber  leicht  und 
' ohne  grosse  Weitläufigkeit  vermeiden. 

Für  die  auf  einfache  Proportionen  sich  gründenden  Rechnun- 
gen reicht  die  Regel  ans,  dass  vor  der  wirklichen  Berechnung  des 
zu  bestimmenden  Gliedes  dus  Verhältnis  mit  den  bekannten  Gliedern 
in  ein  Verhältnis  uubeuanutcr  Zahlen  verwandelt,  also  z.  B.  statt 
Tlieil  III.  • . ' '8 
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a Pfd. : £Pfd.  = cSgr. : ^rSgr.  die  Proportion  a : b = cSgr  : .2?  Sgr. 

b • c 

gebildet  werden  müsse,  aus  welcher  x Sgr.  = -1—  Sgr.  als  der 

Werth  von  b Pfd.  sofort  hervorgeht. 

Bei  den  mit  Hülfe  der  Zusammensetzung  von  Verhältnissen 
auszuführeuden  Rechnungen  müssen  aber  zunächst  alle  Verhältnisse 
lauter  unhenannte  Zahlen  enthalten,  und  es  ist  erst  in  der  durch 
die  Zusammensetzung  entstandenen  Proportion  in  dem  Verhältnisse, 
welches  die  unbekannte  Zahl  euthält,  die  erforderliche  Benennung 
. hinzuzufügen. 

Für  die  Auflösung  von  Gleichungen  ist,  wenn  anders  Aufga- 
ben mit  benannten  Zahlen  gegeben  sind,  nach  der  Bildung  der 
Gleichungen  die  Weglassung  der  Benennungen  zu  empfehlen , wel- 
che so  lange  fehlen  können,  bis  die  Unbekannten  berechnet  sind. 

ln  der  Geometrie  ist  es  bei  der  Inhaltsbestimmung,  so  wie  bei 
der  Berechnung  unbekannter  Grössen  aus  gegebenen  zu  tadeln, 
wenn  für  die  räumlichen  Grössen  allgemeine  Zeichen,'  wie  ff,  h,  r, 
p,  k u.  s.  w.  eingeführt,  und  solche  bald  als  benannte,  bald  als 
unbenannte  Zahlen,  wie.  z.  B.  in  der  Formel  f=r*7i  gebraucht 
werden.  Um  diesen  Fehler  zu  vermeiden,  ist  es  angemessen.,  hier 
eine  bestimmte  Benennung  z.  B.  Fuss  als  allgemein  geltendes  Maass 
anzunehmen,  und  mithin  die  Grösse  der  Linien  durch  g',  h't  r ', 
die  der  Flächen  durch  au\  und  die  der  Körper  durch  pc\  kr\ 
oder  auf  eine  andere  noch  zweck mässigere  Art  auszudrücken,  und 
beim  Rechnen  die  Benennungszeichen  da,  wo  es  erforderlich  ist, 
stets  wegzulassen.  Wird  die  angegebene  Bezeichnungsart  ge- 
wählt, so  können  auch  in  der  Trigonometrie  bei  der  Berechnung 
der  Dreiecke  nicht  mehr  solche  untüchtige  Gleichungen,  wie 
log  AB  = log  JC-f  log  sin  C — log  sin  ß und  ähnliche  Vor- 
kommen, wo  für  log  AB  und  .log  AC  geschrieben  werden  muss 
log  c und  log  b,  vorausgesetzt,  dass  c und  b blasse  Zahlen  sind.  * 
Ein  ähnlicher  Fehler,  wie  der  zuletzt  gerügte,  kommt  auch  in  der 
zusammengesetzten  Zinsrechnung  vor,  indem  man  hier  gewöhnlich 
das  Kapital  = «,  oder  = c setzt,  so  dass  a und  c benannte  Zah~ 

len  vorstellcn,  und  dann  den  Ausdruck  a . (1  -f-  in  welchem 

überdiess  noch  der  Multiplicator  benannt  ist,  durch  Logarithmen 
berechnet,  woraus  man  consequent  schliessen  könnte,  dass  es  auch 
Logarithmen  benannter  Zahlen  gäbe.  " , 

Bei  den  geometrischen  Beweisen  können  die  Zusammensetzung 
• gen  der  Proportionen  umgangen  werden , sobald  nur  in  den  Lehr- 
sätzen die  Ausdrücke  zusammengesetztes  Verhältniss,*  oder  Product 
stetiger  Grössen  vermieden  sind,  wenn  zuvor  folgende  zwei  Sätze, 
welche  mit  ihren  Beweisen  hier  eine  Stelle  finden  mögen,  erwiesen 
sind,  und,  wo  es  irgend  thunlich  ist,  rein  geometrische  Beweise 
gegeben  werden. 

1.  Sind  A , B , E , E,  so  wie  C,  D , G , H gleichartige  Grös- 
sen, und  ist  zugleich  A : Bz=zC  : D uud  E : E=  G : //,  so 

ist  auch  E . F — ^ * //• 

Beweis.  Es  sei  M für  A , /?,  E , F,  und  N für  C,  D,  G,  H 
gemeinschaftliches  Maass  uud  zwar  Az=^a.  M,  ßzzzb.M; 
C=  a . A,  B = b.A T;  E—c.  M,  F=f.M ; G=ze.A\ 
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a 


B 


b ! 


l8t  E ~~  e'  /» 


C_ 

g 


= — un4 


//  = /’.  A;  dnnn 

Z>  ä . .ab  a b c , , .AB 

jj  “ y;  ober  es  ist.  — : y ==  — : y,  folglich  auch  ^ 

’ . CD*  - 

~G  H' 

2.  Sind  /?,  B gleichartige  Grössen,  und  ist  A \ B 
z=z  C : B,  so  ist  auob  ^ : C=.  B B.  ■ 

Beweis.  Da  A : B—  C i D und  auch  C : B — C : B,  so  »st 
A B AB 

nach  1.  auch  j?  : ^ = 1:1,  also  > oder  A : C—  B : B. 

Zur  Rechtfertigung  der  hier  aufgestellten  Behauptung  sollen 
im  Folgenden  die  in  der  sechsten  Ausgabe  des  Grundrisses  von 
Lorenz  vorkommenden  unrichtigen  geometrischen  Sätze  und  Be- 
weise so  gefasst  werden , wie  mau  es  von  der  Mathematik  mit 
Recht  fordern  darf.  Zunächst  muss  §.  105.  so  lauten  : 

Zwei  schiefwinklige  Parallelogramme  verhalten 
sich,  wie  die  Rechtecke  aus  ihren  Grundlinien  und 
Höhen. 

Der  Beweis  für  diesen  Satz  erhellet  sogleich,  da  die  Rechtecke 
den  Parallelogrammen  gleich  sind. 

Vor  demselben  könnte  aber  noch  folgender  eingeschaltet 
werden : 

Zwei  Rechtecke  verhalten  sich,  wie  die  Producte 
aus  deu  Maasszablen  c)  ihrer  Grundlinien  und  Höhen. 

Um  letzteren  zu  beweisen,  muss  freilich  schon  die  Ausmessung 
eines  Rechtecks  gelehrt  sein,  allein  diese  Lehre  möchte  auch  un- 
mittelbar hinter  den  Abschnitten,  welche  von  der  Verwandlung  ebe- 
ner Figuren  in  Rechtecke  und  Quadrate  und  von  dem  Maasse  der 
stetigen  Grossen  handeln,  die  passendste  Stellung  finden. 

Die  Sätze  in  §.  106.  und  §.  108.  können  auf  folgende  Art  aus- 
gedrückt werden: 

§.  106.  Zwei  Quadrate  verhalten  sich  wie  die  zwei- 
ten Potenzen  der  Maasszahlen  ihrer  Seiten. 

§.  108.  Zwei  Parallelogramme,  wie  auch  zwei  Dreiecke,  in 
denen  ein  Winkel  gegenseitig  gleich  ist,  verhalten  sich  wie  die 
Rechtecke  aus  den  diesen  Winkel  einschliessenden  Seiten. 

1.  Beweis.  Da  die  Parallelogramme  öinen  Winkel  gleich  haben, 
so  kann  man  sie  so  aneinander  legen,  dass  die  gleichen  Win- 
kel Scheitelwinkel  werden.  Es  seien  also  (Taf.  II.  Fig.  3.) 
die  beiden  Parallelogramme  AC  und  AF  die  gegebenen.  Um 
nun  den  Satz  zu  erweisen,  construire  man  aus  AB  und  AB , 


•)  Wie  zweckmässig  es  sei,  nicht  nur  die  Grösse,  mit  welcher  zu  messen 
ist,  sondern  auch  diejenige  Zahl  besonders  zu  benennen,  welche  angiebt, 
wie  oft  jene  in  der  zu  messenden  Grösse  enthalten  ist,  wird  wohl  von 
Niemand  in  Zw'eifel  gestellt,  und  daher  gebraucht  Ohm  das  Wort  Ge- 
mäss für  die  erstere  Grösse,  und  das  Wort  Maass  für  die  Zahl,  w’elche 
bestimmt,  wie  oft  das  Gemäss  zu  nehmen  sei.  Dieser  Gebrauch  dürft« 
aber  schwerlich  zu  billigen  sein,  da  das  Wort  Maass  sprachlich  nicht 
eine  Zahl,  welche  zählt,  bedeuten  kann.  Uns  scheint  bieiür  das  Wort 
s Maasszahl  das  angemessenste  zu  sein. 

8* 
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so  wie  aus  AE  und  AG  die  Rechtecke  AH  und  AI,  uncT 
verlängere  EG  und  HC,  bis  sie  sich  in  K,  uud  EN  und 
BH,  bis  sie  sich  in  L treffen.  Jetzt  ist  AC:  A/{=  AD  : AG 
, und  AE : AK=AE : AB,  ebenso  ist  AH : AL— AD  : AG, 
•weil  AD=AM  und  AG=AN  ist,  und  AE  :»AL=AE  : AB, 
folglich  ist  A C : AK=.AH : AE  .und  AE : AK —AI : AL, 

AC  Aff 

und  hieraus  folgt  durch  Division  •*  1=-^  : also 

auch  A C : AF-==.  AH  : AI , w.  z.  e.  w. 

Der  Beweis  für  die  Dreiecke  ist  dem  vorstehenden  ähnlich. 
Die  Beweise  zu  den  Sätzen  in  §.  220.  und  222.  lassen  sich 
richtiger  so  führen: 

§.  222.  Achnliche  Dreiecke  verhalten  sich  wie  die 
Quadrate  ihrer  ähnlich  liegenden  Seilen. 

Beweis.  Ist  (Taf.  11.  Fig.4.)  ^ABCoo^abc,  und  sind  AD  und 
ad  Quadrate  über  deu  ähnlich  liegenden  Seiten  AB  und  ab , 
so  soll  ^ABC : ^abc  — A D : ad  sein.  Man  mache  yJF—  AC 
und  af=ac,  und  ziehe  EG  parallel  AB,  so  wie  fg  parallel 
ab,  so  ist  AG  : AD  ■=.  AE  \ AEz=z  AC : AB , uud  ag'.ad 
— ac  : ab.  Nach  der  Voraussetzung  ist  aber  AC  \ AB 
= ac  : ab,  folglich  hat  inan  AG  : AD  =: ag  : ad  und  da- 
her auch  AG  : ag=  AD  : ad.  Da  nuu  nach  §.  198. 

, J\ABC  : [\abc  i=z  AG  : ag,  so  ist  auch  &ABC  : ^abc 
= AD  : ad. 

. I . t . 

§.  220.  Von  drei  stetig  proportionirten  Linien  wie  (Taf.  1L 
Fig.  5.)  AD,  CD,  BD  in  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  ABC  ver- 
hält sich  die  erste  zur  dritten,  w'ie  das  Quadrat  der  ersten  zu  dem 
der  zweiten,  also  AD  : BD  = ADl  : CD'i. 

Beweis.  Es  ist  {±ACD  : £±B CD  = AD  : BD,  wegen  ihrer 
gemeinschaftlichen  Höhe  CD,  ferner  ist  wegen  Aehnlicbkcit 
der  Dreiecke  i\ACD  : j\B  CD  =z  AD'/  : CD'I,  folglich  ist 
auch  AD  : BD  — AD'/  : CDl. 

• \ 

Vermittelst  des  §.  222.  kann  leicht  folgender  Satz  bewiesen 
werden. 

Sind  vier  Linien  proportionirt,  so  sind  auch  ihre 
Quadrate  proportionirt. 

Beweis.  Fs  seien  die  vier  Linien  durch  A,  B,  C,  D bezeich- 
net und  A : B = C : D.  Man  construire  aus  A und  C und 
einem  beliebigen  Winkel,  und  ebenso  aus  B und  I)  und  dem- 
selben Winkel  zwei  Dreiecke,  welche  ähnlich  sein  werden, 
und  daher  sich  sowohl  wie  Al  : Bl,  als  auch  wie  C<1  : D'l 
verhalten,  woraus  die  Richtigkeit  des  Satzes  folgt. 

Nach  dem  Gesagten  ist  leicht  einzusehen,  wie  die  stereometri- 
schen Sätze  in  den  §§.  320.  321.  323.  333.  341.  351.  und  375.  rich- 
tiger auszudrücken  und  zu  beweisen  sind.  Daher  soll  hier  bloss 
der  Satz  in  §.  323.  besonders  betrachtet  werden.  Er  muss  lauten: 
Z xv e i ähnliche  Prismen  verhalten  sich  wie  die  Wür- 
fel ihrer  ähnlich  liegen  deu  Seiten. 

t m ihn  gehörig  beweisen  zu  können,  ist  es  uöthig  folgende 
zwei  Sätze  voraufgeben  zu  lassen. 
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1.  Aeh  nl ich  e Paral  I cl  ep i peda  verhalten  sich  wie  die  ' 
Würfel  ihrer  ähnlich  liegenden  Seiten.  Ist  (Taf.  III. 
Fig.  1.)  AG  cv>  ag  und  sind  AI)  und  ad  ähnlich  liegeude 
Seiten,  so  soll  AG  : ag=z  ADC  : adc  sein, 

'I  »*  # . . ' 

. Beweis.  1.  Siud  AG  und  dg  rechtwinklige  Purallelepipeda, 
also  ihre  Grundflächen  AC  und  ac  Rechtecke,  so  construirc 
mau  über  AD  und  ad  die  Quadrate  AI  und  ai  und  über 
letzteren  die  Würfel  AM  und  am , deren  obere  Seitenfläche^ 

, LM  und  Im,  durch  die  Parallelepipeda  erweitert,  die  Recht- 
ecke ßfiV  und  tritt  geben.  Bezeichnet  man  nun  die  ähpliclien 
Parallelepipeda  A G,  ag  mit  J®,  pt  die  Würfel  AM,  am  mit 
U\  u\  und  die  an  diesen  liegenden  Purallelepipeda  BM,  Om 
mit  A , a>  so  verhält  sich  wegen  gleicher  Hohe  W : ( IV-A'A) 
z=zAI  : AC=.  AK  : AB  = AD  : AB  uud  w : + 

z=.ad:ab,  und  wegen  gemeinsamer  Grundfläche  P : ( W-\-A) 
=zAE  : AD  = AE  : AD  und  p : a)  = ae  : ad.  Da 

nun  aber  wegen  der  Aehnlichkeit  von  P und  p sich  AD  : AB 
r=  ad  : ab  und  AE  : ADr=zae  : ad  verhält,  so  ist  auch 
\ W : ( W-\-A)  = tfj : {ut-Ap)  und  P : ( li/-}-A)=p : (w-+-d), 
folglich  durch  Verwechselung  der  mittlern  Glieder  W : io 
'*  • —(W-\-A)  : (w-\-a)  uud  P : />  = ( W~\~  A ) : (/o-f-ö), 

und  daher  P : p — fV:  wz=zADc  ; adc . 

Sollte  bewiesen  werden,  dass  P : p = AB0  : abc  sei,  so  würde 
der  Beweis  dem  voraufgehenden  ganz  ähnlich  sein,  nur  müsste 
W — A und  to  — « statt  TV-+- A uud  wA-a  geschrieben' 

■ werden.  . • - - . . 


t.» 


i »• 


2.  Sind  aber  die  Parallelepipeda  AG  und  ag  uicht  rechtwinklig, 
'.so  verwandle  man  sie  in  rechtwinklige  und  zwar  so,  dass 
: AD  und.  ad  in  diesen  ebenfalls  ein  Paar  ähnlich  liegende 
Seiten  werden.  Daun  verhalten  sich  diese,  weil  sie  ebenfalls 
ähnlich  siud,  nach  1.  wie  AD f i adc , da  sie  aber  bcziehlich 
mit  AG  uud  ag  gleich  sind,  so  muss  auch^/6r : aS—IP*  : adc 
sein.  ' • ' 

;2.  Sind  vier  Linien  A , B , f,  pro porti onirt,  so  sind 
auch  ihre  Würfel  proportionirt,  ist  also  A : B = C : D . 
so  ist  auch  Ac  : Bc=zCe  : Dc . 

* **  » V 

Beweis.  Mau  construire  aus  den  Linien  A , B,  C\  D zwei 
ähnliche  Rechtecke,  so  dass  A , B,  und  C , D ähnlich  lie- 
gende Seiten  werden,  und  beschreibe  über  den  Rechtecken 

• zwei  ähnliche  Parallelepipeda  P,  p,  so  ist  nach  de«n  ersten 
Satze  P : p = Ac  : B°  und  auch  P : p=  Cc  : Dc , woraus 

• • A°  : ßcz=z  C°  : Dc  folgt. 

• ...  • •.  • • . . v • ‘ • ■ ; ' J ' 

Nun  lässt  sich  der  vorhin  über  das  Verhältniss  ähnlicher  Pris- 
men aufgestellte  Lehrsatz  folgeudermassen  beweisen. 

1.  Die  ähnlichen  Prismen  seien  P \ p , und  es  soll  bewiesen 
werden,  dass  sie  ^ich  verhalten  wie  die  Würfel  von  einem  Paar 
ähnlich  liegender  Seiten  der  Grundflächen  S , s,  also  wie  Sc  : #c. 
Da  sich  jedes  Prisma  in  ein  rechtwinkliges  Parallclepipedum  mit 
einer  gegebenen  Seitenlinie  verwandeln  lässt,  so  katiu  mau  statt 
der  Prismen  P , p zwei  ihnen  gleiche  Parallelepipeda  G , g setzen, 
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welche  rechtwinklig  und  einander  ähnlich0)  sind,  und  die  Kanten 

8 ebenfalls  zu  ähnlich  liegenden  Seiten  haben.  Dann  ist  nach 
, dem  ersten  bewiesenen  Satze  G : g — Sc  : 8C>  da  aber  G = P 
und  g — p,  so  muss  auch  P : pz=Sc  : sc  sein. 

2.  Wird  aber  behauptet,  dass  die  Prismen  sich  verholten  wie 
die  Würfel  von  solchen  ähnlich  liegenden  Seitenlinien  A>  a,  welche 
nur  zu  den  Seitenflächen  gehören,  so  folgt  die  Richtigkeit  der  Be- 
hauptung aus  dem  unmittelbar  vorher  bewiesenen  Satze.  Denn 
nach  1.  ist,  P : p = Sc  : sc,  aber  Sc  : 8C  = Ac  : <?c,  weil  nach 
der  Voraussetzung  (S  : 8=:A  : a ist,  folglich  auch  P:  pz=zAc  : ac. 

Noch  möge  hier  der  Beweis  eines  stereometrischen  Satzes  eine 
Stelle  finden,  um  die  weitere  Anwendung  des  oben  bewiesenen 
Satzes  1.  zu  zeigen. 

Zwei  Prismen  von  gleicher  Höhe  verhalten  sich  wie  ihre  Grund- 
flächen. (Vergl.  Matthias  Leitfaden  §.  272.). 

Beweis.  1.  Sind  die  Prismen  dreiseitig,  so  folgt  der  Satz  leicht 
aus  dem,  dass  zwei  Parallelepipeda  von  gleicher  Höhe  sich  , 
wie  ihre  Grundflächen  verhalten. 

2.  Ist  aber  das  eine  Prisma,  /*,  über  der  Grundfläche  G dreisei- 
tig, und  das  andere,  f/,  über  der  Grundfläche  F viel-  z.  B. 
fünfseitig,  so  lässt  sich  letzteres  in  drei  dreiseitige  A , B,  C 
über  den  Grundflächen  //,  /,  K zerlegen,  und  es  ist  dann 
nach  1.  A : B = Hi  It  daher  ( A -+-  B)  : B — {££ -+-/):/,  - 

auch  ist  C : B = K : /,  folglich  durch  Division  ^ : 1 

= •*  1?  also  {A-{-  B)  : C=  (//+  /)  : K,  und  daher 

wieder  {A+  B + C)  : C=z(II+  /+  K)  : K.  Auch  ist 

P:  C=G  : K,  folglich  — —p : 1 = ^ : 1, 

und  daher  Q : P=:  F : G,  w.  z.  e.  w. 

3.  Sind  beider  Prismen  P und  Q Grundflächen  F und  G vielsei- 

tige Figuren,  so  sei  II  ein  dreiseitiges  Prisma  über  der  Grund- 
fläche II  und  von  gleicher  Höhe  mit  den  beiden  ersten.  Dann 
ist  nach  2.  P : B = F : II  und  Q : /£  = G Ht  folglich 

^ : l=Jr  ' und  daher  P : Q — F : G. 

i , 


•)  Bezeichnet  man  von  den  Parallelepipeden  die  Rechtecke,  welche  den 
Grundflächen  der  Prismen  gleich  sind,  mit  R und  r,  so  ist,  da  diese 
Grundflächen  sich  wie  Sy  : 89  verhalten,  R : r*=sS9  : s9>  und  drückt 
inan  noch  die  andern  Seiten  jener  Rechtecke  durch  B und  b aus,  so 

ist  R : S9  — B : S und  r : s</  — b : s,  folglich  — : — = y , 

r 89  b . s* 

H S 7 

aber  — = — , mithin  ist  auch  B : b = S : s und  daher  72 cor.  Da 
r sr 

nun  auch  die  Höhen  der  Parallelepijieden  wie  S \ s,  also  nach  dem  so 
eben  Bewiesenen  auch  wie  B : b sich  verhalten,  so  sind  die  Paralle- 
lepipeda ähnlich. 
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XIX. 

Aufgaben  zur  Anwendung  des  Yar*ati01>s- 

kalkuls. 

A 

« • > 

. Von  dem 

Herrn  Dr.  G.  Strauch 

Lehrer  der  Mathem.  an  d.  Erziehungsanstalt  zu  Lenzburg  im  Kanton  zu  Aargau. 


I . 

(Ich  lege  hier  dem  Publikum  einige  Probleme  aus  einem  grosseren  Werke 
vor.  Jede  Bemerkung,  jeder  gegründete  Tadel,  u.  s.  w.  wird,  je  eher 
man  damit  kommt,  mit  desto  grosserem  Danke  angenommen  werden). 

• 

Es  ist  gekannt,  dass  schon,  ehe,  Lagrange  den  Variations- 
kalkul  erfunden  hatte,  einige  dahin  gehörige  Probleme  aufgestellt, 
und  so,  wie  es  bei  dem  damaligen  Mangel  einer  Methode  geschehen 
konnte,  d.  h.  auf  eine  höchst  unvollständige  Weise,  gelöst  waren. 
Euler  fügte  den  bereits  vorhandenen  Problemen  noch  viele  hinzu, 
und  versuchte  es,  eine  Methode  zu  deren  Auflösung  zu  geben. 
Dieses  geschah  in  seinem  berühmten  Werke:  Methodus  iuve- 
niendi  lineas  curvas  mnximi  minimive  proprietate  gau- 
"dentes.  Lausannae  et  Genevae  anno  1744.  4. 

Später  erfand  Lagrange  den  Variationskalkul,  und  so  zeigte  ' 
sich  nicht  nur,  dass  die  in  dem  besagten  Euler’schen  Werke  ange- 
wendete Methode  gar  keine  Methode  sei,  sondern  auch,  dass  in 
demselben  aus  den  vielen  Gattungen  von  Problemen  nur  eine  ein- 
zige Gattung  repräsentirt,  die  Probleme  selbst  aber  immer  noch 
höchst  unvollständig  gelöst  seien.  (Man  denke  namentlich  daran, 
dass  bei  allen  diesen  Auflösungen  die  Gränzgleichungen  fehlen, 
und  dass  das  Mittel  mangelt,  wodurch  man  entscheiden  kann,  ob 
ein  Grösstes  oder  Kleinstes,  oder  keines  von  beiden  stattfinde, 
u.  S.  W.)i 

Euler  ergriff  nun  die  Lagrange’sche  Erfindung,  nnd  bear- 
beitete sie  anf  eigene  Weise;  und  seine  ueueste  darüber  geschrie- 
bene Abhandlung  ist  als  Muster  anerkannt  (Novi  Comm.  Acad. 
Petrop.  Tom.  XVI.  pag.  35 — 70). 

Neben  den  Bearbeitungen  des  Variationskälkuls,  welche  wir 
von  Euler  und  Lagrange  besitzen,  müssen  vorzüglich  diejenigen 
beachtet  werden,  welche  wir  von  Martin  Ohm  besitzen.  Sie  sind 
eine  erfreuliche  Zugabe  zu  dem,  was  seine  Vorgänger  geleistet 
haben  (Man  sehe:  Lehre  des  Grössten  und  Kleinsten.  Ber- 
lin 1825.  Höhere  Mathematik  in  zwei  Bänden.  Leipzig 
1830.  System  der  Mathematik.  Berlin  1828  — 1833). 
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Ungeachtet  dieser  vortrefflichen  theoretischen  Bearbeitungen 
ist  aber  die  Reuutuiss  des  Variationskalkul’s  noch  so  wenig  ver- 
breitet, dass  die  grössere  Anzahl  der  Mathematiker  denselben  nur 
dem  Namen  nach  kennt.  Worin  mag  diese  Thatsache  ihren  (»rund 
haben?  Etwa  darin,  dass  solche  Männer,  wenn  sic  hei  den  Stufen 
der  höchsten  Höhe  ihrer  Wissenschaft  angelangt  sind,  die  Kraft 
nicht  mehr  haben,  auch  diese  zu  besteigen?  Letztere  Frage  muss 
jedenfalls  verneinend  beantwortet,  und  der  wahre  Grund,  dass  die 
Kenntniss  des  Variationskalkuls  noch  so  wenig  verbreitet  ist,  dar- 
in gesucht  werden,  dass  es  den  abstrakten  mathematischen  Theo- 
rien, wenn  mau  ihnen  nicht  mit  praktischen  Anwendungen  zur  Seite 
steht,  eben  so  ergeht,  wie  cs  etwa  einer  in  wissenschaftlicher 
Strenge  abgefassten  Aesthetik  ergehen  würde,  wenn  keine  Kunst- 
werke auf  der  Welt  wären. 

Ich  habe  cs  unternommen,  für  die  Anwendung  des  Variations- 
kalkuls Probleme  zu  bilden  und  aufzulösen,,  und  dadurch  dem  an- 
gehenden Analytiker  Gelegenheit  zu  bieten,  sich  in  allen  Operatio- 
nen der  höheren  Analysis  zu  üben.  Diese  Probleme,  wenn  ich  • 
gleich  selten  mehr  als  drei  von  einerlei  Art  gebildet  habe,  sind  zu 
i einer  sehr  bedeutenden  Anzahl  angewachsen,  und  sie  machen  zu- 
sammen ein  ausgedehntes  Werk  aus.  Ich  lege  dem  mathematischen 
Publikum  einige  dieser  Probleme  als  Probe  vor;  ob  ich  grade  die 
interessantesten  vorlege,  will  ich  nicht  entscheiden,  da  das,  was 
man  interessant  nennt,  nur  Geschmackssache  ist.  Zunächst  mögen 
Probleme  über  das  Grösste  und  Kleinste  folgen.  Diese  habe  ich  in 
drei  Abteilungen  gebracht.  > 

Die  erste  Abtheilung  enthält  Probleme,  die  nur  auf  Urfunk- 
tionen  führen.  Diese  musste  ich  alle  selbst  zusammen- 
setzen und  ausführen.  Ich  will,  wenn  gleich  diese  höchst  in- 
struktiv sind,  und  wegeu  ihrer  Neuheit  auch  Interesse  finden  wer- 
den, hier  in  diesem  Archive  doch  nur  einige  der  einfachsten  mit- 
theilen , weil  man  einmal  gewohnt  ist  beim  Variationskalkul  auch 
jedesmal  zu  integriren.  . . 

Die  zweite  Abtheilung  enthält  Probleme,  welche-  auf 
Ausdrücke  führen,  in  denen  noch  Differentiale  eingchen.  Die  hier- 
her-gehörige  Theorie  hat  Lagrange  (m.  s.  z.  B.  die  Crelle’sche 
Ucbersctzuug  der  Lagrange’schen  Werke.  Bd  I.  S.  495. 
498)  nur  angedeutet,  und  ihre  Ausbildung  verdanken  wir  Martin 
Öhm  (man  sehe  z.  B.  dessen  Lehre  des  Grössten  und  Klein- 
sten. Seite  208 — 244).  Probleme,  welche  in  diese  zweite  Ab- 
theilung gehören,  gibt  cs  bis  jetzt  nur  fünf.  Das  eine  davon 
ist  von  Lagrange,  und  findet  sich  z.  B.  in  der  Grelle’ scheu  . 
Uebcrsetzun g.  Bd.  1.  Seite  495.  Ein  zweites  findet  sich  in 
Francoeur’s  Cours  coniplct  de  mathematiq ues  pures; 
Bd.  11.  Drei  andere  finden  sich  in  Ohm’s  System.  Bd.  Vftll 
Anhang  II.  Aufgabe  1,  5 und  6;  die  Aufgaben  2,  3,  und  4 eben* 
daselbst  sind  weiter  nichts,  als  drei  verschiedene  Fälle  des  so  eben 
erwähnten  von  Lagrange  gegebenen  Problem’s.  Von  derglei-. 
chen  Problemen  will  ich  viele  mittheileu,  da  sie  wegen 
ihrer  Neuheit  gewiss  Interesse  finden  werden,  und  da 
sie  höchst  instruktiv  sind,  in  welcher  Hinsicht  ich  hier 
nur  auf  den  einzigen  Umstand  aufmerksam  mache,  dass 
dabei  fast  immer  mehr  Gleichungen  zu  erfüllen  sind,  als 
unbekannte  Stücke  Vorkommen. 
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Die  dritte  Abtheilung  enthält  Probleme,  welche  auf  Aus- 
drücke führen,  in  denen  noch  Integrale  eingeben,  ln  diese  Abthei- 
lung gehört  die  Gattung  der  in  Euler ’s  oben  genanntem  Werke 
(Methodus  inveniendi  u.  s.  w.)  enthaltenen  Probleme.  'Aller- 
dings  haben  Lagrange  und  Ohm  einige  in  diese  Abteilung  ge- 
hörige und  sehr  schätzeuswerthe  Beiträge  geliefert;  allein  das  hier 
zu  bearbeitende  Feld  ist  so  ungeheuer,  dass  die  von  mir  gemach- 
ten Zugaben  allein  soviel  betragen,  als  die  beiden  ersten  Abthei- 
lungen zusammen.  Diese  Zugaben  brauche  ich  aber  hier  nicht  auf- 
zuzählen, da  ich  ja  im  Begriffe  hin,  die  Probe  dem  Publikum  vor- 
zulegen... Ich  werde  bei  jedem  einzelnen  Probleme  der  dritten  Ab- 
theilung Gelegenheit  nehmen  auf  das,  was  mein  Eigenthum  ist,  auf- 
merksam zu  machen.  ’ ' •'.*  f i 01;..: 

Obgleich  ich  aber  hier  in  diesem  A rchive  nur  Pro* 
bleme  in itth eilen  will,  so  muss  ich  doch  wegen  der  mir 
angehörigen  Eigentümlichkeiten  noch  einige  Bemer- 
kungen vorausschicken,  sowohl  über  den  Variationskal- 
kul überhaupt,  alB  auch  über  das  Grösste  und  Kleinste; 
und  ich  will  mit  einer,  wie  mir  scheint,  erschöpfenden 
Definition  des  Variationskalkuls  beginnen.  Der  Sach- 
kenner wird  dabei  ersehen,  auf  welche  Grundlage  ich 
baue.  * * • ' • ; ’ “ • ; 

Der  Variationskalkul  ist  derjenige  Zweig  der  höheren  Analysis, 
welcher,  wenn  man  Funktionen  in  andere  Funktionen  übergehen 
lässt,  die  aus  diesem  Verfuhren  folgenden  Ergebnisse  untersucht* 
und  anwenden  lehrt.  r 1 * • -*'!  • > ” ••• 

Der  Variatiosk alkul  unterscheidet  sich  also  wesentlich  vom  Differen- 
zenkalkul;  denn  dieser  ist  bekanntlich  derjenige  Zweig  der  höheren 
Analysis,  welcher,  während  das  eigentliche  Wesen  der  Funktionen 
ungestört  bleibt,  nur  die  Werthe  der  in  den  Funktionen  befindlichen 
absolut  unabhängigen  Veränderlichen  in  andere  Werthe  übergehen 
lässt,  und  die  aus  diesem  Verfahren  folgenden  Ergebnisse  untersucht 
, ..  und  anwertden  lehrt.  s 

j # ‘i  " *■'  * * * : * * . k\  . • • . > 

Unter  die  Aufgaben  des  Variationskalkul’s  gehört  z.  B.  die  Behand- 
lung der  Fälle,  wo  die  Funktionen,  welche  gewissen  Bedingungen 
genügen  sollen,  das  Gesuchte  sind,  wo  also  die  Untersuchung 
selbst  von  ganz  unbekannten  Funktionen  ausgeht.  . ...  . 

Die  der  eben  besagten  Aufgabe  des  Variationskalkul’s  analoge  Aufgabe 
des  Differenzenkalkul’s  ist  die  Behandlung  der  Fälle,  wo  die  den  in 

. bestimmt  gegebenen  Funktionen  befindlichen  absolut  unabhängigen 
Veränderlichen  beiaulegenden  Werthe,  welche  gewissen  Bedingungen 
genügen  sollen,  das  Gesuchte  sind,  wo  also  die  Untersuchung  von 
noch  unbekannten  Wertheu  der  in  bestimmt  gegebenen  Funktionen 
befindlichen  Veränderlichen  ausgeht.  . . 

' Wenn  eine  Funktion  in  eine  andere  übergeht,  so  sagt  man:  ,,sie 
wird  variirt;”  die  Funktion,  selbst,  welche  variirt  wird,  wird 
variable  Funktiou,  und  der  Unterschied  zwischen  der  neuen  und 
ursprünglichen  Funktion  wird  Variation  genannt.  Wenn  eine 
variable  Funktion  als  einziges  Element  betrachtet  wird,  so  nennt 
man  sie  einen  variablen  Veränderlichen.  Man  kommt  nun  zu  fol* 
genden  Unterscheidungen:  ..  >. 

A.  Eine  Funktion  erleidet  eine  einfache  Variation,  wenn 
dabei  die  nichtvariablen  Veränderlichen  keine  Werthänderung  er* 
leiden.  Die  einfachen  Variationen  sind  aber  von  zweierlei  Art:  .. 
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1)  Eine  Funktion  wird  gradezu  für  sich  allein  und  unabhängig 
von  andern  Funktionen  variirt;  und  eine  solche  einfache  Variation 
nennt  man  eine  unmittelbare  einfache.  . 

2)  Eine  Funktion  wird  dadurch  einfach  variirt)  dass  eine  an-'* 
dere,  von  welcher  sie  abhängt,  einfach  variirt  wird,  oder  dass 
mehrere  andere,  von  welchen  sie  abhängt,  einfach  variirt  werden; 
und  eine  solche  einfache  Variation  nennt  man  eine  mittelbare 
einfache. 

B.  Eine  Funktion  erleidet  eine  zusammengesetzte  Varia- 
tion,  wenn  die  nicbtv&riablen  Veränderlichen  auch  zugleich  Werth- 
' änderungen  erleiden.  Die  zusammengesetzten  Variationen  sind 
' aber  gleichfalls  von  zweierlei  Art: 

1)  Eine  Funktion  wird  gradezu  für  sich  allein  und  unabhängig 
von  andern  variablen  Funktionen  zusammengesetzt  variirt;  und  eine 
solche  zusammengesetzte  Variation  nennt  man  eine  unmittelbare 
zusammengesetzte. 

2)  Eine  Funktion  wird  dadurch  zusammengesetzt  variirt,  dass 
eine  andere,  von  welcher  sie  abhängt,  zusammengesetzt  variirt 
wird,  oder  dass  mehrere  andere,  von  welchen  sie  abbängt,  zusam- 
mengesetzt variirt  werden;  und  eine  solche  zusammengesetzte  Va- 
riation nennt  man  eine  mittelbare  zusammengesetzte. 

Hiermit  ist  die  Idee  des  Variationskalkul ’s  vollkom- 
men ausgesprochen.  Bei  der  elementaren  Klarheit  die- 
ser Idee  sind  wir  uns  jedesmal  bewusst,  wann  wir  unbe- 
dingte Freiheit  in  den  Operationen  haben,  und  letztere 
nach  einem  zu  erreichenden  Zwecke  einrichten  können, 
und  wann  wir  gezwungen  sin  d,  die  Operationen  den  je- 
desmal  obwaltenden  Umständen  zu  unterwerfen  und  zu 
überlassen. 

• , \ 

, A.  Einfache  Variationen. 

1)  Unmittelbare  einfache  Variationen.  Wenn  eine 
Funktion  yz=<px  in  eine  andere  y-\- ^y=\\)x  übergeht,  so  fuhrt 
man  ein  weiteres  Element  x,  welches  von  allen  andern  in  ipx  enthal- 
tenen Elementen  unabhängig  ist,  und  von  welchem  wiederum  alle 
in  ipx  enthaltenen  Elemente  unabhängig  sind,  in  die  neue  Funk- 
tion ipx  so  ein,  dass  sie  sich  mittelst  des  Maclaurin’scben  Satzes 
in  folgende  Reihe  entwickeln  lässt: 

. • * 

I)  V+  &y=:y)a:-t-x  . ögp.a?-fr-  

oder 

xa 

II)  y-4- Ay=y-»-*  • • “ 

Die  Ausdrucke  dy,  ö2y,  u.  s.  w.  sind,  wie  man  sieht,  als  Funktionen 
von  x zu  betrachten. 

Wozu  aber  dieses  fremdartige  Element  x?  — Warum  grade 
die  nach  lauter  positiven  ganzen  Potenzen  des  x aufsteigende 
, Reihe?  — Was  hat  man  mit  diesem  fremdartigen  Elemente  x am 
Ende  aller  Operationen  anzufangen?  — Wenn  bei  jedem  beliebi- 
gen Werthe  des  x der  Werth  des  neuen  Ausdruckes  tf)x  dem 
Wertfae  des  ursprünglichen  Ausdruckes  <px  unmittelbar  anliegt;  so 
muss  das  * in  tpx  so  eingeführt  sein,  dass  die  specielle  Bedeutung, . 

\ 
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welche  man  nach  ausgeführter  Reihenentwickelung  dem'  x beilegen 
muss,  ein  im  Momente  des  Verschwindens  befindlicher  Werth  ist. 
Warum  muss  grade  das  x diese  Bedeutung  haben?  — Ist  es  im- 
mer möglich,  das  x so  in  die  neue  Funktion  einzufiihren?  — Mit 
der  Beantwortung  dieser  Fragen  steht  und  fällt  die  ganze  Theorie 
der  Unmittelburen  einfachen  Variationen. 

Wenn  eine  Funktion  y—<p(x,  w)  in  eine  andere  y-t-  \y 
= t f)(x,  w)  übergeht,  so  hat  man  auch  hier  in  tff(x.,  w)  das  Ele- 
ment x so  einzuführen,  dass  sich  mittelst  des  Maclaurin’schen 
• Satzes  folgende  Reihe 

Ml)  = «0  “f-  * • «04-t— r-<Dg>(4?,  

\ X • A0 

oder 

* / t 

t 

IV)  y-f- Ay  = y + x . <fy-4-r-5 . J3y+ 

ergiebt.  Hier  wiederholen  sich  die  bereits  gestellten  Fragen.  Die  * 
Ausdrücke  dy,  d2y,  u.  s.  w.  sind,  wie  man  sieht,  als  Funktionen 
von  x und  w zugleich  zu  betrachten. 

Auf  ganz  gleiche  Weise  hat  man  zu  verfahren,  wenn  y= gpfa?,  w3  v) 
übergeht  in  y = tp(Xf  w,  v). 

Und  so  fort.  - • . 

ln  der  Reihe  II),  IV)  u.  s.  w.  wird  fay  die  Gesammtvaria- 

tion,  dagegen  die  einzelnen  Glieder  x . dy,  ^ — - . d*y,  u.  s.  w. 

werden  bezüglich  erster,  zweiter,  u.  s.  w.  Variati onstheil,  und 
die  Koefficientcn  dy,  d*y,  u.  s.  w.  werden  bezüglich  erster,  zwei-  . 
ter,  u.  s.  w.  Variationskoefficient  genannt 

2)  Mittelbare  einfache  Variationen.  Sobald  die  Theorie 
der  unmittelbaren  einfachen  Variationen  begründet  ist,  hat  die  der 
mittelbaren  keinen  Anstand.  Das  Entwickeluogsmittel  ist  der  Ma- 
claurin’schc  Lehrsatz. 

/ 

B.  Zusammengesetzte  Variationen. 

1)  Unmittelbare  zusammengesetzte  Variationen.  Wenn 
eine  Funktion  y=tpx  übergeht  in  y + (A)y  Dx)^  wo  > 

Dx  eine  blosse  Wertbänderung  des  nichtvariablen  Veränderlichen 
x ist;  so  gebt  die  Reihe  1)  über  in  1 

V)  y-f-(A)y=9>(^M-/>^)-f-x . $y(x-\-Dx)  I ^ g . d7q>(x-l-Z)x)-+-...~ 

• * 

Um  aber  die  zusammengesetzten  Variationen  gleichfalls  durch  den 
Maclaurin’schen  Satz  entwickeln  zu  können,  setze  man  statt  der 
Werthäoderuog  Dx  die  Reihe 

v»)*-^+f72-^+r^7s 

Warum  aber  diese  Reihfc?  — Wäre  es  nicht  hinreichend,  statt  der 
Werthänderung  Dx  blos  das  Produkt  x . &x  zu  setzen?  — In 
welchen  Fällen  genügt  dieses  Produkt,  ufid  in  welchen  Fällen  ist 
die  Reihe  VI)  nöthig?  — Mit  der  Beantwortung  dieser  Fragen 
steht  und  fällt  die  Theorie  der  unmittelbaren  zusammenge- 
setzten Variationen.  Setzt  man  nun  die  Reihe  VI.  an  die  Stelle 


. / 

/ / 9 
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des  Dx  in  der  Reibe  V.  überall  ein,  und  entwickelt  man  mittelst 
des  Maclaurin’scben  Satzes;  so  bekommt  man  folgeude  Reihe; 


X ^ st 

vii)  y-h(Ä)y=y-+-* . (%-+TT2  • 

• i ' * , , 

wo 

Vlll)  {ö)y  = öcpx ■+■  ~ . &x=6y-h^.&x 


IX)  (6yy  = ö2<px 
= <J3y 


*tl£  a„  . tM.  o_,  . <h£ 

ix  • rx  ^ ,/xi  ■ 'rx  + -/.■  •"  x 


dx 


ddy 

dx 


Z.-Z-.&X  + ^Z.  9x’+^. 


dy 

dx 


u.  s.  w.  u.  s.  w.  Die  zusammengesetzte  Gesainmtvariation 
wird  hier  mit  (A)?/»  und  der  erste,  zweite  u.  s.  w.  zusammenge- 
setzte Yariationskoefficient  wird  hier  bezüglich  mit  (Ojy, 
(d)2y,  u.  s.  w.  bezeichnet.  Ich  habe  die  Klammern  dcsshalb 

fe wählt,  weil  sie  überhaupt  an  zusammengesetzte  Aus- 
rücke erinnern.  Die  mit  Dx  bezeichnete  YVerthändcrung  mag 
Gesammtdifferenz,  die 'in  der  Reibe  VI.  befindlichen  Glieder 

X*  ' \ ‘ • * • . . 

x.%)x,  ^ . &2x,  u.  s.  w.  mögen  Differenztbeile,  und  die 

,*  • »> 

Koefficienten  &x,  &9x,  u.  s.  w.  mögen  bezüglich  erster,  zweiter, 
u.  s.  w.  Differenzkoefficient  genannt  werden. 

Wenn  y=y(^r,  tv)  übergebt  in  y-{-(^)y=il'(x-\-  Dx,  iv-\-Dtv), 
wo  Dx  und  Dto  blosse  WTertbänderungcu  der  nicbtvariableu  Ver- 
änderlichen x und  iv  sind;  so  gebt  die  Reibe  III.  über  iu 

X)  y-t- {&)y=<p(x-\- Dx,  iv-\-  Div)-\-x  . dy>(x-\-Dx,  tv-+-Dw) 


-I-  ^ — 0 . dz(p{x  *+-  Dx , tv  -f-  Dtv)  •+• 

X • 


Um  aber  auch  diese  zusammengesetzte  Variation  mittelst  des  Mac- 
laurin’scben Satzes  entwickeln  zu  könueu,  setze  man  statt  Dx 
und  Div  bezüglich  die  Reihen 

XI)  x . &x  -f-  . &2x  •: — ~ — x . &*x~t-  .......  : ' 

x • • X « Ar  » tl  4 * 


. < XII)  x . &iv  + . ,, . ~ — \ . , . &3tv  •+• 

' "*  * * • • I • 4 ■ , vl«  w • O • ( — 

Setzt  man  diese  Reiben,  wirklich  statt  Dx  und  Dw  in  die  Reibe 
X.  überall  ein,  und  entwickelt  man  mittelst  des  Macluurin’schen 
Satzes;  so.  bekommt  mau 

XIII)  y-G-  (A)y =?=y-+-x  . (%-f-  ~ V (d)3y- h 

wo  * . \ 

• XIV)  «’) + . »w 
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XV)  iJ,*y= ***(*,  w)  + 2 ■ ,^  + 2. <f"^’  ^ . ff«. 


diu 


H » 


. dSjix,w)  „ 2 MvllX'» ’)  & & ■ l 

^ dx‘  • ■ rt  dx.dw 

. • * i*  . . • • . < ,.■••«■  > .••■;.*  • 

> 1 ■ • , • • . " -+-  • »<o' 


dMx,  «4 _ 5,r  + 


<£r 


dtu 


■f-2 . 


drdxif 

d.u.dw 


dx 

i 


= <f*y+2.^.^  + 2.^.^  + ^.^a 


dx'y 


dx 2 


dw'tj 


dry 


dwy 


u.  s.  w. 


2)  Mittelbare  zusammengesetzte  Variationen.  Sobald 
die  Theorie  der  unmittelbaren  zusammengesetzten  Variationen  be- 
gründet ist,  bat  die  der  mittelbaren  keinen  Apstnud.  ■ Das  Knt- 
wickclungsmitfel  ist  der  Maclaurin’sohe  Satz. 

Das  Grösste  und  Kleinste.  Diese  Aufgabe  ist  eine  dop- 
pelte. Ich  will  den  einfachsten  Fall  liier  vornehmen. 

Es  sei  fj = f(x,  y),  wo  y ein  variabler,  dagegen  x ein  nicht- 
variabler  Veränderlicher  ist;  und  man  sucht  für  y eine  solche  Funk- 
tion (px , dass  dann  bei  jedem  beliebigen  Wcrthe  des  x der  Werth 
des  Ausdruckes  XJ  =zf(x9  px)  grösser  oder  kleiner  wird,  als  es 
der  Fall  sein  kann,  wenn  man  an  die  Stelle  des  y alle  diejenigen 
Funktionen  setzt,  deren  Wcrthe  bei  jedem  beliebigen  Werthc  des, 
x dem  Wcrthe  der  Funktion  px  unmittelbar  anliegen.  Ein  sol- 
ches Grösstes  oder  Kleinstes,  welches  durch  den  einfachen  Varia- 
tionskalkul aufgesucht  wird,  und  dessen  Werth  wegeu  der  uoeb 
stuttliudenden  Allgemeinheit  des  .v  kein  bestimmter  ist,  mag  ein 
primäres  Grösstes  oder  primäres  Kleinstes  genuunt  werden. 

Hat  mau  nun  für  y die  Funktion  (px  gefunden,  bei  welcher 
U =zf(x,  px)  ein  primäres  Grösstes  oder  primäres  Kleinstes  wird; 
so  kann  man  noch  für  x einen  solchen  bestimmten  Werth  a auf- 
suchen, bei  welchem  dann  der  Ausdruck  {/=s'f(a9  pa)  einen 
grösseren  oder  kleineren  Werth  bekommt,  als  wenn  man  die  dem 
a unmittelbar  anliegenden  Nachbarwerthe  einsetzt.  Ein  solches 
Grösstes  oder  Kleinstes,  welches  durch  den  Ditfercntiaikalkul  auf- 
gesucht wird,  und  bereits  ciueu  speciellen  Werth  hat,  mag  ein  se- 
kundäres genannt  werden. 

Triflt  cs  sich  dann,  dass  der  Ausdruck  U=fU v9  y)  gleich- 
zeitig sowohl  in  primärer  als  auch  in  sekundärer  Beziehung  ein 
Grösstes  oder  Kleinstes  wird;  so  hat  man  ein  zusammengesetz- 
tes Grösstes  oder  ein  zusammengesetztes  Kleinstes. 

Es  ist  nicht  grade  nöthig,  zuerst  den  primären  Zustand  für 
sich  allein,  und  hierauf  den  sekundären  Zustand  für  sich  allein,' 
aufzusuchen;  sondern  man  kann  den  zusammengesetzten  Zustund 
auch  auf  einmal  aufünden.  Oft  ist  man  sogar  gezwungen,  den  zu- 
sammengesetzten Zustand  auf  einmal  auf/.usuchen  (mau  denke  £.  B. 
an  die  Froblcmc,  welche  auf  bestimmte  Integrale  mit  veränderlichen  . 
Gcänzeu  führen).  Das  zusammengesetzte  Grösste  oder  Kleinste  ; 
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auf  einmal  anfzufinden  ist  aber  Sache  des  zusammengesetzten  Va- 
riationskalkurs. 

Da  es  nicht  meine  Absicht  ist,  eine  Theorie  des  Va- 
riationskalkul’s  hier  mi  tzu  th  eil  cu , so  will  ich  die  be- 
reits gemachten  Bemerkungen  nicht  noch  vermehren; 
denn  jetzt  wird  jeder  Leser  die  von  mir  herruhrenden 
Eigenthümlich keitcn , welche  in  den  nachfolgenden  Pro- 
blemen Vorkommen,  ohne  weiteres  zu  würdigen  verste- 
hen. Für  einen  Theil  meiner  Leser  ist  cs  vielleicht  nicht  über- 
flüssig, wenn  ich  zu  jedem  Probleme  einen  Paragraphen  aus  Ohm’s 
Lehre  des  Grössten  und  Kleinsten  citire. 


■ - , ■ 

> i » 

' • . 

Erste  Abtheilung. 

Aufgaben,  welche  auf  Ausdrücke  führen,  die  wirkliche 

Urfunktionen  sind. 

* ; 

Aufgabe  t. 

(Zu  Ohm’s  Lehre  des  Grössten  und  Kleinsten.  Seite  160.  §.  17.). 

Welche  unter  allen  auf  dasselbe  rechtwinkelige  Coordinatcnsy- 
stem  bezogenen  ebenen  Kurven  hat  in  jedem  ihrer  Punkte  die 
Eigenschart,  dass  sie  das  Produkt  der  zu  irgend  einer  nach  Belie- 
ben gewählten  Abscisse  gehörigen  Ordinate  und  dieser  um  die  Or- 
dinate verminderten  Abscisse  grösser  oder  kleiner  macht,  als  es 
bei  der  nemlichen  Abscisse  alle  andern  der  gesuchten  Kurve  in 
jedem  Punkte  nächstanliegcudeu  Nachbarkurven  machen  können? 

Die  hier  gestellte  Aufgabe,  welche  ein  primäres  Grösstes  oder 
primäres  Kleinstes  sucht,  führt  auf  den  allgemeinen  Ausdruck 

I)  U—y.(a;  — y), 

wo  a:  jede  beliebige  Abscisse  und  y die  jedesmalige  Ordinate  der 
gesuchten  Kurve  ist.  Die  Ordinaten  • aller  der  Kurven,  welche  der 
gesuchten  Kurve  in  jedem  Punkte  oäckstaulicgcn,  werden  durge- 
stellt durch 

II)  y -f-  * . Jy  H-  . S2y-\-  j 3 . S*y 

* * / ' , 
wo  x der  Null  nächstanliegend,  y die  gesuchte  Funktion  von 
und  Sy,  S2y,  S*y  u.  s.  w.  ganz  willkürliche  reelle  Funktionen  von 
a:  sind.  Aus  1.  folgt  nun 

III)  SU—{a:  — 2y).Sy 
IV)  S2  U—(a:  — %y)S2y  — 2 . Sy2. 

Aus  SU=.  0 folgt  £c  — 2y  = 0,  d.  I».  es  ist 

V)  y = >i . ‘ 

Die  gesuchte  Kurve  ist  also  diejenige  Gerade,  wel- 
che iin  Anfangspunkte  der  Coordinateu  die  Abscissen- 
axe  unter  einem  Winkel  schueidet,  dessen  goniometri- 
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sehe  Tangente  =£  ist;  und  da  sich  jetzt  Gleichung  IF.  auf 
6ZU=  — 2 . dy*  zurückzieht,  also  da/7  bei  jeder  reellen  Funktion 
von  welche  man  für  dy  setzt,  und  bei  jedem  beliebigen  Werthe 
des  a:  negativ  bleibt;  so  ist  U'=z\  . x2  ein  primäres  Grösstes.' 


Aufgabe  2. 

(Zu  Ohm’s  Lehre  des  Grössten  und  Kleinsten.  Seite  160.  17.). 

Welche  unter  allen  auf  das  nemliche  rechtwinklige  Coordina- 
tensystem  bezogenen  ebenen  Kurven  hat  in  sich  einen  bestimmten 
Punkt,  der  so  gelegen  ist,  dass  das  Produkt  seiner  Ordinate  und 
seiner  um  die  Ordinate  verminderten  Abscisse  nebst  dem  Produkt  seiner 
Abscisse  und  einer  um  diese  Abscisse  verminderten  konstanten  Li* 
nie  grösser  oder  kleiner  ist,  als  bei  allen  andern  näcbstgelegenen 
Nachbar^lnkten,  mögen  sie  sich  nun  in  der  gesuchten  Kurve  oder 
in  den  ihr  in  jedem  Punkte  nächstanliegenden  Nachbarkurven  be-  • 
finden,  der  Fall  sein  kann? 

Diese  Aufgabe,  welche  ein  zusammengesetztes  Grösstes  oder 
ein  zusammengesetztes  Kleinstes  sucht,  führt  auf  den  allgemeinen 
Ausdruck 

1)  U=  y . {x  — y)-\r  x Aa  — x) 

wo  x jede  beliebige  Abscisse  und  y die  jedesmalige  Ordiiate  der 
gesuchten  Kurve  ist.  Die  irgend  einem  beliebigen  Punkte  nächst- 
gelegenen und  sowohl  in  der  gesuchten  als  in  allen  nächstanlie- 
genden  Nachbarkurven  befindlichen  Nachbarpunkte  haben  die  Ab- 
scisse {x-\-  Dx),  welche  man  auch  darstellen  kann  durch 

11)  x x . d~x  j — ö * | — ö — jj  • &*x -f- 

und  die  Ordinate 


Hl)  y-\r*  • (%  + n~2  * + 1787$  • 

wo  bekanntlich 

. ^ + 2 . ^ ^ + ^ 

u.  s.  w.  ist.  Da  aber  die  Werthänderung  des  x ganz  unabhängig 
und  willkürlich  ist,  so  wäre  es  schon  hinreichend,  statt  der  Reihe 
II.  den  einfachem  Ausdruck  x-^rx.&x  zu  setzen,  wpbei  also 
i)2xz=zb,  &*x  = 0,  u.  s.  w.  ist.  Nimmt  man  aber  dennoch  die 
Reihe  II.,  so  bekommt  man 

IV)  (d)  17 = (>  — 2y) . dy-\-  [{x  — 2y)  . ~ -+-  y -+-  a — 2a:]  . &x 
V)  (dj2  (J  ==  (a:  — 2y)  . d7y  -+-  [{x  — 2y) . ^ y a — 2a:]  . &2x 
— 2 . Sy2  2[(l  — 2 . ^)  . dy+(x  -2y)  . g]  . $x. 
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* . * 

Setzt  mau  (6)U='0,  d.  li.  sowohl  -J^==0  als  auch  ^ = 0,  so 
bekommt  man  zunächst  die  identische  Gleichung 

VI)  a:  — 2y==  0. 

Daraus  ergibt  sich 

VII)  y=  J . x 

Die  gesuchte  Kurve  ist  also  diejenige  Gerade,  welche 
im  Anfangspunkte  der  Coor  di  nuten  die  Abscissenaxe 
unter  einem  W i u k e 1 schneidet,  dessen  g o n i o m e t r i s c h e 
Tangente  = * ist.  Mau  bekommt  über  auch  uoch  die  uichtideu- 
tische  Gleichung 

{x  — 2y)  . -f-  y ~\-a  — 2a:  = 0 

0 % 

welche  sich  jedoch  in  Folge  der  Gleichuug  VI.  zurückzieht  auf 
. VIII)  y~\-a  — 2a;  = 0 

’ # 3<r 

Führt  man  Für  y den  Ausdruck  ein,  so  bekommt  man  a =0, 

woraus  a:=:^r  folgt,  und  es  ist  v 

IX)  £/"  = ^-. 

Unter  diesen  Umständen  reducirt  sich  Gleichung  V.  auf 

X)‘(dj*£/=  — 2. 6y2  — • 

Dieser  Ausdruck  bleibt  unter  allen  Umständen  negativ  und  somit 
findet  ein  zusammengesetztes  Grösstes  statt.  • 


Aufgabe  17. 

(Zu  Ohm’s  Lehre  des  Grössten  und  Kleinsten.  Seite  177,  §.  2G.). 

Welche  unter  allen  auf  dasselbe  rechtwinklige  Coordinatcnsy- 
stem  bezogenen  Flächen  bat  in  sich  einen  bestimmten  Punkt,  der 
so  gelegen  ist,  dass  folgender  von  den  Coorditmtcu  dieses  Punk- 
tes abhängige  Ausdruck 

I)  U = C ax  -+-  X2  tv2  - f-  C y2  — \hy  . Vf) 

grösser  oder  kleiner  ist,  als  bei  allen  andern  nächstgelegenen  Nach- 
barpunkten, mögen  sic  nun  sich  in  der  gesuchten  Fläche  oder  in 
den  ihr  überall  nächstiiegendeu  Nuchbarflächen  belindcn,  der  Fall 
sein  kann? 

Diese  Aufgabe  verlangt,  wie  man  sieht,  ein  zusam- 
mengesetztes Grösstes  oder  Kleinstes.  Zu  den  irgend 
einem  beliebigen  Punkte  nächstgelegcncn  und  sowohl  in  der  ge- 
suchten als  in  allen  nächstanliegendcn  Nachbarflächen  befindlichen 
Nachbarpunkteu  gehören  die  Abscissen  ,(a:  ■+•  Dx)  und  (w-f-  Dto), 
welche  man  auch  darsfellen  kann  durch 
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*fk*«  ' j j * 

II)  x -4“  x . 9~x  + j — ^ . \}2  x -4"  j — ^ j • & + 

' 111)  w>-fr-x  . 1 V~  2 y~2  3 • ^*K’  -fr- • » 

und  die  Ordinate 

IV)  

wo  bekanntlich-  ~ s . ' 

» ' ‘ -T'  * ~ + 

,(d)25/  = (J*y-h2  . djte  • 

' \ x - , 

. . ■ ■■'•  - +£•*••» 

; ' + TF  ••'**’  ■+• 2 • ^ • »W + • f»' 

u.  8.  w.  ist.  Da  aber  die  Werthänderungen  des  x und  des  w hier 
ganz  unabhängig  und  willkürlich  sind,  so  wäre  es  schon  hinreichend 
statt  der  Reihen  II.  und  III.  nur  (x-t-x.&x)  und  (w-+-x.&w) 
zu  setzen,  .wobei  alpo  &ax  = 0,  ^a*0  = O,  &zx  = 0,  &zw  = 0 
u.  s.  w.  ist.  Durch  Vnriiren  bekommt  man 

t 

' (dj  U = 4(3 y — hx  — hw ) . dy 
[4  . (3 y — hx  — hw)  . -j-  C«  -f-  2x  — 4 hy]  . &x 

- [4  . (3 y — hx  — hw)  . -f-  2 w — 4/yJ  . &w. 

Aus  [ö)Uz=. 0 folgt  zuerst  die  identische  Gleichung 

VI)  3 y* — hx  — • hw  ~ 0‘ 

• . . N 

und  die  beiden  nichtidentischen  Gleichungen 

VII)  4 . (32* — hx  — hw)  . -f-  Ca  -f-  2x — 4/y  = 0, 

4 

' •*  » 

VIII)  4(3y — hx  — hw)  . — 4Ay  = 0, 

welche  sich  aber  wegen  Gleichung  VI.  zuruckzichen  auf  - 

' ’ . " - IX)  6«  -f-  2x  — 4 hy  = 0, 

und  . . t 

X)  2 w — -ihyz=z0.  ' ' ' 

• • « *#*  * 

Aus  VI.  folgt  zunächst 

XI)  y = — . {x-\r  w). 

Die  gesuchte  Fläche  ist  also  eine  Ebene,  welche  durch 
den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  geht,  und  bei  wel- 
cher die  in  den  Coordinuten ebenen  und  WY  liege n- 

Thell  III.  ' 9 


' t 
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den  Spuren  mit  der  Uoordinatcnaxe  Y solche  Wi n k e 1 
bilden»  deren  gonio  metrisch  c Tangente  =y  ist. 

Führt  man  nun  in  IX.  und  X.  für  y den  Ausdruck  ein»  so  be- 

* 3.(3 242)  ‘ 6/<a 

kommt  man  x =z-  ‘^2  — . a und  w = ^ ■_  g . a.  Unter  die- 

sen Umständen  bleibt  nur 

••  * * 2A7 

XII)  (di3  U=  12  . dy3  -+-  f (3  — 2//3)  . [(^  — 


3.(3  — kh7) 
(3  — 2/i3)2 


' Der'Theilsatz  mit  dem  Variationskoefficienten  ist  unter  allen  Um- 
ständen positiv  5 dagegen  das  Aggregat  der  mit  Differenzkoefficienten 
versehenen  Theilsätze  ist  nur  dann  sicher  positiv,  wenn  (3  — 2A*) 
und  (3  — \/i7)  gleichzeitig  positiv  sind;  und  dieses  ist  der  Fall  bei 

allen  von  ( — ^ • V 3)  bis  zu  (-+-  £ . \/  3)  liegenden  YVerthen  des 
h.  Dabei  findet  aber  ein  zusammengesetztes  Kleinstes 
statt. 

Bei  allen  zwischen  ( — oo)  und  ( — . V/~3),  so  wie  bei  allen 

zwischen  (4-t  • l/"3)  und  (-+-  oc)  liegenden  Werthen  des  h kann 
von  einem  sichern  Zeichenstande  des  mit  Differenzkoeflicienten  ver- 
seheneu Aggregates  keine  Rede  sein,  und  in  diesem  Falle  findet 
wohl  ein  primäres  Kleinstes,  aber  in  sekundärer  Beziehung  findet 
weder  ein  Grösstes  noch  ein  Kleinstes  statt. 


Aufgabe  31. 

((Zu  Ohm’s  Lehre  des  Grössten  und  Kleinsten.  Seite  181.  $.  27.). 

Man  sucht,  y und  z als  solche  Funktionen  von  x und  für  x 
selbst  einen  solchen  Werth,  dass  der  Ausdruck 

* * * i 

OC 

U=  + + ^ 2 — xy — xz  — yz  -f-  hx — g*  . log  nat 


eiu  zusammengesetztes  Grösstes  oder  Kleinstes  vcjrd. 
Man  bekommt  hier 


(d)  l/=  (2y  — z — x)  . dy  -+-  (2s  — y — x)  . Sz 

y- 

hx — g 2 


-+-  lOty  — % — x)  • H-  (2a  ~y  — x)  .^-\~2x  — y — z 


x 


] . $x 


Daraus  folgen  zunächst  die  beiden  identischen  Gleichungen 
, 1)  2y  — z — x = 0, 

und 

II)  2%  — y ■ — x = 0 
md  .die  nichtidcntisclie  Gleichung 


III).  ix  - y - s + _ o 


» 


X 
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Ans  I.  und  II.  ergibt  sich  yz=zaz  und  x = ar;  und  ans  III.  ergibt 
sich  azzzz^.  Es  ist  also  jetzt 

•-  U"  = g2  .(1  — log  nat  j^). 

• * * i 

Ijpter  diesen  Umständen  bleibt  nur  . 

(<Jja  U = ( dy — &•)*  Sy2  -f-  dx2  + ^ . d-az2. 

Das  Aggregat  der  Variationskoefficienten  zeigt  an,  dass  ein  primä* 
res  Kleinstes,  ttnd  der  Theilsatz  mit  dem  Differenzkoefficienten  zeigt 
an,  dass  auch  ein  sekundäres  Kleinstes  statt  findet;  es  findet  also 
ein  zusammengesetztes  Kleinstes  statt. 

(Man  vergleiche  die  folgende  Aufgabe). 


' t ‘ • Aufgabe  32.  

(£u  Ohm’s  Lehre  des  Grössten  und  Kleinsten.  Seite  177.  §.  26.). 

*.****  • * *» 

Man  sucht  % als  solche  Funktion  von  az  und  y und  zugleich 
für  az  und  y solche  Werthe,  dass  der  Ausdruck  * i 

* # * * . # • ♦ * *\  • . ~ * . . \ 

V = az2  -\ry2  - f-  x2  — azy — azx  — y%  -+-  haz  — g2  . log  nat  — 

• ■ - ' 1 ’ .*  ■ *<  , .i 

m , » * * » 

ein  zusammengesetztes  Grösstes  oder  Kleinstes  wird. 

Man  bekommt  hier  , t 

z {$)(]?=:{%%— az—y)  . — az—y)  . az— x]  .&y 

-Hl2*— *- y)  ^ 

Daraus  folgt  zunächst  die  identische  Gleichung 
. . , I)  2s  — az  — y = 0 

und  die  beiden  nichtidentischen  Gleichungen  t ‘ 

* * ’ v - ; II)  2 y — az  — x = 0 

und  ' 

. . , ^ \ 

hx sr * 

III)2^-y-,-2£T£-  = 0. 

Aus  I.  ergibt  sich  x = -7-5 — . Führt  man  diesen  Ausdruck  in  I. 


• ftt  ' » tr* 

und  II.  ein,  so  bekommt  man  y^z-r  und  azzzz^r.  Es  ist  also 

» ‘ . • * n ' \ 

jetzt  wieder  " V . 

• * j ' ^ 

V"=g'  . (1  — log  nat  „ 

\ 

Unter  diesen  Umständen  bleibt  nur 

1 ' / • • ■ • , 

\rf  2d!«*  ■+•  0 . {vtaz  — &y)2  -f-  ^ . &az2.  m 

. 9* 


• a-3 


l N 
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* « • 

Der  Thcilsatz  mit  dem  Variationskoefficicntcn  zeigt  an,  dass  ein 
primäres.  Kleinstes,  und  das  Aggregat  mit  den  Differenzkoefficien- 
ten  zeigt  an,  dass  auch  ein  sekundäres  Kleinstes  statt  findet;  es 
findet  also  ein  zusammengesetztes  Kleinstes  statt. 

(Man  vergleiche  die  vorhergehende  Aufgabe). 


Aufgabe  51. 

(Zu  Ohin’s  Lehre  des  Grössten  und  Kleinsten.  Seite  197.  §.  35.;  und  m 
' ■ Seite  202.  Anmerkung.). 

* • ^ ^ * * ' _ **!*.• 

Welcher  abgekürzte  senkrechte  Kegel  hat  bei  jedem  beliebigen 

zwischen  dem  Hulbmesser  der  oberen  und  unteren  Grundfläche  statt- 
findenden Verhältnisse  die  Eigenschaft,  dass  er  unter  allen  denen, 
die  denselben  (gegebenen  oder  nichtgegebenen)  Körperinhalt  ein- 
schliesscn,  von  der  kleinsten  Oberfläche  uegränzt  wird? 

Es  sei  y der  Halbmesser  der  untern,  % der  Halbmesser  der 
obern  Gruudfläche  uad  v sei  die  senkrechte  Entfernung  dieser  bei- 
den Grundflächen;  so  ist  bekanntlich  des  abgekürzten  Kegelmantels 

Flächeninhalt  = it . (y-f-  *)  . v2  + (y  — *)%  das  * mag  grösser 
oder  kleiner  als  y sein,  d.  b.  des  abgekürzten  Kegels  Spitze  mag 
abwärts  oder  aufwärts  liegen.  Hier  hat  man,  eben  weil  kein  Grund 
vorhanden  ist,  warum  des  Kegelmantels  Flächeninhalt  negativ  sein 
sollte,  das  Radikal  nur  nach  seiner  positiven  Bedeutung  zu  neh- 
men; und  diese  Bedeutung  muss  ihm  durch  die  ganze  Aufgabe  blei-, 
ben.  Der  Flächeninhalt  der  untern  Grundfläche  ist  ts  , y*,  und  der 
Flächeninhalt  der  obern  Grundfläche  ist  7t . Addirt  inan  diese 
drei  Ausdrücke,  so  ergibt  sich  für  die  ganze  Oberfläche  des  abge- 
kürzten senkrechten  Kegels  folgender  Ausdruck: 

• 1 • 1 w . . * » - 
I)  U—  n . [y2  -4-  z2  -4-  (y  -f-  2) . \/v2  -4-  (y  — *)’"]. 

Der  Körperinhalt  desselben  ist 


71 


11)  . v . (y* -h  ys  ■+■  s1). 


OM) 


Weil  ferner  der  Halbmesser  der  obern  Grundfläche  irgend  ein  be- 
liebiges Vielfaches  oder  irgend  ein  beliebiger  Theil  aes  Halbmes- 
sers der  unteren  Grundfläche  ist,  so  hat  man  noch  die  Gleichung 

Hl  )y  = ar.s. 

* * . * . 

Man  erkennt  sogleich,  dass  die  Auflösung  am  leichtesten  durchgefuhct 
wird,  wenn  man  y eliminirt;  man  hat  dann  % und  v als  solche 
Funktionen  von  a:  zu  bestimmen,  dass 


1 » **  . 


IV)  U=  n . [aa  . (1  •+•  a:2)  -4-  % . (1  -f-  a:)  . V vl  -4-  *aV(.r  — 1)*] 

ein  primäres  Kleinstes  wird,  während  noch  der  Ausdruck 

V)  — . v . ä*  . (1  -f-ar-4-.r*)  1 ■’ 

beständig  denselben  (gegebenen  oder  nichtgegebenen ) Werth  be- 
hält. Aus  IV.  folgt  uuu 
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; ; V| ) sv=z  **.  (!+*).«_  . 

Vv'  + z7  . (x  — l)a 


. dz. 


. ' * 


M 


^ Ti . (l-t-ar) . [e/3-+-2sa  . (x — l)2]-f-2ms . (I-4-ra) . , (är-l)2 

- ■■!  ■■.;■■  • ■ # .)  ^ 

Aua  V,  aberfolgt.  ^ 

-'•i  *;  VII)  x . dv  -\-2v  . dz  = 0. 

Kliminirt  man  nun  dvy  so  gebt  Gleichung  VI.  über  in 

VIII)  A FT- ^ )«{~s3.Qr—l)3 — t>a]-f-2ffg.(ara-f-l).V//»i2+a;2.(3r— l)2  ^ - 

-•>o  l/t>3-t-x2.(.r— l)3 

Set*t  man  d/7=0,  so  folgt  aus  Gleichung  VIII. 

IX)  {x -f- 1)  . [i*2  . (x — l)3 — v7]  >.  ' ' •* 

-f- 2s  . (x*- -f- 1)  ,\^vx  -\-z2  .(x — l)2  = 0. 
Darau»  folgt  • # 

*>  • i-(-* +i) 

» • ^ . 


«*  • . ; 


+ 1)^+^  .(;r*  — 1)*J. 

Pas  Radikal  kann  aber  hier  nur  seine  positive  Bedeutung  haben, 
weil  widrigenfalls  z2  negativ,  also  « selbst  imaginär  wäre.  :■  Hier- 
durch ist  das  Verb äl tn iss  der  Höhe  zum  Halbmesser  der 
oberen  Grundfläche  gegeben.*  Würde  man  dem.  nichtvaria- 
beln  Elemente  x den  Werth  1 beilegen,  so  würde  aus  Gleichung 
111.  folgen  y = «,  d.  h.  der  Halbmesser  der  obem  Grundfläche 
wäre  dem  der  untern  Grundfläche  gleich,  und  der  abgekürzte 
Kegel  ginge  in  den  Cylinder  über,  und  Gleichung  X.  ginge 
über  in 


XI)  z7  = v7  . 


Wenn  man  aber  Gleichung  X.  genauer  betrachtet,  so  erkennt  man, 
dass,  man  den  wahren  Vverth.der  unbestimmten  Form  - jetzt  am 
leichtesten  dadurch  ermittelt,  dass  inan  das  Radikal  nach  dem  bi- 
nomischen Lehrsätze  in  eine  Reihe  verwandelt.  Nun  darf  das  Ra- 
dikal, wie  bereits  aus  einandergesetzt  ist,  nur  seine  positive  Be- 
deutung haben;  und  dabei  geht  Gleichung  X.  über  in 

x7.{x7  — l)3  1.1  x*  . (x7  — l)4 


v • 


4#3  .{x  — 1)*  * k * x*  -fr- 1 

1.1.3-  x*  . (x7  — 1)’ 


+ 


2 . 4 . Ü * {x4  ■+■  1)‘ 


2.4*  (X* 

* •«■••• 

11  ■ i • • . . • 


l)«: 


Dividirt  man  in  Zähler  und  Nenner  das  gemeinschaftliche  Produkt 
x7  . (x — l)3  weg;  so  geht  letztere  Gleichung  über  in 

(ar-t-J)2  1.1  x7  . (x  — l)3  . (x-+- 1)4 


*a=-rU- 


4 13  ' x*  -f- 1 2.4  (x*  l)a 

1.1.3  x*  . (x  — l)4  . (ar-j-l)* 

l)5 


' 1 ’ 


< 2.4.6*  (x4 

i * 

Diese  GleicliHng  is|  mit  Gleichung  X.  ganz  gleichbedeutend  bei  je. 
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dem  Wertke  des  .r,  also  auch  bei  a:  = 1 ; und  setzt  man  wirklich 
x = l,  so  bekommt  man 

XU)  **==*•>,  •' 

so  dass  die  hier  in  Frage  stehende  unbestimmte  Form  § den  Werth 
\ hat.  Aus  XII.  folgt  v = 2x,  d.  h.  die  Höhe  dieses  Cylinders  ist 
> dem  Durchmesser  der  beiden  Grundflächen  gleich,  und  man  hat  den 
bekannten  Satz:  „unter  allen  Cylindern  von  eiaerlei  Kör- 
perinhalt wird  derjenige  von  der  kleinsten  Oberfläche 
eingescblossen , dessen  Höhe  dem  Durchmesser  der 
Grundflächen  gleich  ist. 

Erstens.  Ist  der  Körperinhalt  des  gesuchten  Kegels  ein  ge- 

S ebener,  dargestellt  durch  m'\  so  geht  der  Ausdruck  V.  über  in 
ie  Gleichung 

v * I • 

XIII)  y.  ».**.(1 n*)=zm' 

und  die  Gleichungen  X.  und  XIII.  reichen  hin,  zu  bestimmen,  was 
v und  x für  Funktionen  von  a:  sind. 

Zweitens.  Ist  der  Körperinhalt  des  gesuchten  Kegels  nicht 
gegeben,  so  hat  man  nur  die  einzige  Gleichung  X.,  und  jetzt  kann 
man  für  das  mittclbarvariable  Element  v jede  beliebige  Funktion 
von  a:  wählen;  die  zugehörige  Funktion  » ergiebt  sich  dann  jedes- 
mal aus  Gleichung  IX.  oder  X. 

Das  Prüfungsmittel,  ob  ein  Grösstes  oder  Kleinstes 
stattfinde,  ist  noch  herzustellen. 


. i \ 


Zweite  Abtheilung.  . 

Aufgaben,  welche  auf  Ausdrücke  führen,  wo  Differen- 
tiale Vorkommen. 


Aufgabe  56. 

(Zu  Ohm’s  Lehre  des  Grössten  und  Kleinsten  Seite  208.  §.  44—46.) 

Welche  unter  allcu  auf  dasselbe  rechtwinkeligc  Coordinaten- 
systcin  bezogenen  ebenen  Kurven  hat  in  jedem  ihrer  Punkte  die 
Eigenschaft,  dass  sie  folgenden  von  den  Coordinaten  abhängigen 
Ausdruck 


I)  V=zh2\ 


x2 


Ä4  . X2 

x'—U2 


y 2 — (/i2  . x2  h2  asy) 


• v 

dy 

* dx 


bei  irgend  einer  nach  Belieben  gewählten  Abscisse  grösser  oder 
kleiner  macht,  als  ihn  bei  der  nemlichen  Abscisse  alle  andern  der 
gesuchten  Kurve  in  jedem  Punkte  nächst  anliegenden  Nachbarkur- 
ven machen  können? 


✓ 


\ 
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N 0 

Hier  ist  x jede  beliebige  Abscissc  und  y die  jedesmalige  Or- 
dinate der  gesuchten  Kurve.  Die  Ordinaten  aller  Kurven,  welche 
der  gesuchten  Kurve  in  jedem  Punkte  näcbstanliegen,  werden  dar- 
gestellt durch  /'  • ; ; . ’ ' 


II)  y-\~*  . öy-{-  . 62y-\-  — . 63y~\- 


I 

wo  x der  Null  nächstanliegend,  y die  gesuchte  Funktion  von  x^ 
und  6y,  S2y,  6ly,  u.  s.  w.  ganz  willkürliche  reelle  Funktionen  von  x 
sind.  Der  erste  Differentialquotient  der  der  gesuchten  Funktion  y 
bei  jedem  Werthe  des  x nächstanliegenden  Nachbarfunktionen  wird 
also  dargestellt  durch 


,n)  ^ + 


ddy 

dx 


d<Py 


x*  dd3y 
1.2.3  * ~dx 


1.2  dx 

Durch  Variiren  bekommt  man 

IV)  SU=z (&'  .y-h3  .x  . . Sy + (2/t3  . x3  . ^ + //* x 3 

/a  \ 

— A’.x.y). 

V)  ö3Uz=z  ( h 3 . y — h3  . x . ^~)  . d3y- (2/t3  . x3  — h3  . x3 

■ ' . 

' ' 1 * < \ *,  • . 

-f-  / 1 2 . Sy*  — 2 A3  . ;r  . dy  . -f-  2 . h2  . ar*  . (^jr)2- 

Erster  Fall.  Soll  die  gesuchte  Kurve  aus  allen  möglichen 
einander  in  jedem  Punkte  nächstunliegenden  herausgewählt  wer- 
den; so  sind  Sy  und  dem  Werthe  nach  ganz  unabhängig  von 

einander,  wenn  gleich  mit  der  Form  des  6y  auch  die  des  mit- 
gegeben ist.  Es  müssen  also  jetzt  die  zwei ■ identischen  Glei- 
chungen • ' " 


l)A3.y-/t3.x.^  = 0 


und 


2)  2 h2  . x2  . ^ — h2  . x2  — h2  . xy  = 0 


statt  finden.  Man  hat  nun  zwei  Wege,  die  gesuchte  Funktion  y 
von  x aufzufinden. 

Erstens.  Gleichung  1)  geht  geradezu  über  in  y.dx — x .r/y=ö 


oder 


y . dx  — x . dy 


x1 


= 0.  Daraus  folgt  durch  Integriren 
' ■>»  — 3)  y=  &x.  . . 


Durch  diese  Funktion  muss  aber  auch  Gleichung  2)  identisch  wer- 

dy 

den.  Zu  diesem  Ende  führe  man  Bx  statt  y und  B statt  ^ in 


1 \ 
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Gleichung-  2)  überall  ein,  reducire  so  viel  als  möglich,  und  man 
bekommt 

2 B . //’  . x2  — / 1 2 . x2  --  B . h 2 . x2  = 0. 

Daraus  folgt  Z?  = l,  und  Gleichung  3}  geht  über  iu 

4)  y=x, 

welches  die  gesnchte  Funktion  y von  x ist.  Dabei  reducirt  sich 
Gleichung  V)  auf  „ * > . 


woran  man  erkennt,  dass  £/'  = £.  A3  . — ^ — - ein  primäres. 

Kleinstes  ist. 

Zweitens.  Man  kann  aber  auch  aus  1)  uud  2)  den  Ausdruck 

eliraiuiren,  und  so  ohne  Integration  zu  der  gesuchten  Funktion 

y von  .7;  gelangen.  Zu  diesem  Eude  wird  mau  aus  Gleichung  1) 
bekommen 


5)*  = 

’ dx  x* 

Diesen  Ausdruck  führe  man  in  2 ) ein , und  cs  ergibt  sich 
h2  . x{y — x)  = 0,  so  dass  man 

6)  y = x 

hat.  Diese  Funktion  soll  nun  die  Gleichungen  1)  und  2)  zugleich 
identisch  machen,  was  noch  besonders  untersucht  werden  muss. 
Man  hat  also  jetzt  genau  dasselbe  Resultat.,  wie  vorher. 

Zweiter  Fall.  .Soll  man  aber  nur  unter  denen  in  jedem 
Punkte  einander  nächstanliegenden  Kurven,  welche  alle  den  zu 
der  gerade  gewählten  Abscissc  x gehörigen  Punkt  mit  einander 
gemeinschaftlich  haben,  diejenige  heraussuchen,  wobei  das  U grös- 
ser oder  kleiner  wird,  als  bei  allen  andern  so  geeigcnschatteten 
Kurven;  so  haben  alle  hier  in  Betracht  zu  ziehenden  Kurven 'hei 
der  gerade  gewählten  Abscisse  x auch  einerlei  Ordinate.  Deshalb 
bestellt  bei  der  gerade  gewählten  Abscisse  x zwischen  der  Ordi- 
nate der  gesuchten  und  den  Ordinaten  aller  in  Betracht  zu  ziehen- 
den Kurven  folgende  Gleichung: 

VI)  y = y-\-x  . . d2y  + ___  # 

* * 

Es  muss  also  bei  dem  gerade  gewählten  Werthe  des  x einzeln 
sein 

dy=  0,  62y  = 0,  6sy— =0,  u.  s.  w. 

Hier  reducirt  sich  also  Gleichung  IV.  auf  > _ ^ 

JJ7=(2  . h2  . x 2 . ^ — A2  , x*  — h*  . x . y) 

Man  hat  daher  jetzt  nur  die  einzige  Gleichung 

7}  2A3  . x2  . — A*  . x2  — A* . xy  = 0. 


\ 


f 
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c 


. .*  . .«,y 


w V 


Diese  Gleichung  reducirt  sicli  geradezu  auf 

8)  2x  . dy — ac.daff — y . dx  = 0. 

« *r.  • i • 

Die  Gleichung  wird  integrabel,  wenn  man  sie  mit  dem  Faktor 
t>  multiplicirt  Dadurch  bekommt  man  \ v 1 

> * ' v \ äi  2or \dy—y  .dx  : I rfr  __n  • ; 

...  , . 2xi  ; • • ••  • j ' 

Daraus  folgt  durch  Integration 

10)  — l/^=  C 

f!  ■ Yi  • va  $ . ‘ 

oder  mit  Aend«rung  der  Konstanten'  “:- 

11) ry^ — x = V E . x 

oder  . 

' #%  •-  ' *.  ' • >’  ' • ••  f\  * 't  •*'*:.  I'»  S 

.12)  (y-a>)*  = E.X.  ' ' *’ 

Die  willkührliche  Konstante  E macht,  dass  man  die  Aufgabe  noch 
einer  Nebenbedingung  unterwerfen  kann.  Da  sich  jetzt  Gleichung 

I. ■ .■  . 

, s\u= 2. Ar. ,**, (g>* .. ^ - 

zu  rückzieh  et,  so  erkennt  man,  dass  ein  primäres  Kleinstes  statt- 
lmuet.,r.  , - 4 , # N . - v 

Dritter  Fall.  Soll  man  nur  unter  denen  in  jedem  Punkte 
einander  nächstanliegenden  Kurven,  welche  bei  der  gerade  genom- 
menen Abscisse  x lauter  parallele  Berührende  haben,  während  die 
zu  dieser  Abscisse  x gehörigen  Berührungspunkte  der  hier  in  Be- 
tracht zu  ziehenden  Kurven  in  verschiedenen  (jedoch  einander 
nächstanliegenden)  Entfernungen  von  der  Abscissenaxe  sich  befin- 
den können,  diejenigen  heraussuchen,  wobei  das  U grösser  oder 
kleiner  wird,  als  bei  allen  andern  so  geeigensebafteten  Kurven; 
so  schliesst  die  Abscissenaxe  mit  den  zu.  der  gerade  gewählten 
Abscisse  x gehörigen  Berührenden  aller  in  Betracht  zu  ziehenden 

Kurven  jedesmal  einen  glcichgrossen  Winkel  ein.  Nun  ist  ^ die 

goniometrische  Tangente  des  iK>n  der  Abscissenaxe  und  von  der 
(an  den  zu  der  gerade  gewählten  Abscisse  x gehörigen  Punkt  der 
gesuchten  Kurve  gezogenen)  Berührenden  eingeschlossenen  Win- 
kels; und  deshalb  besteht  hei  der.  gerade  gewählten  Abscisse  x 
zwischen  der  goniometrischen  Tangente  der  gesuchten  Kurve  und 
zwischen  den  goniometrischen  Tangenten  aller  in  Betracht  zu  zie- 
henden-Kurven  folgende  Gleichung:-  :'J  --  “ - '■  » »* 

vm  v ^ j-  j£-  d-^JL  -x-  x>  ^_i_ 

Vllt  doc~~  dx~*~*1  dx  ^ 1.2  * dx  T 1.2.S*  dx  TT 

Es  muss  also  bei  dem  gerade  gewählten  Werthe  des  ac  einzeln  sein 

. d&y  ' ^ dö*y  ^ A dö*y ^ 

dx—0*  dx  -~0>  dx  — °»  u*  S,W* 

Hierbei  reducirt  sich  Gleichung  4)  auf  ^ 
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dü=  (//*  . y — h*  . x . jj|) . öy. 

Daraus  folgt  die  identische  Gleichung 

13)  h%  . y — fi*  . x . ^ =ss  0. 

Diese  Gleichung  form^  sich  zunächst  um  in  x . dy — y . flx=:0, 
oder  X ^ — 0 ; und  daraus  folgt  durch  Integration 

14)  y — Gx. 

* — . 

Die  willkürliche  Konstante  G macht,  dass  man  die  Aufgabe  noch 
einer  weitern  Bedingung  unterwerfen  kann.  Da  sich  hierbei  Glei- 
chung V.  auf 

d*  £/=  li1  . dya 

reducirt,  so  erkennt  man,  dass  ein  primäres  Kleinstes  statt  findet. 


• - 1 Aufgabe  67. 

(Zu  Ohin’s  Lehre  des  Grössten  und  Kleinsten.  Seite  208.  §.  44 — 46.). 

• ( .» 

Man  soll  unter  allen  auf  dasselbe  rechtwinkelige  Coordinaten- 
system  bezogenen  ebenen  Kurven  diejenige  heraussuchen,  welche 
in  jedem  ihrer  Punkte  die  Eigenschaft  hat,  dass,  wenn  man  an  den 
zu  irgend  einer  nach  Belieben  gewählten  Abscisse  x gehörigen 
Punkt  die  Berührende  zieht,  und  dann  von  zwei  andern  in  der 
Ebene  irgendwo  festliegenden  Punkten  Perpendikel  auf  diese  Be- 
rührende fällt,  das  Produkt  dieser  Perpendikel  grösser  oder  kleiner 
wird,  als  bei  den  zu  der  nemlichen  Abscisse  x gehörigen  Punkten 
aller  andern  der  gesuchten  Kurve  in  jedem  Punkte  nächstanlicgen- 
den  Nachbarkurven  der  Fall  sein  kann. 

Die  Auflösung  wird  (Taf.  III.  Fig.  2.)  vereinfacht,  wenn  man  die 
Abscissenaxe  durch  die  beiden  bestimmten  Punkte  //  und  K legt; 
und  wenn  man  zugleich  HR  und  KT  senkrecht  auf  OX  errichtet, 
so  bekommt  man  HMz=. HR. sin  HRJf,  und  KA=KT.s\n  KTN. 

Nun  ist  tg  SFG  = ^ = p>  also  cos  SFG  = ^===,  tind 
man  hat  somit 


I)  sin  HRMz=z  sin  ATA  = cos  SFG 


Ferner  ist  schon  in  der  66sten  Aufgabe  darnethan,  dass,  wenn  man 
die  festen  Abscissen  OH  und  OK  bezüglich  mit  a und  « be- 
zeichnet, 

HR  = — x) . py  und  ÜT!T=y*Ha- x)  . p\ 

also  ist  ’ 


11)  •]*,. 
V'  1 -4-P 


und 


Digilized  by  Google 


139 


..  • UI)  KN^*X(*JXT?-  "■  ' 

. »•  ? • - • * Vl  • . -> 

\ 

Für  das  gesuchte  Produkt  HM . KA  hat  man  also , da  die  beiden 
Radikale  entweder  durchweg  ihre  positive  oder  durchweg  ihre  ne- , 
gative  Bedeutung  repräsentiren, 

#7—  [y  « v\  « [y  ~t~  (g  ^)pI 

• , ; «,  ; : 

Durch  Variiren  bekommt  man  ... 


i ' I f 


IV)  3U=  jJ-,  . [2y-t-  (a  « — 2*)p]  .Sy 

*+■  ^ 4.^»)^  • 1 1(«  •+• « — 2-r)  • y ■+*  2(«  ;-r4)  (« — «W  • (i  4-  ?*) 


t . ■ v 


— 2/>  . [y+(ö-^] . [y-^(a— . ^r- 

Erster  Fall.  Soll  die  gesuchte  Kurve  aus  allen  möglichen 
einander  in  jedem  Punkte  nächstanliegenden  heraus  gewählt  wer- 

JA. 

den,  so  sind  dy  und  dem  Werthfe  nach  ganz  unabhängig  von 

einander,  wenn  gleich  mit  der  Form  des  dy  auch  die  des  mit- 

gegeben ist.  Es  müssen  jetzt  die  zwei  identischen  Gleichungen 
stattfinden  - 

1)  2y  4-  (a  4-  a — 2ar)p  = 0 

2)  [(«4-  a — 2^r)  . y 4-  2 [a  — (a  — x)  . p\  . (1  4-  p a) 

— *2y  . [y  4-  («  — &)p\  . [y  4-  (a  — «*)/>]  = 0 
Eliminirt  man  p aus  den  beiden  Gleichungen,  so  bekommt  man 

3)  (a— -«)*  . y = 0 

d.  h.  y wäre  eine  identische  Funktion  von  ar,  und  die  gefundene 
Kurve  wäre  die  in  die  Abscissenaxe  fallende  Grade.,  Dabei  ist 
aber  nur  , ‘ * 

> i 

d*  U=z  2 . dy*  4-  2 . (a  4-  a — 2^r)  . dy  . 

4-2.  (a  — ^r)  (a  — 

Da  aber 


U dp*U  ^ tdydpU  __ 
2 A ^ V«  - //«'  — 


aY 


beständig  negativ  bleibt,  so  kann  von  keinem  Grössten  oder  Klein- 
sten die  Rede  sein. 

Zweiter  Fall.  Macht  man  dieselbe  Einschränkung  wie  beim 
zweiten  Falle  der  vorigen  Aufgabe,  so  reducirt*  sich  Gleichung 
IV.  auf  ' 

&V  = (i  + p*y  { [{a  4-  o — 2^r)y  4-  2 {a  — — p)  (1  4-  p*) 

— 2 p . [y  4-  («  — &)p]  . [y  4-  («  — &)p\  | • 
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Damit  6U=  0 werde,  muss  sein., 

4)  [(«4-<*-2o;).y4-2(«  — <r)  («  — x) . p]  . (l4-/>9) 

..  — 2y.[y4-(<* — 2p):/>1 

Um  diese  Gleichung  zu  ihtcgriren,  multiplicire  man  sie  vorerst  mit 

.....  • •' 

J [(«  4-  « — 2a;) . y 4-  2 («  — o;)  (a  — a;)y]  . (1  ■+*  p*)  * dp  j 

( — 2 \y-\-{a  — a:)  .y\  .[?/-{-{<*  — &) -P\  *V  * ‘h*''  ’ a 

. QW  ; , -- 

Da  dy^=p  . cfcr,  so  ist  der  Ausdruck  * 5 

» [2y -f-  (a  4-  a — 2a;)  . p]  . (1 — * 4 • v i ; . t* 

— [2y  4-  («  4-  a — 2a;) . p]  . (14 -p2)  .p  •dar 

jedenfalls  eine  identische  Gleichung.  Man  kann  ihn  also  zu  dem 
Zähler  des  letzten  Bruches  addiren,  ohne  dass  derselbe  dadurch 
geändert  wird;  und  somit  bekommt  mau  . • , 


i.-  .1  : •’ 


% n\ 


\ .f  ..7*  » . 

4*  ii  *J  1 »•  • «.  , 


<’  ; : ' t .. 


**>!•  *;;t:  :: 

t r.”.  <:  i At.’i  uj* . 

« . * 

’ , * # < 

* . J « - ' 


t 

. * ' 


• ) '•  ••••.  . . 


» \ n V 

4 


\ « — 


w .. . *> 


• . 0' 


i.  » • 


> , • 


■ i 


. *•  . 


< 


* « 
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Vi>  .■  Yai' 


Ufj? 
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..  .'  . '• 

■ ’i  ■ 1 
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!:  I ■ 
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1 - - 

-g 


- V ( • 


V. 

t 


\ ' < 


+ 

»H-r.) 


*.  .—.r 


- 


• •*  • -fr  JUi 

• . ki  ~J . . 31jc  3r  % 


I i 
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tT.f }+  '30!  •'  , *n  •* ' ~ 

l4tufbfc&>^  v:*  , \ V » < 

- & K»U.‘‘  1.'. 


4*  * • « 

«n,  1 . ' 


;.  .1 

»♦j 


& /. 

1:  vif  X ) .• 

I <$• 


-V 

Ä • ^ • 

^5 


^ ® *Ä  + ■•.,  . .. 

ii»,;  r ’ü  v •;;;  n«K  «1  *03»  !},>)  ;|  V*.  ! 


3 + 

..  ^«:A  - 

• * r 
1 


I 

'■  > 

1.4  j 

...  n 


i » . .(  ,(  *\\9 


r i 2 \ I 

+ 1 


• r r»x5  < 

J>?10  //•  «L'./.y 
» — »*  J 

" -r»K~ 

?x 


,Y> 


. I 


) ;r 


> ' 


Diese  Gleichung  kann  mau  geradezu  iutegriren,'.  und  es  wird 

; ■ [y- f-(g-rJ)  .y]  « ly -*-(«— ^r)  »yj 

' l-hp2  — A 

■* " v,',,  '• » ■ ■•  '*  < . ; ::r  */  f‘.  . . -v.*..  : .. 

Daraus  folgt  {y-f-  ( a — o?)p\  . [y-f-  (a  — . p\  = ^ . (1  -f- 

und  führt  mau  diesen  Ausdruck  in  Gleichung  4.  ein,  so  bekommt 


man 


t:t. 


....!. 


. y-f-2(flr  — .r)  («  — ■«') . p\ . (I  H-^#) 

• — 2sip  . (1  ==  0 


x 
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Daraus  folgt 


2 . dy (04-«  — 2x) . dx 

y • A — aa-i-ax-+-ax  — x2’ 


Also  ist 

21  og  nat  y =C-h  log  nat  {A — aa  -|-  aoc  -f-  ax — x7) 
oder  mit  Veränderung  der  Konstanten 

5)  y7  — B . (A  — au  -f-  aa:  -+-  aa:  — a:*). 

Diese  Gleichung  enthält  aber  zwei  willkührliche  Konstanten,  wäh- 
rend doch  die  hier  vorgegebene  Differentialgleichung  4.  nur  von 
der  ersten  Ordnung  ist.  Aber  der  Umstand,  dass  Gleichung  4. 
durch  5.  identisch  werden  muss,  dient  dazu,  die  eine  der  Kon- 
stanten durch  die  andere  zu  bestimmen. 

Aus  5.  folgt  nun  y z=\/B  . {A  — aa-\-  aa:  -f-  aa:  — x2)  und 

P — ~0  , 7=  — Vereinfacht  man  noch  Gleichung 

~ • V A — aa- f- ax -f- ax  — x2 

4),  so  bleibt  nur 

6)  (a  -4-  « — 2.r)  . y -f-  2 . (a  — x)  . (o  — x)  , p — 2 y7  . p 

— («  -f-  a — 2a:)  . p7  . y = 0. 

Und  führt  man  hierin  die  so  eben  für  y und  p gefundenen  Aus- 
drücke ein,  so  bleibt  nach  ausgeführten  Reduktionen  nur  noch 
übrig 

\A  . (1  — B)  — B . {a  — a)2  — 0. 

Daraus  folgt 

4 — B (a~a\2 

, l — £‘\  2 ' 

Gleichung  5.  geht  also  über  in 

7)  y*  ~ H • [y^Tß  (~2~~^a  — aa ax ax  — x7) 
welche  sich  aber  auf  folgende  Weise  darstellen  lässt 


8)  „■  = B[ ^ . ( V1)9  - (*  - 


oder 


,*) 


(*  — 


a ■ 


•)* 


y* 


1 —B 


.(V)1 


_JL_  /*- y 
1 — Zf  * 1 2 ' 


= 1. 


Die  gesuchte  Kurve  ist  also  entweder  eine  Ellipse  oder  Hyper- 
bel. Sie  ist  eine  Ellipse,  wenn  L _ jß  und  ^e,c^zeit,g  P°” 

sitiv  sind;  und  dazu  ist  nöthig,  dass  und  positiv  ist.  Die 

gesuchte  Kurve  aber  ist  eine  Hyperbel,  wenn  und  ^ — B 

entgegengesetzte  Vorzeichen  haben;  und  dieses  ist  der  Fall,  wenn 
B negativ  .ist.  B kann  niemals  grösser  als  -4-1  sein;  denn  dabei 


v 

I 


* 
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käme  man  (Gleichung  8)  auf  den  Widersprach , dass  y}  negativ, 
also  y selbst  imaginär  wäre. 

Da  dy  = 0,  d*y  = 0,  u.  s.  w.,*  so  bekommt  man  für  den  Va- 
riationskoefficienten  der  zweiten  Ordnung  nach  und  nach 

<id^tf==— |2.(«  — <r)  • , 

# **>  .•  J ,■  ^ 

— 2[y-h(a  — x).p]  \y •+■(«  — ar)  . p]\ . (^|)a 
oder  ' ' '•  ' • ’ ' ' 1 

[2(«-^)  («-*).(!+?■) 

'■  ' -2^.(1  +?')].  (g)f 


oder 


oder 


. >i 


. - . t ' . * * _ , 

6* U = — i‘±p2  • (A~~  g“+c^4-«^- &*) . )* 


S'U=  — 


l+P*ß 


£!  Äo 


• (<&?**• 


Die  Ellipse,  bei  welcher  B positiv  ist,  liefert  also  ein  primäres 
Grösstes;  und  die  Hyperbel,  bei  welcher  B negativ  ist,  liefert  .ein 
primäreB  Kleinstes. 

Wie  die  Konstante  B bestimmt  wird,  ist  aus  frühe« 
ren  Aufgaben  zur  Genüge  bekannt. 

Dritter  Fall.  Macht  man  dieselbe  Einschränkung  wie  beim 

dritten  Falle  der  vorigen  Aufgabe,  so  ist  ^ = 0,  ^-^«=0,  u.s.w.; 

ind  Gleichung  IV.  reducirt  sich  auf 

I * $ 

SU=  (2 y — 2.r)  ,p).dy. 

* • t 4 , 

Man  bat  also  die  identische  Gleichung 

•.  * • . i 

10)  2y-t-  («H-  a — 2&)  . p = 0 

i . \ i , 

Daraus  ergibt  sieb 

; f * ' 1 ; • . ■ 

Die  gesuchte  Kurve  ist  also  (Taf.  111.  Fig.  3.  und  Fig.  4.)  die 
Grade  RT , welche  genau  mitten  zwischen  H und  K die  Abscis- 
senaxe  durchschneidet,  und  insofern  die  Aufgabe  löst,  als  jede 
Grade  auch  ihre  eigne  Berührende  ist. 

Wie  man  die  Konstante  E bestimmt,  ist  aus  frühe- 
ren Aufgaben  zur  Genüge  bekannt. 

Weil  -j^==:0,  u*  8*  w*  80  bekommt  man  Förden 

VariationskoefBcienten  der  zweiten  Ordnung  \ ' ' 


■d3F/= 


1 -\-p 


2 * 
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woran  man  erkennt)  doss  jedenfalls  ein  primäres  Kleinstes  statt» 
findet. 

Schaut  man  anf  Taf.  III.  Fig.  3.  und  Taf.  III.  Fig.  A.f  so  sieht 
man,  dass  das  hier;  gefundene  Produkt  V = HM'.  KM  eigentlich 
negativ  ist,  weil  die  Faktoren  HM  und  KM  entgegengesetzt  sind. 
Ein  negativer  Ausdruck  gilt  aber  ifi  der  Analysis  für  desto  kleiner, 
je  weiter  sein  Werth  von  Null  absteht.  Jede  mit  R T parallele 
Berührende,  z.  B.  VW,  idler  andern  nächstanliegenden  Nachbarkur» 
ven-erzeugt  ein  Produkt  U = HV \ KW,  welches  natür- 

lich auch  jedesmal  negativ  ist,  über  doch  näher  bei  Null  liegt,  als 
das  Produkt  L ~ UM . KM. 

Beweis.  Weil  HI z=z IK,  so  ; sind  die  beiden  rechtwinkelt- 
gen  Dreiecke  H1M  und  KIM  kongruent,  also  sind  die  Lothe  HM 
und  KM  einander  gleich,  aber  entgegengesetzt.  Desslmlb  ist 
V=HM.  KM—IIM.  i-: 1131)  = — HÄF.  Weil  nun  VW  pa- 
rallel ist  mit  MM , so  ist  VM=WMt  Man  setze  VMz=WM==H, 
so  ist  U-*-kU=  HV  . KW={HM—  VM)  . (KM+M1V) 
= (IIM—I))<  [-{HM+ 1))]=:  — HM*  + /**,  wie  zu  bewei- 
sen war.  - ••  •' 


\ . * 


* *\ 

, I - ) 

Aufgabe  68. 


) 


(Zu  Ohin's  Lehre  des  Grössten  und  Kleinsten.  Seite  208.  §.  44 — 4G.) 

\ # • « 
Man  zieht  in  einem  beliebigen  Punkte  einer  ebenen  Kurve  die 

Berührende.  Aus  zwei  festen  Punkten  einer  gegebenen  Graden  er- 
richtet man  Perpeudikel,  welche  bis  zur  Berührenden  verlängert 
werden;  dadurch  entsteht  ein  Trapez.  Hierauf  fallt  man  von  den- 
selben: zwei  festen  Puukten  Perpendikel  auf  die  Berührende;  da- 
durch entsteht  wieder  ein  Trapez.  Welche  Kurve  ist  es  nun,  wenn 
der  Unterschied  dieser  beiden  Trapeze  ein  primäres  Grösstes  oder  , 
Kleinstes  ist,  und  alle  in  Betracht  zu  ziehenden  Kurven  das  nem- 
liche  rechtwinkelige  Coordinatensystem  haben?  . ' 

Die  gegebene  gerade  Linie  (Taf.  III.  Fig.  2.)  sei  OX',  H und 
K seien  die  in  dieser  Graden  gelegenen  bestimmten  Punkte.  Die 
beiden  in  Rede  stehenden  Trapeze  sind  also  HRTK  und  HMMK. 
Es  schadet  der  Allgemeinheit  der  Aufgabe  nicht,  wenn  man  die  ge- 
gebene Grade  OX  als  Abscissenaxe  nimmt;  in  ihr  nehme  man  dann 
nach  Belieben  einen  Punkt  D als  Anfang  der  Coordiuaten.  Fs  ist' 
des  Trapezes  IIR  TK  Inhalt  = ^ . ff  IC . {IIR  -f-  A'T);  und  ebenso 
ist  des  Trapezes  HMMK  Inhalt  ’ sa=  £ . MM . (HM-\-  KM ).  Ist  nun 
OHz=za  und  OK=.u,  so  ist  uacii  Einleitung  der  vorigen . Auf-, 
gäbe  •»  >' 

1 IIK  = « — a,  IIR  — x)  . py  KT—  y -+-  (a  — x)  . p- 

• . . ’ . ■ i . ; : . • ■ • , ; * 

MM  ==  ME . cos  MME  = IIK . Cos  SFG  — -ß==?==, 

Vl  + p* 

•t  «i  « - 


V + (a  — x) . p 
V^l  -+-y*  9 


und  KM 


y -H  («  — x) . p 
i/i+y* 


Es  ist  also  Tra- 

# 


pez  HRTK  =s  . [2y  («  -H « — %x)  • p\  j und  weil  die  Ra- 

w » * * 


\ 
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‘ dikale  entweder  durchweg  ihre  positive  oder  durchweg  ihre  nega 
tive  Bedeutung  repräsentiren,  so  ist  Trapez 

. HMNK=a-^y.  . 

z ' i -+-/? 


Der  Unterschied  dieser  beiden  Trapeze  ist  also 

Tj a — a v 2y  . p*  -+-  (a  -+-  a — 2ar)  . p • 

— 2 X l-t-p3  . 

Durch  Variiren  bekommt  man 
a — a 


I)  dü=l 


,*  -P 

a 


* 


-\~P 

t » 

• -h  <* — 2^)  (3-f-?*).?]  .-jg* 


Erster  Fall.  Soll  die  gesuchte  Kurve  aus  allen  möglichen 
einander  in  jedem  Punkte  uächstunliegendeu  herausgewählt  wer- 
den; so  sind  bekanntlich  dy  und  dem  Werthe  nach  ganz  unab- 
hängig von  einander,  und  es  müssen  folgende  zwei  identische 
Gleichungen  stattfinden : 

1)  p * =0 

2)  («  -ha  — 2a?)  (3  -+-  p*) . p\  = 0. 

Erstens.  Diesen  beiden  Gleichungen  wird  zugleich  genügt, 
wenn  /?  = 0;  und  daraus  folgt 

3)  y = A. 

Man  hat  also  die  mit  der  Abscissenaxe  parallele  Gerade,  und  die 
beiden  Trapeze  HRTK  und  HMNK  fallen  in  ein  einziges  zu- 
sammen. Dabei  ist  f/'  = 0 ganz  unabhängig  vom  Wertbe  des  a?, 
so  dass  von  einer  secundären  Beziehung  keine  Rede  sein  kann. 
I)a  nun  besagte  Gerade  mit  der  Abscissenaxe  parallel  ist,  so  liegen 
alle  ihre  Ordinuten  auf  einer  und  derselben  Seite  der  Abscissenaxe. 
Man  setze  also  fest,  dass  die  Ordinaten,  welche  zu  be- 
sagter Graden  gehören,  die  positiven  seien;  dabei' ist 

auch  A positiv.  Ferner  ist  jetzt  nurd*#==2.(a — a) . A . (^)z> 

und  es  findet,  eben  weil  A als  positiv  gilt,  ein  primäres  Klein- 
stes statt.  „ • 

Zweitens.  Den  , Gleichungen  1 und  2 wird  auch  genügt, 
wenn 

4)  y = 0,  N 

d.  b.  eine  identische  Funktion  von  a?  ist.  Dadurch  ist  die  in  die 
Abscissenaxe  hineinfallende  Gerade  gegeben  und  es  ist  wieder 
£/'  = 0.  Es  ist  aber  ajich  d*l7  = U,  und 


d**7=(a  — a)  (4dy  §a?  <~j~)  (^|)% 


woran  man  erkennt,  dass  jetzt  von  keinem  Grössten  oder  Klein- 
sten die  Rede  sein  kann. 

Zweiter  Fall.  Soll. die  gesuchte  Kurve  nur  unter  allen  de- 
nen in  jedem  Punkte  einander  nächstanliegenden  berausgesuebt 
werden,  welche  den  zu  der  gerade  gewählten  Abscisse  a?  gehört- 
Theil  III.  10 


) 


\ 


I 


\ ' 
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S;en  Berührungspunkt  mit  einander  gemein  haben;  so  reducirt  sich 
ie  Gleichung"!,  auf 


öu=  cn?~*zy  • v <m -f  - « — M (3 -f- />•)./»]  .=g- 

Es  muss  also  jetzt  die  identische  Gleichung 

5)  p[4y-+-  {a  -f-  « 2.r)  * {3  -f*/>2)  . />]  = 0 

stattfinden.  * " 

Erstens.  Dieser  Gleichung  wird  genügt,  wenn  f>  = 0;  somit 
ist  wieder  * , 

6)  y=A  ! 

d.  h.  man  bat  wieder  die  mit  der  Abscissenaxc  parallele  Grade,  so 

dass  wieder  V z=z  0,  und  d2£r=2(a — a)  . A . (^)2  »st,  also  ein 

primäres  Kleinstes  stattfindet,  und  von  einer  sekundären  Beziehung 
keine  Rede  sein  kann.  Also  ganz  wie  im  ersten  Falle. 

Zweitens.  Der  Gleichung  5)  wird  aber  auch  genügt,  wenn 

' 7)  4y +(«-§-«  — 2or)  . (3-f-/>2)  ./v  = 0 

ist.  Bringt  man  die  Klammern  weg,  so  bekommt  man 

8)  4 y *f-  3 . (a  •+* « — 2.z?)  >.  p — J-  (r % — f-  u r-  2i?) . p 3 = 0. 

Differeutiirt  man  diese  Gleichung,  so  ergibt  sich  * 

4 . r/y  -f-  3 . (« -+- « — 2or)  . dp  — 6/>  . — 2 'p*  . r/.a: 

+ 3 («  a — 2^r)  . p*  . dp  = 0.  ' 

Da  abcV  dyt=p.  d: r,  so  redficirt  sich  diese  Gleichung  auf 

3(/*-f-  a — %r)  . (1  -+•/>*)(.  — 2/>  * {1  -+-£>2).  t/ir  ==?0; 

daraus  folgt 


.1  . 


dp 

P 


2 . ffcr 


7 i 

w !*/  • ‘ 


3 i a-j~a — 2x 


= 0.  ! 


Also  ist 


oder  ! 


♦ # I 


log  nat/>  •+-  ± * log  nat  («•+-«' — 2^r)  — C, 


: log  nat  j»  -f-  log  nat  a -f-  « — 2# 


oder 


log  nat  (/>l/ a -+*  « — 2.r)  = C. 

Mit  Veränderung  der  Konstanten  kann  man  auch  setzen 


v 


log  nnt  (p\/ a 4-  u — 2/r)  = Iog  nat  B , 


woraus 


i .( 


folgt.  Also  ist 


p\/ a-+- « — 2^r  — B 


.'i 
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B 

p=r- — * 

l/fl  + ß — 2x 


und  man  bekommt  durch  abermaliges  Integriren 

, »»  s 

9)  y=E—™.V(a  + a — 2^)*. 

. " ' ■ » , 

Dieses  Integral  bat  aber  zwei  willkührliche  Konstanten,  während 
doch  die " vorgelegte  Differentialgleichung  7)  oder  8)  nur  eine  der 
ersten  Ordnung  ist.  Allein  gerade  der  Umstand,  dass  durch  Glei- 
chung 9}  die  Gleichung  7)  oder  81  identisch  werden  muss,  dient 
dazu,  die  eine  der  Konstanten  durch  die  andere  zu  bestimmen. 
Führt  man  nun  die  aus  9)  für  y und  p sich  ergebenden  Ausdrücke 
in  8)  ein,  so  bleibt  (nach  ausgefünrten  Reduktionen)  nur  4i24-/?*==:0; 

* 

duraus  folgt  B =z  — 1/ bE,  und  Gleichung  9)  geht  über  in 

, i ' 

, 10)  y=z,E-h~  . V\£\a-{-a  — 1U)2 


tt  1 . 


’*  * * - 

Die  dadurch  dargestellte  Kurve  ist  die  Neil’sche  Para- 
bel. Hierbei  ist  ferner 


J t 


.1  l< 


U’—  [4 E+  \/ \E[a -f- a — - 2a:) 2 J . 


s 

l/lG£* 


3 3 

<y  16A’2)-f-V//  (a-i-a  — 2a;)2 


und 


, /■ 


1 1 -i 


•l  • « 


* c=- iir^ • 'iB+  v&.(- ♦-—**>■) . (gfc  ■ 

V*  *.•:«»  U • ■'  '«  • , • y ‘ * ’ • : 

.und  somit  hängt  es  von  E ab,  ob  ein  primäres  Grösstes  oder  Klein- 
stes stattfindet.  . . 

Dritter  Fall.  Soll  man  nur  unter  denen  einander  in  jedem 
Punkte  nächstanfiegenden  Kurven,  welche  bei  der  gerade  genom- 
menen Abscisse  as  lauter  parallele  Berührende  haben,  während  die 
zu  dieser  Abscisse  oc  gehörigen  Berührungspunkte  der  hier  iu  Be- 
tracht zu  ziehenden  Kurven  in  verschiedenen  (jedoch  einander 
nächstanliegenden)  Entfernungen  von  der  Abscissenaxe  sich  befin- 
den können,  diejenige  heraussuchen,  wobei  das  U grösser  oder 
kleiner  wird  als  bei  allen  andern  so  geeigenschaftetcn  Kurven,  so 

ist  jetzt  ^^  = 0,  = 0,  u.  s.  w.;  und  Gleichung  I.  reducirt 

sich  auf 

. sv=r^- 

Daraus  folgt  pz=.  0,  und  somit  ist  y=r^,  d.  h.  man  hat  die  mit 
der  Abscissenaxe  parallele  Grade.  Aber  eben  weil^^==0, 

10° 
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r=  0 u.  8.  w.  ist,  so  ist  auch  6*  CJ=z  0,  S*  £7=  0,  u.  s.  w.  und 

ax  1 

man  erkennt,  dass  von  einem  primären  Grössten  oder  Kleinsten 
keine  Rede  sein  kann. 


Aufgabe  70.  ' 

(Zu  Ohm’s  Lehre  des  Grössten  und  Kleinsten.  Seite  216.  §.  48.). 

Man  soll  unter  allen  auf  dasselbe  rechtwinkelige  Coordinaten- 
system  bezogenen  ebenen  Kurven  diejenige  heraussuchen,  wel- 
che in  jedem  ihrer  Punkte  die  Eigenschaft  hat,  dass  für  den 
zu  irgend  einer  nach  Belieben  gewählten  Abscisse  x gehörigen 
Punkt  das  von  der  Normale  und  den  beiden  Coordinatenaxen  ein« 

Seschlossene  Dreieck  grösser  oder  kleiner  wird,  als  bei  allen  an- 
ern  der  gesuchten  Kurve  in  jedem  Punkte  nächstanliegenden  Nach- 
barkurven der  Fall  sein  kann , während  die  gesuchte  Kurve  nur 
aus  der  Zahl  derjenigen  herausgewählt  werden  darf,  bei  denen  das 
um  das  Quadrat  dieser  Abscisse  verminderte  Produkt  der  Abscisse 
und  Subtangente  den  bestimmt  gegebenen  (positiven  oder  nega- 
tiven) Werth  A hat.  1 ■ ' 

Es  sei  (Taf.  111.  Fig.  5.)  S ein  beliebig  gewählter  Punkt,  durch 
welchen  die  Normale  gelegt  ist;  dann  COu  das  auf  vorgeschrie- 
bene  Weise  begränzte  Dreieck,  wenn  O als  Anfangspunkt  der 
Coordinaten  gilt.  Nun  ist  die  Gleichung  der  Normale 

(y" — y)  • P •+-  a”—  * = 0, 

wo  x?  und  y ” die  veränderlichen  Coordinaten  der  Normale,  und 
a:  und  y die  (übrigens  gleichfalls  veränderlichen)  Coordinaten  des 
Punktes  der  Kurve  sind,  durch  den  man  gerade  die  Normale  legt; 

. dv 

ferner  ist,  wie  gewöhnlich,  p statt  gesetzt.  Für  den  Punkt  D 

ist  y"=0,  und  somit  folgt  aus  obiger  Gleichung  ODx=x?’z=:py-\-x\ 
für  den  Punkt  C ist  x”  = 0,  und  somit  folgt  aus  obiger  Gleichung 


und  sonach  hat  man 


Des  Dreiecks  OCD  Inhalt  ist  =| . OC . OD 


I)  ü: 


(py  -h 

2p 


Ferner  hat  man  für  die  hier  vorgeschriebene  Bedingungsgleichung 

II)  . x — x2  = A, 


Erste  Auflösung.  ' 

1 . \ 

Variirt  man  Gleichung  I.,  so  bekommt  mpn 
III)  ÖU=(py-hx)  . 
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IV)  i’U={py+x).(i'y+*!rjß- . 


•S  •<§>*• 


Ans  Gleichung  II.  aber  folgt: 


vl)  tz?  = £ • »• s-  w- 


*V 


Eliminirt  man  aus  III.,  so  bekommt  man 

. *1  # t , * 

VH)  öU^~.(py-{-a:).(Zpy--  a:)  . fy. 

- Soll  nun  dÜ—  0 werden,  so  muss  entweder  3 py — ,a?  = 0 oder 
py  H-  =:  0 sein. 

Erstens.  Aus  3 py — ^r  = 0 folgt  3 y3 — = Dieses 

ist  die  Gleichung  einer  Hyperbel,  deren  Coordinaten  in  O 
anfangen.  Man  hat  aber  vor  Allem  zu  untersuchen,  ob  durch  diese 
Gleichung  auch  Gleichung  II.  identisch  wird.  Man  führe  also 

V\  . (x*  + ß)  statt  y,  und  [/3^~ statt  V Gleichung  II. 

ein,  und  berücksichtige,  dass  die  Radikale  entweder  durchweg  ihre 
positive  oder  durchweg  ihre  negative  Bedeutung  haben.  Es  ergibt 

sich  V ..~*Z ü)  m x — ^ oder  j5  = J Somit  ist  die  voll- 


er 


Vnx'  + B) 

kommen  bestimmte  und  keiner  weitern  Nebenbedingung  mehr  un- 
terliegende Gleichung  der  gesuchten  Hyperbel  3y* — x'zzzA.  Un- 
ter diesen  Umständen  gebt  Gleichung  IV.  über  in  ' 


VIII)  d'Ui 


hx 


.(* * + A) 


. dy3. 


8x 


Ferner  ist  -t- A) ; und  man  erkennt,  dass  die  für 

Ur  und  d3{7  hergestellten  Ausdrücke  zweideutig  sind,  weil  sie  das 
Radikal  als  gemeinschaftlichen  Faktor  enthalten.  In  solchen  Fäl- 
len pflegt  man  sich  dabin  zu  entscheiden:  Es  findet  ein  Kleinstes 
statt,  wenn  U1  und  d3 U einerlei  Zeichen  haben,  und  es  findet  ein 
Grösstes  statt,  wenn  V und  d3  U entgegengesetzte  Zeichen  haben. 
Demnach  findet  hier  ein  primäres  Kleinstes  statt;  denn  V und 
d3  U haben  unter  allen  Umständen  einerlei  Zeichen. 


Zweitens.  Aus  py-+-x=zO  folgt  y*-f-o;3=r3,  d.  h.  die 
Gleichung  eines  Kreises,  dessen  Mittelpunkt  in  0 liegt,  so  dass 
die  Normale  durch  0 geht,  und  das  auf  vorgeschriebene  Weise 
begränzte  Dreieck  Null  wäre.  Man  untersuche  nun  vor  Allem,  ob 
durch  die  hiesige  Gleichung  auch  Gleichung  II.  identisch  wird,  und 

- r-  i 

führe  zu  diesem  Ende  Kr3  — x2  statt  y,  und  : > — r=-r  statt  p in 

Vr2—x2 


< 
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Gleichung*  II.  ein.  Dadurch  bekommt  man  — .#■ 

■ «x7 

W2  — a:* 

oder — (ra  — .-r*)  — jc2-=A  oder  — r2=:A,  so  dass  der  Kreis 
nur  existiren  kann,  wenn  der  Werth  A der  gegebenen  Differenz 
negativ  ist.  Unter  diesem  Umstanden  ist 

IX)  d2  U=  — r^===  . Sy2. 

Dieser  Ausdruck  ist  wegen  des  Radikals  V r2 — x2  zweideutig; 
und  da  jetzt  U =. 0 nichts  mit  diesem  Radikal  zu  thun  hat,  so 
muss  man  sich  dahin  entscheiden,  dass  hier  weder  ein  Grösstes 
noch  Kleinstes  stattlinde.  Dieses  wird  aber  auch  noch  durch  fol- 
gende Betrachtung  bestätigt:  Die  Aufgabe  führt  auf  einen  be- 

stimmten Kreis  d.  h.  auf  einen  Kreis  mit  dem  bestimmten  Halb- 
messer 1/  — A.  Aber  nicht  allein  bei  diesem  Kreise,  sondern  auch 
bei  allen  andern  Kreisen  wird  V = 0,  so  dass  man  unter  allen 
möglichen  Kreisen  keinen  heraussuchen  kann,  bei  welchem  ZJ* 
grösser  oder  kleiner  sein  könnte,  als  bei  allen  andern. 

. ' , * • 1 iK  ' . 

Zweite  Auflösung.  • *’ 

Da  die  gesuchte  Funktion  y von  x auch  der  Gleichung  II.  ge^ 
nügeo  muss;  so  wird  die  gesuchte  Funktion  irgend  ein  «Integral 
der  Gleichung  II.  sein.  Man  integrire  also  Gleichung  II.,  und 

forme  sie  deshalb  vorher  um  in  — ==  > Daran»  folgt  durch 

y v.  x2  -+-  A ö 

Integration 


oder 

t 

oder 

und  sonach  ist 


log  nat  y=l-  log  nat  E- f~4- . log  na*  (x2  A), 

log  nat  y = i . log  nat  [E . {x2  -{-A]\, 

* ' : 1 

log  nat  y=±=  log  nat  \/  E(x2  + A), 


l ' 


y=\/ E . (x2  -f-  A). 


Das  E muss  also  so  beschaffen  sein,  dass  das  Produkt  E.{x2-\-A) 
positiv  wird.  , ..  , 

Führt  man  nun  \/ E . (x2  A)  statt  y,  und  r-y=M=~ 

1 J VE{x*  + 

j)  in  Gleichung  I.  ein,  so  bekommt  man  ‘ 


A) 


statt 


. . Ü’  = 2E  ♦ *)2  • V J& . .. 

Man  erkennt  nun  an  der  für  y gefundenen  Funktion,  dass  zu  stetig 
neben  einander  liegenden  Werthen  des  E auch  stetig  neben  einan- 
der liegende  Wcrtiie  des  y gehören;  ebenso  erkennt  man  an  dem 
für  Zi’  hergestellten  Ausdrucke,  dass  zu  stetig  neben  einander  lie- 
genden Werthen  des  E auch  stetig  neben  einander  liegende  Werthe 
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des  U’  gehören.  Um  nun  zu  wissen,  wenn  U’  ein  primäres  Gröss- 
tes oder  Kleinstes  ist,  differeotiire  man  U'  nach  E und  man  be- 
kommt ,*  . „ 

* > • * » 

(%E~ x)  •'(*+ »>  • vm^+3). 

dXT  * • * 

Es  kann  also  ^r  = 0 werden  entweder  wenn  3 E — 1 = 0 oder 

wenn  E~\~  1 = 0.  . ; \ 

Erstens.  Wenn  3^-— 1 = 0,  so  ist  E=i,  und  man  hat 
yi s=  A)  oder  3ya  — o:3=^f.  > Differenfiirt  man  noch 

ein  mal  und  führt  man  dann  für  E den  Werth  i , ein;  > so  ist 

= 27a: . V' \ . (o:3  ~h  sf).  Ferner  ist  U’=  ^ . l/| . (o:3H- A) 

und  da  die  für  62  U und  V ' hergestellten  Ausdrücke  das  Radikal 
als  gemeinschaftlichen  Faktor  enthalten,  so  erkennt  man,  dass  62  U 
und  U ' unter  allen  Umständen  einerlei  Zeichen  haben,  und  kann 
sich  dahin  entscheiden,  dass  ein  primäres  Kleinstes  stattlinde. 
Also  Alles  wie  beim  ersten  Fall  der  vorigen  Auflösung. 

Zweitens.  Wenn  /?•+-  1=0,  so  ist  E = — 1 und 
y — \/ — ’ x2  — Ä oder  y3 -f- o:a  = — A , woraus 

das»  A jedenfalls  negativ  sein  muss.  * Ferner  ist 

= — oo  . — o:3 — A.  Dieser  Ausdruck  ist  wegen  des  Radikals 

zweideutig;  und  da  jetzt  ZJ' •=  0 nichts  mit  diesem  Radikal  zu  thun 
hat,  so  muss  man  sich  dahin  entscheiden,  dass  hier  weder  ein 
Grösstes  noch  ein  Kleinstes  stattliude.  Dieses  kann  man  auch 
durch  die  am  Schlüsse  der  vorigen  Auflösung  gemachte  Betrach- 
tung uocli  weiter  bestättigen. 

• * • 

‘ • ■ * . , • , 

v-  ?•*  { 

" ■,.>.)  ; 

Aufgabe  71. 

(Zu  Obm’s  Lehre  des  Grössten  und  Kleinsten.  Seite  21G.  §.  48.). 

, / , 

Man  zieht  durch  einen  beliebigen  Punkt  einer  ebenen  Kurve 
die  Berührende.  Hierauf  fällt  mau  aus  zwei  in  der  Ebene  irgend- 
wo festigenden  Punkten  Perpendikel  auf  diese  Berührende.  Wel- 
che Kurve  ist  es  aber,  wenn  die  Summe  dieser  beiden  Perpendikel 
ein  primäres  Grösstes  oder  Kleinstes  ist,  während  die  gesuchte 
Kurve  nur  aus  der  Zahl  derjenigen  bcrausgewählt  werden  darf,  bei 
welchen  allen  die  Berührenden  immer  durch  den  neinlichen  gege- 
benen Punkt  gehen? 

D sei  (Tdf.  111.  Fig.  2.)  derjenige  feste  Punkt,  durch  welchen 
die  Berührenden  aller  hier  zu  betrachtenden  Kurven  gehen  sollen; 
H und  K seien  diejenigen  Punkte,  von  welchen  aus  man  Perpen- 
dikel auf  die  Berührende  der  gesuchten  Kurve  ziehen  soll.  Man 
lege  eine  Linie  OX  durch  die  beiden  Punkte  H und./tT,  und  nehme 
diese  Liuic  als  Abseissenaxe  an.  Man  ziehe  durch  den  gegebenen 
Punkt  D ein  Perpendikel  auf  OX.  Dieses  Perpendikel  YO  nehme 
man  als  Ordinatenaxe,  so  ist  der  Punkt  O der  Anfang  der  Coordir 
naten.  Die  hier  in  Rede  stehenden  Perpendikel  aiud  11M  uud  AM. 


li  erv  ore^eht, 


I 
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1 

Kun  ist  y ' — y = {x’ — x)  . ^ die  Gleichung  der  berührenden 

Graden  Für  den  Punkt  D ist  a/  = 0,  also  ist  = ry' 

= y — px.  Ferner  hat  man  nach  den  vorhergehenden  Aufgaben 


HM= 


y-\-(a  — x)  .p 


V^l  ~\-pz 
jetzt  die  Aufgabe:  Es  soll 


und  KN= 


y-f -{«—x)p 


V/i 


-t-P* 


Man  hat  also 


j,  p 2y-h(g-t-q  — 2x)  .p 

> l/l-f-p* 

> x 

ein  primäres  Grösstes  oder  Kleinstes  werden,  während  noch  die 
Bedingungsgleichung 

II)  y — px  — g 

* * 1 • 

stattfindet,  wo  g einen  bestimmten  konstanten  (positiven  oder  ne« 
gativen)  Werth  hat* 


, Erste  Auflösung. 
Man  variirt  Gleichung  I.,  so  bekommt  man 


III)  6(7=  -7___== 
Aus  Gleichung  II.  folgt 


d<5y. 


(2 . (1  -+-/*a)  • dy~h(a4-«  — 2.r--2/>y) . -jg] 


IV)  6y 


— dJy 


x 


dx' 


Führt  man  diesen  für  6y  gefundenen  Ausdruck  in  Gleichung  III. 

ein;  so  bekommt  man 

, / 

v)  3u—v(i+p^  • (« + « - 2 . py +V  • *) . % 

Es  ist  also 

VI)  a-\-a  — 2 . py  *+-  2 p*  . x = 0. 

Um  aber  diese  Gleichung  zu  integriren,  differentiire  man  sie  zuvor 
noch  einmal,  und  man  bekommt  — 2 p . dy  — ly  . dp \px  . dp 
2;i*  . dx  = 0.  "Weil  aber  dy  = p.dx , so  reducirt  sich  diese 
Gleichung  auf  2.(2/^ — y)  - dp  = 0,  und  dieser  Gleichung  ge- 
schieht Genüge,  entweder  wenn  dp  = 0,  oder  wenn  2 px — y = 0. 
Erstens.  Wenn  dp  = 0,  so  ist 

VII)  y = Ax  -f-  /?, 

d.  h.  man  hat  die  gerade  Linie,  welche  insoferne  die  Aufgabe  löst, 
als  jede  Gerade  zugleich  ihre  eigene  Berührende  ist.  Diese  Glei- 
chung enthält  aber  zwei  willkührliche  Konstanten,  während  doch 
die  vorgegebene  Differentialgleichung  VI.  nur  von  der  ersten  Ord- 
nung ist.  Aber  eben  der  Umstand,  dass  VI.  durch  VII.  identisch 
werden  muss,  dient  dazu,  um  eine  der  Konstanten  durch  die  an- 
dere zu  bestimmen.  Man  führe  also  Ax  -+•  B statt  y,  und  A 
statt  p in  Gleichung  VI«  überall  ein,  und  reducire  so  viel  als  mög- 
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lieh,  so  bekommt  man  a a ■ 
Gleichung  VII.  geht  über  in 


2^Z?  = 0,  also  A = —^~,  und 


VIII)  y: 


a 


a 


Zit 


. X- 


ß. 


Durch  diese  Gleichung  muss  aber  auch  Gleichung  II.  identisch  wer- 
den; man  führe  &\so  , x •+■  ß statt  y,  und  ”^-g-  statt  p 

in  Gleichung  II.  ein,  und  es  ergibt  sich  ß=zg.  Gleichung  VIII. 
geht  also  über  in 


IX)  y : 


2 g 


X-+-  g, 


so  dass  die  Gleichung  der  gesuchten  Graden  vollkommen  bestimmt 
ist,  und  keiner  Nebenbedingung  mehr  unterworfen  werden  kann. 

Auch  ist  (J,~  l/(«  <4-  4ga,  .und  unter  Berücksichtigung 

alles  Vorhergehenden  ist 


6'U: 


16  .g< 


[( <*  -f-  «)*  4ga]  . \/ {a  a)a  •+•  4g-2  dx 


Das  Radikal  \/ {a  a)*  -f-  4 g*  ist  bei  den  für  U>  und  U 

hergestellten  Ausdrücken  gemeinschaftlicher  Faktor;  und  somit  er- 
kennt man,  dass  ZJ’  und  6*  V unter  allen  Umständen  entgegenge- 
setzte Vorzeichen  haben.  Desshalb  entscheidet  man  sich  dahin,  dass 
ein  primäres  Grösstes  stattfindet.  Weil  ferner  der  Werth  des  U 
von  x ganz  unabhängig  ist,  so  kann  von  einer  sekundären  Be- 
ziehung keine  Rede  sein. 

„ Zweitens.  - Setzt  man  . 2 px — y = =0,  so  bekommt  man 

2*=Cr,  d.  h.  die  Gleichung  einer  Apollonischen  Parabel, 
a aber  dieses  Integral  noch  die  Gleichung  VI.  identisch  machen 

muss,  so  führe  man  \/  Cx  statt  y,  und  statt  p in  Gleichung 

VI.  ein,  reducire  so  viel  als  möglich,  und  es  bleibt  a-\-a ^=0j 

also  ist  C=2(«-|-a),  und  die  Gleichung  der  gesuchten  Apolloni- 
schen Parabel  ist  . ® 

* • A - W 

X)  ya  = 2 (a  ~\~a)  , x. 

Da  aber  Gleicbong  X.  als  Integral  von  Gleichung  VI.  gelten  muss, 
während  diese  Gleichung  X.  keine  willkührlicbe  Konstante  mehr 
enthält,  auch  kein  besonderer  Fall  von  Gleichung  VIII.  ist,  so  ist 
Gleichung  X.  ein  singuläres  Integral  von  Gleichung  VI.  Nun 
soll  aber  durch  X.  auch  noch  II.  identisch  werden;  man  führe  also 

1/2(0  -f.  a) . x statt  y,  und  1 * statt  V Gleichung 

II.  überall  ein;  und  man  bekommt  4. 1^2 (a  + a)  . or  = g".  Diese 
Gleichung  ist  aber  keine  identische,  und  somit  kann  dieser  zweite 
Fall,  welcher  auf  ein  singuläres  Integral  führt,  nicht  weiter  berück- 
sichtigt werden. 


1 
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Zweite  Auflösung. 


*1  » 


Da  die  gesuchte  Funktion  y von  a:  auch  der  Gleichung  II.  ge- 
nügen muss;  so  wird  die  gesuchte  Funktion  irgend  ein  Integral 
von  Gleichung  II.  sein.  Man  integrire  also  Gleichung  II.,  und 

du  doc 

forme  sie  zu  diesem  Ende  um  iu  = —7.  Daraus  folgt 

+ .Man  führe  also  g statt  y , und  c statt  p in 

Gleichung  I.  überall  ein,  so  bekommt  man  £/’/=  ** 

An  der  Gleichung  yz=zc&  + g erkennt  man,  dass  zu  stetig  neben 
einander  liegenden  VVerthen  des  c auch  stetig  neben  einander  lie- 
gender Werthe  des  y gehören;  ebenso  erkennt  man  an  der  Glei- 
, / 2^  -1-  (a  -f-  u)c  , . , 

ebung  £/  = ■■  dass  zu  stetig  neben  einander  liegenden 

Wcrthen  des 
gehören.  Um 

stes  ist,  differentiire 


c auch  stetig  neben  einander  liegende  Werthe  des  LP 
a nnn  zu  wissen,*  wenn  Uf  ein  Grösstes  oder  Klein« 


man  U*  nach  c. 


und  es  ergibt  sich  <~- 

= darÄüS  foI«t  — %<?=0,  also  c = ^~, 

man  bat  wieder 


und 


' • Xl)y=^.*-Hgv 

wie  schon  rn  Gleichung  X.  gefunden  ist.  Differentiirt  man  noch 
ein  mal,  so  bekömmt  man  inr  Allgemeinen  ,v  ’ ' ' 


(PU' 
de2  ' 


2^.(1 


c*)-f-3c.  (g  -I-  « — 2gc) 


und  wenn  man  den  für  c gefundenen  Werth  einführt,  so  ist 

d2U' >/  , 16g4  . . 

de2  [( a -f-  ct)2  4-  *g2]  . \/(a+-u)*-+-\g*  ’ 

* * , . *.  * * , « , 1 J \ • 

daran  erkennt  man  wieder,  dass  ein  primäres  Grösstes  stattfindet, 
wie  bei  der  ersten  Auflösung. 

Es  ist  bem er ken swerth,  dass  diese  zweite  Auflösung 
nur  auf  den  Fall  führt,  welcher  mit  dem  in  der  ersten 
Auflösung  erhaltenen  allgemeinen  Integral  überein- 
stimmt. Der  Grund  davon  ist  »her  der,  dass  das  in  der 
ersten  Auflösung  erhaltene  singuläre  Integral  gar  kein 
Integral  der  Gleichung  II.  ist,  und  somit  die  zweite  Auf- 
lösung, welche  ganz  allein  vom  integral  der  Gleichung 
II.  ausgeht,  auch  nicht  auf  besagtes  singuläre  Integral 
führen  kann.  Die  zwei te  Auflösung  ist  ulsu  ebenso  voll- 
ständig, wie  die  erste.  i • > 


' Aufgabe  72. 

(Zu  Ohm’s  Lehre  des  Grössten  und  Kleinsten.  Seite  2J6.  §.  48.). 

Man  soll  unter  allen  auf  dasselbe  recktwinkeiige  Coordiuateu- 
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system  bezogenen  ebenen  Knrven  diejenige  heraussticben,  bei 
welcher  fdr  den  zu  irgend  einer  nach  Belieben  gewählten  Abscisse 
x gehörigen  Punkt  das  von  der  Normale  und  den  beiden  Coordi- 
nateunxen  eingeschlossene  Dreieck  grösser  oder  kleiner  wird,  als 
bei  allen  andern  der  gesuchten  Kurve  in  jedem  Pnnkte  näcbstan-  1 
liegenden  Nachbarkurven  der  Fall  sein  kann,  wähfrfead  die  gesuchte 
Kurve  nur  aus  der  Zahl  derjenigen  heraus  gewählt  werden  darf, 
bei  welchen  die.  Differenz,  die  zwischen  dem  Quadrate  der  Normale 
und  dem  doppelten  Quadrate  der  Abscisse  .stattfindet,  deq  be-  / 
stimmten  gegebenen  (positiven  oder  negativen)  Werth  A hat. 

Fs  ist  (Taf.  III.  Fig.  5.),  wie  in  Aufgabe  70.,  das  Dreieck 
COD  das  auf  vorgescbriebene  Weise  begrenzte;  und  sein  Inhalt  kt 

^ ' • ' y l ■ - v'  * •)  ' -i-  ' ■■  i 

IV  rr_(Py -»-*)*  ■ 

k »>!*  t .i  * ,4  'i  * «?  P U,  f Ni*»*  J •}’*  •.  % •'! 


h. 


Die  Normale  ist  y *\/\-\-p3  \ und  die  vorgeschrittene  Bedingungs- 
gleichung ist 

II)  y ' • (1  +/»*)  - 

Variirt  man  Gleichung  I.  und  II.,  und  eliminirt  man  ; so  be- 
kommt man 

Hl)  .{py~&)  (py  + x),{p2*-l). 


* ' i«.  ■/) 


Hier  wird  d/7=0,  wenn  eine  van  den  folgenden  drei  Gleichungen 
stattfindet:;  »*  . • «:  • :i > 


r t ‘ ' 4 r 


-.11«  •* 


py  — x~0  oder  />y-+-^  = 0 oder  p%  1 = 0.  ’ • 

' .1  « * f ••  ‘**i  / * »H  i i * »i*  » ’t  , ir  ‘ 1 ^ ''t»»  • 

Erstens.  Setzt  man  py — ^r=0,  so  ergibt  sich  y 2 — x3rxzi ff, 
d.  h.  die  Gleichung  einer  gleichseitigen  Hyperbel.  Man  hat  aber 
vor  Allem  zu  untersuchen,  ob  dadurch  auch  Gleichung  II.  identisch 

wird;  und  führe  zu  diesem  binde  x3 -f-  D statt  y3,  und  xi  ^ ß 
statt  p2  in  Gleichung  II.  ein.  Dadareh  bekommt  man 

• ...  . . ■ _ . . ' i • • * • , 


(a:3  -f-  ß) . (1  Hh 


x* 


) — 2x2  = A oder  B = A. 


'■  -f-  B 

Somit  ist  die  vollkommen  bestimmte  Gleichung  der  gesuchten  gleich- 
seitigen Hyperbel  y3 — ac'lx=.A,  welche  keiner  Nebenhedingung 
mehr  unterworfen  werden  kann.  Unter  diesen  Umständen  be- 
kommt man  , - t » ' 

i _ • - 

S3  Z7=  (— )4  . Ax  . (V//'x3-{-A) . dy3,  und  U'=2x . \/ x2-t-A. 

Da  die  für  U'  und  o2U  hergestellten  Ausdrücke  das  Radikal 

x2 A als  gemeinschaftlichen  Faktor  enthalten,  so  muss  man,  / 
wie  in  den  beiden  vorigen  Aufgaben,  beachten,  ob  dieselben  mit 
einerlei  oder  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen  versehet*  sind.  Sie 
sind  mit  einerlei  Vorzeichen  versehen,  wenn  x und  Ax  gleichzei- 
tig positiv  oder  gleichzeitig  negativ  sind;  in  diesem  Falle  entschei- 
det man  sich  für  ein  Kleinstes.  Widrigenfalls  entscheidet  man  sich 
für  ein  Grösstes. 
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Zweitens.  Setze  man  yy-f-ar= 0,  so  ergibt  sich  y*-f-,a?5s=r* 
d.  h.  die  Gleichung  eines  Kreises.  Führt  man  aber  r2  — je* 

. x*  ' . . , 

statt  y2  und  statt  p*  in  Gleichung  II.  ein,  so  bekommt 

mau  (r*  — je2)  . (1  -1-  -g — j)  — 2a:2  = A>  woraus  r2  — 2a:2  = A 

folgt.  Letztere  Gleichung  ist  aber  keine  identische  und  somit  ist 
dieser  zweite  Fall,  welcher  den  Kreis  als  Resultat  liefert,  unzu- 
lässig. 

I)  ritte  ns.  Setzt  man  p * — 1=0,  so  bekommt  man  y=*rl, 
woraus  y=±^-fC'  folgt.  Führt  man  jetzt  (dt  ae  C)2  statt 
y*,  und  1 statt  p 2 in  Gleichung  II.  ein,  so  bekommt  man 
(dr  ar-t-C)2.(l-t-l)  — 2a:2  = A,  woraus  dz  2 Ca:  -f-  2C2  = A 

Letztere  Gleichung  ist  aber  wieder  keine  identische,  und  somit 
darf  dieser  dritte  Fall,  welcher  die  grade  Linie  als  Resultat  liefert, 
gleichfalls  nicht  berücksichtigt  werden. 


, % < 

Aufgabe  79. 

(Zu  Ohm’s  Lehre  des  Grössten  und  Kleinsten.  Seite  220.  §.  49  — 51.). 

Man  hat  zwei  mit  einander  parallele  Graden,  und  man  sucht 
eine  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  bezogene  ebene 
Kurve,  welche  in  dem  zu  einer  nach  Belieben  genommenen  Abscisse 
ae  gehörigen  Punkte  die  Eigenschaft  hat,  dass,  wenn  man  den  die- 
sem Punkte  der  Kurve  entsprechenden  Krümmungsmittelpunkt  auf- 
sucht, und  die  senkrechten  Entfernungen  dieses  Krümmungsmittel- 
punktes bis  zu  den  zwei  parallelen  Graden  nimmt,  das  Produkt 
Deider  Entfernungen  ein  primäres  Grösstes  oder  Kleinstes,  d.  b. 
grösser  oder  kleiner  wird,  als  bei  den  zu  der  nemlichen  Abscisse 
je  gehörigen  Punkten  aller  andern  auf  dasselbe  rechtwinklige 
Coordinatensystem  bezogenen  und  der  gesuchten  Kurve  in  jedem 
Punkte  nächstanliegenden  Nachbarkurven  der  Fall  sein  kann. 

Die  beiden  gegebenen  parallelen  Geraden  (Taf.  111.  Fig.  7.) 
seien  MN  und  PQ.  Die  Durchführung  der  Aufgabe  wird  verein- 
facht, wenn  man  auch  die  Abscisscnaxe  mit  den  zwei  gegebenen 
Geraden  parallel  nimmt. 

V sei  der  zu  der  grade  genommenen  Abscisse  OGe=ue  gehö- 
rige Krümmungsmittelpunkt.  VT  und  VII  sind  also  die  beiden  in 
Rede  stehenden  senkrechten  Entternungen.  Die  Gleichung  der  Li- 
nie MA  sei 

I)  y'=»*,  v . _ 


und  die  Gleichung  der  Linie  PQ.  sei 

II)  y"  ss  n.  . ; . . 

Es  ist  also  WjR  = m und  WT=n.  Die  Ordinate  des  Krüm- 

. . 1 i n2 

mungsmittelpunktes  ist  WV=y-\ ^ Un<*  desshalb 

FÄ=«.-(y+l±£-*),uod  FT=»-(y+i±£!), 
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wo  wie  gewöhnlich  zur  Abkürzung  p statt  und  q statt  ge- 
setzt wurde.  Das  hier  in  Rede  stehende  Produkt  ist 

III)  P=(»-y-i±^).(»^y-l±2!). 

Variirt  man,  so  bekommt  man  im  Allgemeinen 

. IV)  SU=  (2y- m-n+2- (1+yi>)  . . % 


1 -bP% 


dx 


)• 


Erster  Fall.  -Soll  man  die  gesuchte  Kurve  aus  allen  mög* 
liehen  einander  in  jedem  Punkte  nächstanliegenden  heraussuchen; 
so  kann  nur  folgende  Gleichung  stattfinden: 


2.(1-+-?’) 


V)  2y  — «i  — » -f 

y 

Diese  Gleichung  formt  sich  geradezu  um  in 

2 . c ix  dp 


= 0. 


2y — m — n 


1+P2 
dy 


= 0, 


und  wenn  man  diese  Gleichung  mit/?=^  multiplicirt,  so  bekommt 


man 


2 dy 


pdp  _ 


1 -hP* 


= 0. 


2 y — m — n 
'Durch  Integration  bekommt  man  . 

I « < **  ^ ^ 

log  nat  (2y  — m — »)-f-log  nat  p*=  C 

» i * 

oder  mit  Aenderung  der  Konstanten 

i %*  . 

log  nat  [(2y  — m — n)  . l/^l -f-/»*]  = log  nat  A 
oder  . 

(2y  — m — »)  . 1/  1 -\-px  = 

Daraus  folgt 

y>  - (2y-w--wr  odcr  ^ .. 

2y  — m — n 9 „ . — (2y — m - rc)3 

und  wenn  man  nochmals  integrirt,  so  ergibt  sich 

= . 1/  — (2y  — 7/t  — »)* 


oder 


oder 


ii.  i 


VI)  (x-t-  ß)*  — \.  — — m — »)3 


VH)  (y- + (*+/?)»  = (4)*- 


Dieses  ist  aber  die  Gleichung  eines  Kreises^  dessen 
Durchmesser  ==:A  ist  und  dessen  Mittelpunkt  genau  mit- 
ten zwischen  den  beiden  gegebenen  Parallellinien  liegt. 
Er  löst  in  sofern  die  Aufgabe,  als  er  in  jedem  seiner  % 
Punkte  auch  zugleich  sein  eigener  Krümmungskreis  ist. 
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f y 

Die  beiden  willkürlichen  Konstanten  A und  B machen,  dass  man 
diesen  Kreis  Boch  zwei  Ncbenbediugungen  unterwerfen  kann.  Der- 
gleichen sind  z.  B.:  — 1 • • 

1)  Der  Kreis  soll  durch  zwei  feste  Punkte  (/,  g ) und  (Ä,  Ar) 
gehen.  Für  diese  zwei  Punkte  geht  Gleichung)  VH.  bezüglich 
über  in 


+(/+B)'= (f )*. 

« . 

. i • - * ' 

(*  - ^t”y +(/-+/?)>= (4)* 


und 


und  mittelst  dieser  beiden  Gleichungen  lassen  sich  bestimmte  Werthe 
für  A und  B ermitteln.  Oder 

2)  Die  gesuchte  Kurve  soll  durch  den  festen  Punkt  (fy  g) 
gehen  und  die  zu  diesem  Punkte  gehörige  Berührende  soll  mit  der 
Abscissenaxe  einen  Winkel  einscbliessen,  dessen  goniometrisclie 
Tangente  =zK.  Aus  Gleichung  VII.  folgt: 

dy  x-\-B 

^ =3=5  . 


dx 


(x-f -zo* 


und  man  hat  jetzt  folgende  zwei  Gleichungen: 

c?  - ^t-y +(/+  ny=(4-y 


«*  •* 


u 


und 


Ä=- 


f+B 


1 / 4 • • TyT,  - •?  >.  * 


r* » 


und  mittelst  dieser  beiden  Gleichungen  lassen,  sich  wieder  bestimmte 
Werthe  für  A und  B ermitteln.  Oder 

3)  Die  gesuchte  Kurve  aolil  durch  den  festen  Punkt  (/*,  g) 
gehen  und  tlie  zu  der  bestimmten  Abscisse  h gehörige  Berührende 
soll  mit  der  Abscisse  einen  Winkei  einscbliessen,  dessen  goniome- 
trische  Tangente  —K.  Hier  hat  man  folgende  zwei  Gleichungen 


(#’ 


tn 


und 


±yty  + (f+ßy==(±y  --  i , 


*>(« 


~ ’\ 


Ä = 


h + B 


l * » * * 


woraus  sich  wieder  bestimmte  Werthe  für  A und  B ermitteln  las- 
sen.  Oder  ■ ' . . 

4)  Die  zur  festen  Abscisse  f gehörige  Normale  und  Subnormale 
sollen  bezüglich  die  Längen  h und  k haben.  Hier  bekommt  man 
die  Gleichungen  } ~ . . - s - , : •<"  v ' .. . ; 

A=  und  .=  ■ 

• k= - + Y(iy - (/+ Jm • ■. B 
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worauä  sieb  wieder  bestimmte  Wertbe  für  A und  ß ermitteln  las- 
sen. Oder  ;>  . :•  < ; « ,v  i 

5)  Bei  der  festen  Abscisse  f soll  der  Quotient  der  Subtaogente 
in  die  Subnonnnle  den  bestimmten  Werth . g~  haben;  und  bei  der 
festen  Abscisse  h soll  derselbe  Quotient  den  festen  Werth  k haben. 
Bier  bekommt  man  die  beiden  Gleichungen  w * 


, „d  le 


gT=*  ...  ...  - — , 


i * : ; J '* ! ; 


»n  - 


woraus  sich  wieder  bestimmte  Wertbe  für  A , und  B ermitteln 

lassen.  ' % , . , . . . . . . . , . r , ' 

Dergleichen  Nebenbedingungen  kann  man  in  belie- 
biger Menge  aufstellen.  Was  Tür  Nebenbedingungeu  man 
aber  agch  aufstellen  mag,  so  folgt  doch  aus  Gleichung  V.  ganz 


unbedingt 


1 -j-p2  m-+-n 


Dabei  geht  Gleichung  111.  über 


q 2 

in  f7'=—  \ . (m  — »)*,  d.  h.  U*  ist  negativ  und  unabhängig  von 
dem  beliebigen  Wertbe  des  x.  Tariirt  man  noch  einmal,  so  be* 
kommt  man 


i:k 


VIII)  ä'U-  2 . (Sy- ^ . g - - 0)*, 

• * * ( u »■•••.•  4 * *f  - ~ f 

woran,  man  erkennt,  dass  in  der  That  ein  primäres  Kleinstes  statt- 
findet. . Ein  negativer  Ausdruck  gilt  aber  für  desto  kleiner r je 
weiter  sein  Werth  von  Null  entfernt  ist.  ‘ 

Zweiter  Fall.  Soll  man  aber  nur  unter  denen  einander  in 
jedem  Punkte  nächstanliegenden  Kurven,  welche  alle  den  zu  der 
gerade  genommenen  Abscisse  x gehörigen  Punkt  mit  einander  ge- 
mein haben,  diejenige  heraussuchen , wobei  das  vorgegebene  Pro- 
dt|kf  grosser  oder{kleiner  wird,  als  bei  allen  andern  so  geeigen- 
sebafteten  Kurven;  so  haben  alle  hier  in  Betracht  zu  ziehenden 
Kurven  bei  der  gerade  gewählten  Abscisse  i«r..  auch  einerlei  Ordi* 
nate.  Es  ist  also  dy=Q,  6-y  = 0,  u.  s.  w.;  und  Gleichung  IV. 
reducirt  sich  auf 

IX)  SU^y-m-,l  + ^lf^)  .("f  • f 

f'  * k • * ' * I , , •*  ,J  J 

Daraus  folgt  aber  wieder  Gleichung  V.  und  VH.;  und  Gleichung 
VIII.  reducirt  sich  auf  . 


X)  i'V—  2.(&.  $ — 

« :r  ni./.v:  9* 


' *v 

dx2*  * 


> 

\ + 


Und  so  fort. 


fr 


4 1 U 


tt 


* » j 


k»4  * 


■ , r Aufgabe  80. " 

(Zu  Ohm’s  Lehre  des  Grössten  und  Kleinsten.  Seite  220.  §«  49 — 51.). 

Man  soll  ui^ter  allen  auf  dasselbe  rechtwinkelige  Coordinaten- 
System  bezogenen  ebenen  Kurven  diejenige  heraussuchen,  bei  wel- 
cher der  zu  irgend  einer  nach  Belieben  gewählten  Abscisse  x ge* 
hörige  Punkt  die  Eigenschaft  bat,  dass,  wenn  man  den  zu  diesem 
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Punkte  gehörigen  Krümmungsmitteipunkt  mit  zwei  festen  Punkten 
(a,  6)  und  ( a , ß ) verbindet,  die  Summe  der  Quadrate  beider 
Verbindungslinien  grösser  oder  kleiner  wird,  als  bei  den  zu  der 
nemlicken  Abscisse  ac  gehörigen  Punkten  aller  andern  auf  dasselbe 
rechtwinkelige  Coordinatcnsystem  bezogenen  und  der  gesuchten 
Kurve  in  jedem  Punkte  nächstanliegenden  Nachbarkurven  der  Fall 
sein  kann. 

Der  Krümmungsmittelpunkt  habe  die  Coordinaten  p und  I),  die 
Entfernung  des  festen  Punktes  (a,  6)  bis  zum  Krümmungsmittel« 
punkte  ist  also  ^(p  — /?)*  (t)  — 6)* ; und  die  Entfernung  des 

festen  Punktes  (et,  ß)  bis  zum  Krümmnngsroittelpunkte  ist 

y/ — a)aH-(l) — ß)2»  Die  Aufgabe  führt  also  zunächst  auf  den 
Ausdruck 

I)  u= [(p - ay  -4-0)- ty)  -h [(p - «)*  -4-0)- ß)2]. 


Die  Durchführung  der  Aufgabe  wird  vereinfacht,  wenn  man  die  Ab* 
scisscnaxe  der  gesuchten  Kurve  durch  die  beiden  festen  Punkte 
6)  und  (ec,  ß)  legt.  Dabei  ist  6 = 0 und  ß = 0 und  Gleichung 
. reducirt  sich  auf 


II)c  17  ===  (p -«)» -4- (p-«)*-t- 2.1)*.  ' . 

Nun  ist  p = or  — und  t)  = y -4~ wo,  wie  ge- 

wöhnlich zur  Abkürzung  p anstatt  und  y statt  gesetzt  ist. 
Gleichung  11.  geht  nun  über  in 

III)  V=.(x  — a — — a — (1-+-P*> :■£)» 

; . +2.(y  + l±£!)>. 

Dieser  Ausdruck  soll  ein  primäres  Grösstes  oder  Kleinstes  werden. 
Durch  Variiren  bekommt  man 


IV)  $U=~  . (1  -*-/>*  4-  y . y)  . 6y 
■+■  • (1  ~ 0 •+*  3/>a)  • — «— «)  • ^ 

+2 ' ■ [(2*  - « - ««)  • pg  - 2y?  - 2 . (1  + v ')’]  • 

Erster  Fall.  Soll  die  gesuchte  Kurve  ous  allen  möglichen 
einander  in  jedem  Punkte  näcnstanliegendeu  herausgewählt  werden, 
so  müssen  folgende  drei  Gleichungen  zugleich  bestehen: 

V)  1 -hp2  -4-y  . y = 0 


VI)  Op  . (1  -\~p2)2  — (1  -+-3/>*)  . (2.2?  — a — ec)  . y-\-\ypy  = 0 

VII)  (2a:  — a — a)  .pq  — 2yy  — 2 . (I -4- />*)*:=  0.  _ . 
Diese  Gleichungen  werden  einfacher,  wenn  man  x statt 


a 


ac  — 


0 setzt;  denn  sie  gehen  bezüglich  über  in 

4 f 1 

i'v  ii  . 1 ...  VIII)  1 ~}rP2  .*+■  V t,y  = 0 . 
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IX)  3 p . (1  4 -/>’)*  — (1  -f- dp2)  . %q  -f-  = 0,  . 

X)  % .pq  — y.  ff— (lH-/>*)*=0. 

Gleichung  VIII.  ijt  die  einfachste;  sie  kann  auch  auf  folgende 
Weise:  1 -f- p . ^ . y = 0,  oder  auf  folgende  Weise: 

zunächst  dy~*~y  •^  = 0 geschrieben  werden,  und  daraus  folgt 

v XI ) x+p  .y=zJ. 

Diese  Gleichung  ist  aber  gleichbedeutend  mit  z . dz-f-t/.  tfv — ./ 
und  daraus  folgt  weiter  * . * **» 

XII)  + = 

Man  sehe  nun  zu,  ob  durch  diese  Gleichung  auch  IX.  und  X.  iden. 
.tisch  werden.  Aus  XII.  folgt  y~  \/B  + 2 Az  — TTT 

™rtB"tn  nVn.  d,ese  Ausdrücke  in  Gleichung’lX.  ein,  so  bekommt 
man  nach  gehörigen  Reductionen 

« (&AZ  -f-  B — hAz  -f-  2a2) 

(B  -j-2Az  — s*)i  ” =0. 

Diese  Gleichung  wird  identisch,  wenn  A = 0 ist.  Gleichung  XII 
zieht  sich  also  zurück,  auf  ® , 

XIII)  + y2  = B, 

und  dadurch  werden  die  Gleichungen  VIII.  und  IX.  zugleich  iden- 
tisch; man  hat  also  noch  zu  untersuchen,  ob  dadurch  auch  Gleichung 
X.  identisch  wird.  Aus  XIII.  folgt  * 

und  V=_B. 

\^z2  — B y (B  — z2)l 

Fuhrt  man  aber  diese  für  y p,  q zuletzt  hergestellten  Ansdrücke 
in  Gleichung  X.  ein,  so  findet  man,  dass  sie  in  der  That  identisch 
wird  Fuhrt  man  für  * seinen  Ausdruck  wieder  zurück,  so  geht 
Gleichung  XIII.  über  m ö 

XIV)  y>  + (x-±±±y  = ßt 

t 

lind  durch  diese  Gleichung  werden  die  Gleichungen  V VI  VII 
zugleich  identisch.  Letztere  Gleichung  stellt  aber  einen’ieden  be- 
liebigen Kreis  vor,  dessen  Mittelpunkt  in  der  Abscissenaxe  liegt, 

und  zwar  da,  wo  a — ist.  Gleichung  III.  geht  nun  über  in 

XV)  U'=2.C~P, 

I ^ ^ 

ist  konstant,  und  unabhängig  von  x und  von  der  will- 
kührlichen  Konstanten  B.  Variirt  mau  noch  einmal,  so  bekommt 
man 

Tüell  III. 


» 
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XVI)  t’U=i (iy+* . ^ _ l±Pl. 

.1 


4-4(- 


3 . p2  dihj 
a ' dx 


P-hP3  d2>hj 
n 2 ' dx2  } ’ 


woran  man  erkennt,  dass  ein  primäres  Kleinstes  stattfindet. 

Zweiter  Fall.  Soll  man  aber  nur  unter  denen  einander  in 
jedem  Punkte  nächstanliegeudeu  Kurven,  welche  alle  sowohl  den 
zu  der  gerade  genommenen  Abscisse  x gehörigen  Punkt,  als  auch 
die  zu  der  gerade  genommenen  Abscisse  x gehörige  Berührende 
mit  einander  gemeinschaftlich  haben,  diejenige  heruussuchen , bei 
welcher  die  vorgegebene  Summe  grösser  oder  kleiner  wird,  als  bei 
allen  andern  so  gecigenschafteten  Kurven;  so  müssen  bei  der  ge- 
rade gewählten  Abscisse  x folgende  Gleichungen 

dj-y 

dx  ~ y dx 


<fy  = °>  <J*y  = 0,  = 0,  u.  s.  w. 


stattfinden.  Dessbalb  reducirt  sich  Gleichung  IV.  auf 
XVII)  ÖU=  2 • (1-±.y>l)  . [(2x  — a — d).p\q  — 2y.q 

- 2.(1 +/>’)’]•  s^r- 

Es  findet  also  jetzt  nur  die  Gleichung  VII.  oder  X.  statt.  Wenn 
man  p2  . qy — p2  . qy  zu  Gleichung  X.  addirt,  so  geht  sie  über  in 

(1  -\-p2)  .qy-h(  1 ~hP3)2  ~ (/'y-t-s)  • P7  = 0, 

und  diese  Gleichung  wird  integrabel,  wenn  man  sie  mit  ^ f ^ ~ ä'j $ 
multiplicirt.  Thut  man  dieses,  so  bekommt  man 


gy+H -v 

(i  -+-P2» 


2 * 


(ptj-hx) -PV 


= 0. 


Diese  Gleichung  lässt  sich  nun  geradezu  integriren,  und  man  be- 
kommt 


XF,n>  <f^%=c 


P 


cV\ 


p* 


V 


und  weun 


Aus  dieser  Gleichung  folgt  y—  — 

inan  auf  beiden  Seiten  differentiirt,  und  dann  p . dz  statt  dy  setzt, 
so  bekommt  mau 

* 

p . (1  -\-p2)dz  (^=====  — x)  . dp  = 0. 

Der  integrirendc  Faktor  zu  dieser  Gleichung  ist  — — - ; und 

multiplicirt  man  letztere  Gleichung  damit,  so  bekommt  man 


V\ 


V 


. dz 


a . dp 


C.dp 


p2V\  +p*  p*.(l+p2) 


0. 
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Diese  Gleichung  lässt  sich  nuu  geradezu  integriren,  und  man  be- 
kommt , • 


XIX) 


Führt  man  x — 


• V 
a-+-a 


~ — -+-  c . (—  — nrctang  p)  =s  E . 


statt  % in  die  Gleichung  XVIII.  und  XIX. 
. zurück,  so  kann  man  für  x und  y folgende  Ausdrücke  hersteilen : 

XX)  x = n *4~  f7=  =====  . ( C-+-  Ej)  C .p  /nrctang  p) 

* Kl+r 


XXI)  y = 


. ( Cp * — E ,p  — Cp  . arctang  p ). 


pA /l-t-p2 

Die  hier  gesuchte  Kurve  ist,  wie  cs  oft  geschieht,  durch  zwei  Glei- 
chungen gegeben,  und  kann  durch  ihre  Tangenten  konstruirt  wer- 
den. Widrigenfalls  hätte  mun  aus  XX.  und  XXI.  das  p zu  elimi- 
nircn,  und  so  eine  einzige  Gleichung  zwischen  x und  y herzustel- 
len. Variirt  man  bei  Gleichung  XVII.  den  in  den  eckigen  Klam- 
mern stehenden  Faktor  noch  einmal,  so  bekommt  man 


S'U=  g-(l„t>>,)  . tt&p  -«-«)./>  - 2y]  . (—?)’• 


(1 


dx 4 

* / 

Aus  Gleichung  X.  folgt  aber  (2.r — a — ec)  .p  — 2y  = 2 

7 

und  somit  ist 

<r*t/==  4(1  . <|*).*,  ■ ' 

woran  man  erkennt,  dass  ein  primäres  Kleinstes  statt  findet. 

Dritter  Fall.  Soll  man  aber  nur  unter  denen  einander  in 
jedem  Punkte  nächstanliegenden  Kurven,  welche  alle  bei  den  ge- 
rade für  x genommenen  Werthe  nicht  nur  für  y einerlei  (aber 

einen  nicht  gegebenen)  Werth,  sondern  auch  für  einerlei  (aber 

gleichfalls  einen  nicht  gegebenen)  Werth  liefern,  diejenige  heraus- 
suchen, bei  welcher  die  vorgegebene  Summe  grösser  oder  kleiner 
wird,  als  bei  allen  andern  so  geeigcnschafteten  Kurven;  so  müs- 
sen bei  der  gerade  gewählten  Abscisse  x folgende  Gleichungen: 


= = ^^  = °»  u-  s- 


dx: 


W. 


stattfinden.  Desshalb  reducirt  sich  Gleichung  IV.  auf 
XXII)  Sü—  ^ . {<äp  . (1+A »)l  - (1  -+-  3/>!)  . - a — «)  . 9 

Es  findet  also  jetzt  nur  die  einzige  Gleichung  IV.  oder  IX.  statt. 
Wenn  man  Zy  .p*  • y-A-y  .p  . q — 3y  ./>*  . 7 — y . p . q zu  IX. 
addirt,  so  kann  man  ihr  folgende  Form  geben  ’ 

3 y * p . g(l  -+-/>3)  *+-  3 . p . (1  -f-;?3)3  — q . (yp  + *) 

— 3/>2  • q • [yp  Hh  x)  ==  0 

11° 
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oder 

3 p . (l  *4 -p*)  • (yy-4-i  — (yp~t~%)  • (y-f-3  .p*  . $0  = 0. 

Diese  Gleichung  wird  integrabel,  wenn  man  sie  mit  mu^' 

tiplicirt;  und  thut  man  dieses,  so  bekommt  man 

y . y-M-hPa  (y  . p s)  , (g  -f-  3 . p2  . q)  __ 

(p- |-p*)4  3 . 

y • p *+■ s __  , 

Integrirt  man,  so  bekommt  man  -j = *>  oder 


XXIII)  K/> -+-/>*. 

Wenn  man  Gleichung  XXIII.  auf  beiden  Seiten  differentiirt,  so  be- 

, . '»  F (1  3p*)  * 

kommt  man  zunächst  y . dp  -\-p  . dy-t-dx  = -j- . — 

und  wenn  man  diese  ganze  Gleichung  mi t/0  = ^r  multiplicirt , so 
bekommt  man 

PV  ■ dP  + (/>’  + !)  • <h  — T • 

Diese  Gleichung  wird  integrabel,  wenn  man  sie  mit  « /:■'■===■  mu^" 

r 1 -f-  P 

tiplicirt;  und  tbut  man  dieses,  so  ergibt  sich 


•py  »dp 


{p  -f-  3p3) . dp 


+ dyVV  +r'~  T - 


V\+-P' 

Diese  Gleichung  lässt  sich  geradezu  integriren  und  es  ergibt  sich 
XXIV)  yV\+V'  = C + |.  /!  » + »’>•* 


Führt  man  statt  * Gleichung  XXIII.  ein,  so  kann 

man  sie  auf.  folgende  Weise  schreiben: 

XXV)  yp  -f-  oc  — — jP  . 1 /p+  p M. 

Auch  die  jetzige  Kurve  ist  durch  zwei  Gleichungen  gegeben  und 
man  hat  zu  verfahren,  wie  schon  im  zweiten  Falle  angegeben 
wurde.  Das  Prüfungsmittel  wird  hergestellt,  indem  man  bei  Glei- 
chung XXII.  den  in  den  eckigen  Klammern  stehenden  Faktor  va- 

riirt,  und  dabei  beachtet,  dass  <5y=:0,  ^—  = 0,  u.  s.  w.  ist. 


Aufgabe  82. 

(Zu  Ohrn’s  Lehre  des  Grössten  und  Kleinsten.  Seite  220.  §.  49 — 51.). 

Es  sind  zwei  in  einer  Ebene  gelegene  sich  schneidende  und 
auf  dasselbe  rechtwinkelige  Coordinatensystem  bezogene  Geraden 
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gegeben.  Man  sucht  eine  auf  das  nemlicbe  Coordinatensystem  be- 
zogene Kurve,  welche  in  dem  zu  einer  nach  Belieben  genommenen 
Abscisse  a:  gehörigen  Punkte  die  Eigenschaft  hat,  dass,  wenn  man 
den  diesem  Punkte  der  Kurve  entsprechenden  Krümmungsmittel- 
punkt aufsucht,  und  von  diesem  Krümmungsmittelpunkte  Perpen- 
dikel auf  die  zwei  gegebenen  Geraden  zieht,  das  Produkt  beider 
Perpendikel  grösser  otler  kleiner  wird,  als  bei  den  zur  nemlichen 
Abscisse  jc  gehörigen  Punkten  aller  andern  auf  das  nemlicbe  recht- 
winkelige Coordinatensystem  bezogenen  und  der  gesuchten  Kurve 
in  jedem  Punkte  nächstanliegenden  Nachbarkurven  der  Fall  sein 
kann. 

Die  Linien  MN  und  PQ  seien  (Taf.  III.  Fig.  8.)  die  beiden 
gegebenen  Geraden  und  V sei  der  zur  Abscisse  OG  gehörige 
Krümmungsmittelpunkt  der  gesuchteu  Kurve.  VR  und  VT  sind 
also  die  zwei  iq  Rede  stehenden  Perpendikel.  Die  Gleichung  der 
Linie  MN  sei 

I)  A . x'-h  B . y-f-  C=  0 

und  die  Gleichung  der  Linie  PO  sei 

II)  2(.^,,+  a3.y,,+  S = 0. 

Die  Coordinaten  des  Krümmungsmittelpuuktes  V seien  p und  t);  so 
ist  die  Entfernung  des  Punktes  V von  der  Linie  MN  bekanntlieh 

III)  VR  = ±^±3iA±Si 

1 V Ä*  4-  B* 


und  des  Punktes  V Entfernung  von  der  Linie  PO  ist  ebenso 

21  .r-f-8 . p-i-S 


iv)  rr= 


Erst  wenn  man  die  gesuchte  Kurve  und  den  Krümmungsmittel- 
punkt gefunden  hat,  ist  es  möglich,  zu  entscheiden,  welche  Bedeu- 
tung  man  einem  jeden  der  Radikale  A2 B2  und  + 58* 

beilegen  muss.  Das  in  Rede  stehende  Produkt  ist  also 

fJ Q4.r-+-ff  .94- £).(%.  r 4-33.  p 4- S) 

} - , (i /A*+jiF) . ’ 


Nun  ist  p = .r — 


p.(l  + P*)  . . 1-+ p2 

- und  t)  = y-H 


und  wenn  man 


<1  ' ’ 9 

für  p und  t)  diese  Ausdrücke  in  V.  einführt,  und  zur  Abkürzung 

noch  & statt  ;; y n ,,  setzt,  so  geht  V.  über  in 


(l /ä-  4-  B2) . (1/&2  -+-«3) 


VI)  U=  . [Aa> -I-  By  + C+  . (B  — Jp)\ . 

. s(p)i. 

^ i . 

Wenn  man  jetzt  diesen  Ausdruck  variirt,  so  ergeben  §ich  sehr 
weitläufige  Differenzialgleichungen  der  zweiten  Ordnung,  find  es 
wäre  bei  deren  Integration  ein  nicht  geringer  Grad  von  Aufmerk- 
samkeit nöthig.  Dcsshalb  ist  es  räthlich,  sich  vor  Allen  umzu- 
schauen, ob  man  nicht  einen  einfachem  Ausdruck  statt  Gleichung 
VI.  gewinnen  kann.  Es  schadet  der  Allgemeinheit  der  Aufgabe 


I 


\ 
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oicbt,  wenn  mau  eine  der  gegebenen  Graden  als  Abscissenaxe  an> 
nimmt,  und  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  in  jenen  Punkt  ver- 
legt, wo  sich  die  beiden  gegebenen  Graden  schneiden.  Unter  A 
und  21  sind  bekanntlich  die  Sinus  der  Winkel  zu  verstehen,  welche 
von  den  gegebenen  Graden  und  der  Abscissenaxe  eingeschlossen 
werden;  eben  so  siud  unter,  B und  Jö  die  Cosinus  der  Winkel  zu 
verstehen,  welche  von  den  gegebenen  Gruden  und  der  Abscissenaxe 
eingeschiossen  werden.  Soll  nun  die  durch  Gleichung  I.  darge- 
stellte  Gerade  MN  als  Abscissenaxe  und  KY  als  ördinatenaxe  an- 
genommen werden,  so  ist  A = i)  und  11  = 1,  und  Gleichung  1. 
reducirt  sich  zunächst  auf  y'-4-C'=0.  Weil  aber  jetzt  ^ = 0 
sein  muss  bei  jedem  Wertbe  des  x,  so  ist  auch  C=z  0;  und  der 
Ausdruck  111.  reducirt  sieb  zunächst  auf  den  bekannten  Ausdruck: 

VII  = y + 

Da  ferner  die  durch  Gleichung  II.  dargestellte  Grade  durch  den 
Anfangspunkt  der  Coordinaten  gebt,  so  ist  C = 0 und  Gleichung 
II.  reducirt  sich  zunächst  auf  2t  . -4- . y"=:0  oder  auf 

2t 

. x"—0;  und  wenn  man  zur  Abkürzung  — m statt 
lg  setzt,  so  ist  y" — mx”  = 0.  Der  Ausdruck  IV.  geht  über  in 

VHI)  rr=  ‘ — _ .{-mx+y+  x-±f- . (I  + mp)\. 

vx  i -f-  f/ia  y v 

Cr  st , wenn  man  die  gesuchte  Kurve  und  den  Krümmungsmittel- 
punkt  gefunden  hat,  ist  es  möglich  zu  entscheiden,  welche  Bedeu- 
tung inau  dem  Radikal  l/'l  -}~  beilegen  muss.  Das  in  Rede 
stehende  Produkt  ist  also 

IX)  U=  , • \V ■+■  ~j*"\  • I—  mx  -+-  y -f-  - (l+«P)J* 

■ i 

Variirt  mau  nun,  so  bekommt  mau 


✓ 


/ 
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o* 

' ^ 
n + \ II 
n,i~  ^1 
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*» 
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+ r 
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'C 


Of 

g 

T» 

N 


$uä. 

**1^ 


Erster  Fall.  Soll  die  gesuchte  Kurve  aus  allen  möglichen 
in  jedem  Punkte  einander  nächstanliegenden  herausgewählt  werden; 
so  müssen  folgende  drei  Gleichungen  zugleich  bestehen: 

XI)  2y  - «x  ß±asLÜ±ö  = 0 


(m-+-bp-t-5m  .p2)  .(l-t-p*) 


=0 


2 . (1  h -mp)  (1  -\-p2) 


= 0. 


XII)  my-\-\yp — 7Lm&p-\-$my  .p* 

/ 

s 

* 

XIII)  ~y  —r  mx  -f-  myp 

y 

Gleichung  XI.  ist  die  einfachste;  sie  soll  auch  zuerst  integrirt 
werden.  Zunächst  geht  sie  über -in  -h  2 -f- 2/>a — mjcq-\-mp 
mp3  =.  0.  Man  addire  mpqy — mpqy  zu  dieser  Gleichung.,  so 
kann  man  sie  auf  folgende  Weise  schreiben: 

{qy  + 1 -{-p2 ) . (2  -f-  mp)  — (py  + &)  . mq  = 0. 
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Diese  Gleichung  wird  integrabel,  wenn  man  sie  mit  +!tnp)*  mu*" 
tiplicirt;  und  tliut  man  dieses,  so  geht  sie  über  in  v 
yy-t-i  ~hp2  __  (py  -+-  g)  • ”></ 0 

2-| -mp  (2 -f- nt/?)  3 

Diese  Gleichung  lässt  sich  geradezu  integriren  und  es  ergibt  sich 

XIV)  /y4~'r  =//. 

Daraus  folgt  yp — mHpz=z%H — x\  und  integrirt  man  wieder*  so 
bekommt  man 

t , % 

5 . y3 — mHy=z  2 Hx — | . x*  -f-  {G 

oder 

y*  — 2 mHy  = 4 Hx  — x*  G 

oder 

y3  — 2 mHy  + «V/1  -f-  .r3  — 4/Zar  -+-  4//3  = G -+-  (4  -+•  m*)  . L f* 
oder 

XV)  (y  — ™//)3  + (ar  — 2//) 3 = 6?  + (4  4-  *»3)tf*. 

Dies  ist  die  Gleichung  eines  Kreises,  dessen  Mittel, 
punkt  da  liegt,  wo  a:  = 2//  und  yzxzmH  ist.  Aus  XV., 
folgt 

y = mH -4-  V'  G -f-  m*  . /f3  — x*  -+-  4/Zr, 
und  daraus  folgt  weiter 

— ;r  -j-  2// 

-f-  »i2  . //*  — ar3  -f-  Mix 
und 


— G — (m*  -f-  4) . 7/3  

^ (6?  -f-  m2  . H%  — x-  -+-  hHx) i* 

Diese  für  y,  />,  g hergestellten  Ausdrücke  hat  man  in  die  Gleichung 
XU.  und  XIII.  einzuführen;  und  man  findet,  dass  diese  identisch 
werden,  wenn  /f=  0;  Gleichung  XV.  reducirt  sich  also  auf 

• XVI)  y2+x*  = G. 


Dieses  ist  ober  die  Gleichung  eines  jeden  beliebigen 
Kreises,  dessen  Mittelpunkt  imAnfangspuukte  derCoor- 
dinaten  d.  h.  im  Durcbschnittspunkte  der  beiden  gege- 
benen Graden  liegt.  Variirt  man  noch  einmal,  und  beachtet  man, 

1 ^ t / 1 . o\ 


dass  jetzt  sowohl  y-f 
wird;  so  bleibt  nur 

2 


1-f-P2  _ 
9 


=0  als  auch  — mx-\- 


mp  . (1-H>2) 


:0 


d'U— 


VT 


m' 


r ^ __  14-P2 
[W+J-  JT--  d^)' 


' </ar 


> 


P-O-hP*)  d*dy  , 
«*  • <*r*;j* 
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Der  innerhalb  der  eckigen  Klammer  stehende  Faktor  kann,  wie 
man  geradezu  erkennt,  nicht  immer  einerlei  Zeichen  behalten,  und 
somit  iiodet  jetzt  weder  ein  Grösstes  noch  Kleinstes  statt. 

Zweiter  hall.  Macht  man  dieselbe  Einschränkung,  wiebeint 
zweiten  Falle  der  vorigen  Aufgabe,  so  ist 

^=0’  ^ = 0’  ^=0>  ^ = “•  ff* 

Gleichung  X.  zieht  sich  also  zurück  auf 

’ J | 

XVII)  dU—  — ^==  . — . [2y  -mac~\-  mpy 

2.(l-t-<wy)>(l-+-P3)l  tPdt/ 

>•  “1"  q J * dx"1' 


Man  hat  also  jetzt  nur  die  einzige  Gleichung 


oder 


XVIII)  2y  — moc  + mpy 4-  ? * ^ P_j  q 

%y<7  4-  mpyq  4-  2 . (1  -f -p*)  . (1  4-  mp)  — mxq  ■==.  0. 


VVenn  man  hier  tnpyq  — tnj)yq  addirt,  so  kann  man  letzterer 
Gleichung  auch  folgende  Form  geben: 

^y?{{  -\rptp)  *4-  2 . (1  4~/>a)  . (1  4-  mp)  — tnq  . (yp  -4-  &)  = 0 
oder 

2.  iyq-\-p'x  *+- 1)  . ( 1 4-  mp)  — mq  . {yp  4-  &)  = 0. 

Diese  Gleichung  wird  integrabel,  wenn  man  sie  mit  ^ 
multiplicirt;  und  thut  man  dieses,  so  bekommt  man 

yq-k-p*  - f- 1 mg  . {yp  -f-  x) 

.(1 4-  tnp)\  2 . (1  4-  mp)i  ~“  U* 

1 ' 

Diese  Gleichung  kann  man  geradezu  integriren  upd  es  ergibt  sich 

XIX)  fß^Lr  —E. 

1 4-  mp 

Daraus  folgt  yp  4-  a:  ==  E . \/ 1 4-  mp ; und  wenn  man  hier  auf 
beiden  Seiten  differentiirt,  so  bekommt  man 

y .dp p . dy  4-  da:  = 

* l'  1 + mp 

* » 

Man  multiplicire  diese  Gleichung  mit  pz=^  so  ergibt  sich 

yp  . dp  4-  (1  4-/?s)  . dy  = . pÄ -* 


4 -m  .p 


Diese  Gleichung  wird  integrabel,  wenn  man  sie  mit  7-  1 

. r 1 | 

tiplicirt  und  dadurch  geht  sie  über  in 


muh 
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typ.  dp 


*■  •*> 


rn 


Vx  + P1 

Durch  Integration  bekommt  man 


VT 


mp 


VJZ+ -v- 


= . <//>. 


XX)  y . l/  l -+-//2  = F-\-  ~ . /- 


vT 


///// 


. *//>.  ' 


Die  hier  gesuchte  Kurve  ist  also  durch  zwei  Gleichun- 
gen gegeben  (XIX.  und  XX.);  das  Radikal  VX-\-mp  hat  ent- 
weder durchweg  seine  positive  oder  durchweg  seine  negative  Be- 
deutung; eben  so  hat  das  Radikal  V/ 1 -\-p2  entweder  durchweg 
seine  negative  oder  durchweg  seine  positive  Bedeutung;  übrigens 
ist  das  Zeichen  des  Radikals  Vx  -{-mp  vom  Zeichen  des 

Radikals  l/l  -+-p2  ganz  unabhängig. 

Dritter  Fall.  Ulacht  man  hier  dieselbe  Einschränkung  wie 
heim  dritten  Falle  der  vorigen  Aufgabe,  so  ist 


— n £4?  — 


<*y=0,  3- 7 = 0,  <J!y=°» 


_«  r/,^v 


dxz 


= 0,  u.  s.  w.; 


und  Gleichung  X.  zieht  sich  zurück  auf 


SU— 


VT 


-f-  /MJ 


~\my  *+■  \yp  — 2 mxp  -h  3 my  . pz 


(m-+-hp 


5/m  .p*)  (1  -f-/*3),  dSy 
q J*  dx' 


Man  hat  also  nur  die  einzige  Gleichung 
XXI)  my -f-  4 yp  — 2mxp  3 my  . p* 


(m  kp  -i-  5/m  . p *) . (1-f -p2) 


= 0 


oder  ' - • 

XXII)  myq  -+-  4 ypq  — 2 mx  , pq  -+-  3 my  . // 3 . q-\-m-\-bp 

-J-  6/m  . //2  4// 1 -f-  5/m  . p*  = 0. 

Ich  will,  um  nicht  zu  weitläuftig  zu  werden,  es  unterlassen, 
hier  an  dieser  Stelle  die  Methode  mitzutheilen^  nach  welcher  ich 
letztere  Gleichung  integrirt  habe.  Das  Integral  selbst  ist 

2-4-/ 4—5  . tn* 

XXIII )yl>  + x = L.  1”'  + - ¥± ~ S • ”»*)  • 


5 . / 4— 5«»J 


[■/m  -j-  (2  -f- 1/ 4 — 5 • m2)  . p\ 

Von  der  Richtigkeit  dieses  Integrals  kann  mau  sich  überzeugen, 
wenn  man  Gleichung  XXIII.  ditierentiirt,  und  dann  aus  der  sich 
ergebenden  Differentialgleichung  und  aus  XXIII.  das  Z/  eliminirt. 
Man  wird  genau  Gleichung  XXII.  wieder  bekommen.  Setzt  man 
nun  statt  XX11I.  zur  Abkürzung 


r 


/ 
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XXIV)  yp  -+-  x = 4 . q>p 

« 

uad  dißcrentii  rt  man,  so  ergibt  sich 

* 

y . dp  -\-p  . dy  -+-  dx  = Z/ . '/(?>/?). 

Diese  Gleichung  wird  integrabel,  wenn  mau  sie  mit 
tiplicirt;  denn  es  ergibt  sich 


V 

V\+.v* 


mul- 


• ^ 1 ~bP 

und  integrirt  man  wirklich,  so  Ifekommt  man 


= -I-  dy  . V?\  -\-p*  = Z/ . 


p • <%?)  , 

V^i  -j-  p2’ 


XXV)  y . V/l  = itf  + Z . /j^===- 

Die  hier  gesuchte  Kurve  ist  also  wieder  durch  zwei  Gleichungen 
(XXIII.  und  XXV.)  gegeben.  Das  Radikal  V^4  — 5.  ///*  hat  ent- 
weder durchweg  seine  positive  oder  durchweg  seine  negative  Be- 
deutung; dasselbe  gilt  von  dem  Radikal  l/l -f -/>2.  IJebrigens 

ist  das  Zeichen  des  Radikals  \S \ -+-p2  von  dem  des  \S 4 — 5 . m2 
ganz  unabhängig.  - * . v 


I 


Aufgabe  83. 

(Zu  Ohm's  Lehre  des  Grössten  und  Kleinsten.  Seite  220.  §.  49  — 51.) 

Man  hat  eine  Menge  von  unter  sich  parallelen  Graden,  uud 
man  sucht  eine  auf  ein  recbtwinkeliges  Coordinatensystem  bezogene 
ebene  Kurve,  ln  den  zu  irgend  eiuer  nach  Beliebeu  genommenen 
Abscisse  x gehörigen  Punkt  dieser  Kurve  legt  man  den  Krüm- 
mungskreis, welcher  eine  jede  dieser  Parallellinien  zweimal  durch- 
schneidet, so  dass  jedes  der  auf  diesen  Paralleilinien  abgeschnittenen 
Stücke  eine  Sehne  des  Krümmungskreises  bildet.  Die  gesuchte 
Kurve  soll  in  dem  zu  der  gerade  nach  Belieben  genommenen  Ab- 
scisse x gehörigen  Punkte  die  Eigenschaft  haben,  dass  die  Summe 
der  Quadrate  aller  obgenannten  Sehnen  grösser  oder  kleiner  wird 
als  bei  den  zur  nemlichen  Abscisse  x gehörigen  Punkten  aller  an-, 
dern  auf  dasselbe  recbtwinkelige  Coordinatensystem  bezogenen  und 
der  gesuchten  Kurve  in  jedem  Punkte  nächstanliegenden  Nachbar- 
kurven der  Fall  sein  kaun.  Welche  Kurve  wird  gesucht? 

Die  unter  sich  parallelen  Geraden  (Taf.  III.  Fig.  9.)  seien  MP, \ 
NO , u.  s.  w.  Die  Durchführung  der  Aufgabe  wird  vereinfacht, 
wenn  man  die  Abscissenaxe  senkrecht  auf  die  besagten  Paralleilinien 
zieht.  Wenn  p und  t)  die  Coordinaten  des  Krümmungsmittelpunk- 
tes  uud  x ' und  y'  die  Coordinaten  des  Krümmungskreises  sind; 
so  ist 

i)  = 

die  Gleichung  des  Krüinmungskrcises.  Daraus  folgt 

ii)  y'=t)±k/?i-(^-r)*. 


f 


$ 


\ 


\ 
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Nun  ist  t)  = y 4-  V = & und  qz==^-~P~;  und 

wenn  man  diese  Ansdrücke  in  H.  eiofübrt,  so  bekommt  man 


III)  ± 

Man  erkennt,  dass  es  für  y ' zwei  verschiedene  Ausdrücke  gibt, 
d.  b.  zu  jeder  beliebigen  Abscisse  a?  gibt  es  zwei  verschiedene  Or- 
dinaten.  Setzt  man  die  Abssisse  OM=  ali  so  geht  dabei  Glei- 
chung 111.  über  in 

IV)  — (a,— o:)3 

Dadurch  sind  die  zu  OJU  gehörigen  Ordioaten  Mm  und  Mw  zu- 
gleich ausgedrückt;  und  zwar  ist 


V+P' 


Mm=y+'-±^-  - Yi i±£!)> -2(«, -*) _(«,  - 

und 


Die  Sehne  <ww  ist  also  ==  il/w  — Mm,  d.  b.  es  ist 

mw  ==  2J/ (^-— )2  — 2 . («,  — .zr)  . («j  — :r)* 

und  daraus  folgt 

V)  mw  = 4 . [(l  H~y  )a  — 2 . («,  — &)  («»  — &)*]. 

Setzt  man  ferner  die  Abscisse  OA=a^t  so  bekommt  man  auf 
gleiche  Weise 


VI)  uv  = 4[( 


■)*  -2  • («.  - *)  • ~ («,  - *)‘] 


und  sofort.  Und  setzt  man  endlich  die  letzte  Abscisse  OH=an% 
so  bekommt  man 

VII)  n. = 4 . 1(i±^)*  - 2 . („,  - *)  . - («»  - or)*]. 

Die  Aufgabe  führt  also  auf  folgenden  Ausdruck 

VIII)  [/=  4[(i±^)*  - 2 . («,  - x)  . - («,  - *)’] 

•+•  - 2 • («,  “ •*) - («.  - *)’] 


+4  • K1^)’ - 2 . («,  - ^)  . - («»  - ^)’l- 

Diesen  Ausdruck  kann  man  noch  umformen  in 


* 


C 
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IX)  U=\n  . (— — )»  + 8«  ■ [x—a'  +a'  ~l~- 

— 4 • [(«»  — a:)2  + {a2  — -f- 

Durch  Variiren  bekommt  mau 

✓ » 

X 

Sv*' 

o, 

C5 

I II 

%\f  •%!£ 


an 


). 


P+V1 

'/ 


/ 


Erster  Fall.  Soll  die  gesuchte  Kurve  aus  allen  möglichen 
in  jedem  Punkte  einander  nächstanliegenden  herausgewählt  werden» 
so  müssen  folgende  zwei  Gleichungen  zugleich  bestehen: 


XI)  3p .(1  +y»)  + (»-f,+*,+-; + a*).(l-Hfr’).y=;0 

XII)  l+?’-4-(;r  — «'+«'  + ^.p.f  — O. 

T%t 

Man  erkennt  aber  geradezu,  dass  es  keine  Funktion  von  a:  gibt, 
welche  diese  beiden  Gleichungen  zugleich  identisch  macht 


% 


V 
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Zweiter  Fall.  Soll  man  nur  unter  denen  einander  in  jedem 
Punkte  näclistan liegenden  Kurven,  welche  bei  der  gerade  genom- 
menen Abscisse  oc  lauter  parallele  Berührende  haben,  diejenige 
heraussuchen,  wobei  die  Summe  der  Quadrate  aller  auf  vorgeschrie- 
bene Weise  begränzter  Sehnen  grösser  oder  kleiner  wird,  als  bei 
allen  andern  so  gceigenschafteten  Kurven;  so  ist  bei  der  gerade 

genommenen  Abscisse  ac  jetzt  ^^  = 0,  = u.  s.  w.  Glei- 

chung X.  reducirt  sich  also  auf 


Diese  Gleichung  wird  einfacher,  wenn  man  a ? — — ==z 

° 71 

setzt;  denn  dabei  geht  sie  über  in  1 *+-  z ./>^r==0 


oder  in  — -+- 
z * 


V(f 

i +p2 


==0  oder  in 


p . dp 

1 


\ 


* 
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und  daraus  folgt 

log  nat  z — f—  log  nat  1^1 = log  nat  A 
oder  % Y -^p*  z=z  A.  Daraus  folgt  weiter 

p ==~  .V^AZ — sa,  oder  dy  = ^ . \/  A%  — *». 

Wenn  man  abermals  integrirt,  so  ergibt  sieb 

+ — zz  • . log  nat  — — ?_ 

_ ' 2 . . A + VA*-  *a 

Hier  bat  man  statt  * wieder  or  — ‘ Z (ln  /.uriiekzu- 

7h 

führen. 

Dritter  Fall.  Soll  man  nur  unter  denen  einander  in  jedem 
Punkte  näcbstanlicgendcn  Kurven,  welche  bei  der  gerade  genorn- 
• d2v 

menen  Abseisse  x alle  für  einerlei  aber  einen  nickt  gegebenen 

Werth  liefern,  diejenige  heraussuchen,  wobei  die  Summe  der  Qua- 
drate aller  auf  vorgeschriebene  Weise  begräuzter  Sehnen  grösser 
oder  kleiner  wird,  als  bei  allen  andern  so  geeigenschaftetcn  Kur-* 

ven;  so  ist  bei  der  gerade  genommenen  Abseisse  x jetzt  — Q 
~(£vi  — 0,  u.  s.  w.  Gleichung  X.  reducirt  sich  also  auf 

XVI)  dü=S?.  [2 p - 2l (1+3/;') . yjg'. 

Man  hat  also  jetzt  die  einzige  Gleichung 

XVII)  2/;(l  -i-p2)  + (^-g-  + 8»  + V •"*'  -) . (1 +3  ,p2).V=0. 

\ 

Diese  Gleichung  wird  einfacher,  wenn  man  z anstatt 

, \ V • 

*' ' 1 ■ 

n 

setzt;  denn  dabei  geht  sie  über  in  . * 

2p.  (l+^)  + ».(l  + 3/>*).y  = 0, 

oder  in 

1 , 0 -Mp»*.  0 " 

oder  in 


dz 

z 


* idJL  -o 

7 • lp  + i+p*)  — 


Daraus  folgt 

log  nat  z H-£(log  nat/>-f-Iog  nat  (1 -t-/>a))  = log  nat 
oder 


C, 


log  nat  % ■+•  y . log  nat  p . (1  = log  nat  C , 

oder 
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log  nat  * -f-  log  nat  l /p  . (1  ~hp2)  = log  nat  C, 


oder 


%V p . (1  -+-p2)  — C, 

N 

Führt  man  hier  für  % seinen  Ausdruck  zurück,  so  bekommt  man 


XV11I)  {a: 


at 


an 


n 


)V p . (1  -{-p2)  = c. 


Aus  dieser  Gleichung  folgt 

a\  -f-  «2  + 


ac  — 


■ ß« 


n 

und  wenn  man  jetzt  auf  beiden  Seiten  differentiirt,  so  bekommt 


man 


das  = — . 


(1  -f-3  .p2) . dp 


2 >(l+^)\/p.(l+W 

Multiplicirt  man  beiderseits  mitp  — ^.,  so  ergibt  sich 


. c 
dy—  — ~. 


(1-hS  .p2).dp 


2 ’ (1 -»-/>*)  .V/p.U 4- P*) 

Integrirt  man,  so  ergibt  sich 

xix)  f (1+3;^!k dL.  ■. 

Die  jetzige  Kurve  ist  also  durch  zwei  Gleichungen  gegeben  (XVIII. 
und  XIX.).  . 


Aufgabe  89. 

(Zu  Ohm’s  Lehre  des  Grössten  und  Kleinsten.  Seite  234.  §.  57.  u.  s.  w.). 

(Der  erste  Fall  dieser  Aufgabe  ist  schon  von  M.  Ohm  z.  B.  in  dessen 
System.  Siebenter  Band.  Zweiter  Anhang.  Seite  58  behandelt.  Der 
zweite,  dritte  und  vierte  Fall  sind  von  mir  hinzugefügt). 

Man  sucht  eine  auf  ein  rechtwinkeliges  Coordinatensystem  be- 
zogene ebene  Kurve.  Man  zieht  in  ihrem  zu  einer  nach  Belieben 
genommenen  Abscisse  a:  gehörigen  Punkte  eine  Berührende,  und 
errichtet  in  zwei  festen  Punkten  der  Abscissenaxe  Perpendikel.  In 
diesen  beiden  Perpendikeln  liegen  aber  die  zu  besagten  zwei  festen 
Punkten  gehörigen  Ordinaten  sowohl  der  Kurve  selbst  als  auch 
der  Berührenden.  Wenn  man  nun  beidemal  die  zwischen  der  Or- 
dinate der  Kurve  selbst  und  zwischen  der  Ordinate  der  Berühren- 
den stattlindende  Differenz  nimmt:  welche  Kurve  ist  es,  die  in  dem 
zu  der  gerade  genommenen  Abscisse  a:  gehörigen  Punkte  die 
Eigenschaft  hat,  dass  das  Produkt  beider  Differenzen  grösser 
oder  kleiner  wird,  als  bei  den  zu  der  nemlichen  Abscisse  äs  gehö- 
rigen Punkten  dller  andern  auf  dasselbe  rechtwinkelige  Conrdina- 
tensystem  bezogenen  und  der  gesuchten  Kurve  in  jedem  Punkte 
nächstanliegendeu  Nachbarkurven  der  Fall  sein  kann? 
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Das  gesuchte  Produkt  (Taf.  III.  Fig.  6.)  ist  hier  U=zRP.  TQ; 
y uud  ac sind  die  zum  Berührungspunkte  S gehörigen  Coordina- 
ten;  ya  ist  die  zur  Abscisse  a gehörige  Ordinate  der  Kurve,  und  ' 
ebenso  ist  y„  die  zur  Abscisse  a gehörige  Ordinate  der  Kurve;  die 
den  Abscissen  a und  u entsprechenden  Ordinaten  der  in  S berüh- 
renden Geraden  sind  bezüglich  \ 


und' 

' / 

Fs  ist  also 

* 

und 


RH=y+{a-x).% 

TK=y  + (a-X).% 


i 

RPz=  [y  + (a  — x)  . ^ — ya J, 


. TQ  — y -f-  (a  — - ac)  . ~ — ya. 


Setzt  man  nun  zur  Abkürzung  noch  p anstatt  so  ist  ' 

f T—  \y  + («  “ &)  • P — Va\  . [y  -+•  («  — ac)  . p — yu\. 
Daraus  folgt:  ...  , 

I)  SU=  [2y-+-  (a  -I-  « — 2a:).  p — ya  — ya)  . Sy 

+ [(«  + « — &r)  . y -f-  2 (a  — a:)  . (a  — ac)  .p 

-(«•—  oc).ya  — («  — o:).ya)  . 

[y -t-  («  — a:)  'P—  ya\ . dya—  [ y-h(a — ac)  .p— yfl] . dya 

und  , 

H)”  d*  Ut=z  [2 y -F  (a  a — 2a:)  . p — ya  — ya]  . d-y 

■+"  [(«  + « — ^>ac)  . y -f-  2 . (a  — ac)  .(a  — a?)  . p 

— (a  — o:).ya  — (a  — ac)  . ya]  . 

- [y+(a— X)  .p- ya)  . d*ya—  [y-F («  — a?)  .;>-ya]  .d2y« 


■+■  2 . dy*  4- 2(« -F-a  — 2^r)  . 


■ ddy 

* 


-4-2  ,{a  — a:).{a  — a:).  )a 


2 . dy  . dya  — 2(a  — /r)  . ^£7  , dya  — 2 . dy  . Sya 


' ' ' ‘ — 2{a  — . dya 

•4-  2 • üy<i . dya.  . . . • 

, Frster  hall.  Soll  die  gesuchte  Kurve  aus  allen  möglichen 
einander  in  jedem  Punkte  nächstanliegenden  herausgewählt  wer- 
TLeil  III.  12 
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den,  so  sind  Sy,  Sya,  Sy((  dem  Wertlie  nach  ganz  unabhängig 
von  einander;  und  es  muss  Gleichung  1.  in  folgende  vier  zerfallen: 

1)  2y  + («-d-a  — 2a:). p — ya  — ya  = 0 
2)  («  + « — 2a:)  . y-{- 2 . (a  — a:)  . (a  — a:)  . p — (a  — a:)  . ya 

— (a  — a:).ya  = 0 

3)  y + («  — a:)  . p — y„  = 0 

4)  y — x)  .p  — ya  — 0. 

- i 

Addirt  man  3)  und  4),  so  bekommt  man  Gleichung  1).  Multiplizirt 
mau  3)  mit  a — a:,  und  4)  mit  a — a:,  und  addirt  beide  Produkte, 
so  ergibt  sich  Gleichung  2).  Eliminirt  man  p aus  den  beiden 
letzten  Gleichungen,  so  folgt  * 


5)  _ y«  - 

' v a — a 


a: 


n .y„  — a .ytt 
a — a 


Dies  ist  die  Gleichung  einer  geraden  Linie,  die  insoferne  die  Auf- 

Sabe  löst,  als  sie  zugleich  ihre  eigne  Berührende  ist.  Da  nun  da- 
urch  den  Gleichungen  1),  2),  3),  4)  genügt  wird,  so  kann  sie  die 
Aufgabe  lösen.  Ucbrigens  sind  ya  und  yu  noch  ganz  unbestimmt, 
und  somit  kann  man  die  gefundene  Gerade  noch  zwingen,  irgend 
zwei  Bedingungen  zu  genügen,  z.  B.  durch  zwei  gegebene  Punkte 
zu  gehen.  Sind  nun  (/*,  m)  und  (X?,  h)  diese  Punkte,  so  geht  für 
diese  Punkte  die  Gleichung  5)  bezüglich  über  in 


6ym  = *i=*i 

7 « — a 


n 


\ 

ctt/a  — a - ya 
a — a ’ 


7)  h 


Va  — </-  f,  . aya  — a.ya 


a — a 


a 


a 


I » ] 

wodurch  sich  ya  und  ya  vollkommen  bestimmen  lassen.  In  Folge 

der  Gleichungen  3)  und  4)  erkennt  man,  dass  TQ=z  0 und 

RP=z  0;  es  ist  also  auch  U' — 0.  Gleichung  II.  reducirt  si<;h 
jetzt  auf 


ddy 


SI 2 * * S  £7=  2 . Sy2  -f~  2 (a  -f -u  — 2a:)  . Sy  . ^ 

4-  2 . (a  — a:)  . (a  — a:)  . (^)*  — 2 Sy  . Sya 


— 2 . {a—a:)  . Sya  — 2 . Sy  . Sya 


■ -2.{a  — a:).d-^.Sytt  — 2.Sya,Sytt. 

% 

Dieser  Ausdruck  kann  aber  nicht  beständig  einerlei  Zeichen  behal-  , . 
ten,  namentlich  weil  die  beiden  Elemente  Sya 2 und  Sytt * dabei  feh- 
len. Es  findet  also  jetzt  weder  ein  primäres  Grösstes  noch 
Kleinstes  statt. 

Zweiter  Fall.  Soll  man  die  gesuchte  Kurve  nur  aus  allen 
denen  in  jedem  Punkte  einander  nächstanliegeuden  herauswählen, 
bei  welchen  die  Summe  der  zu  den  Abscissen  a und  a gehörigen 
Ordinaten  denselben  (gegebenen  oder  nicht  gegebenen)  konstanten 


I 
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V 

Werth  B behält;  so  bat  man  für  die  gesuchte  Kurve  folgende 
Gleichung:  ^ ö 

ya  -f-  y = B, 

und  für  alle  hier  in  Betracht  zu  ziehenden  und  der  gesuchten 
Kurve  in  jedem  Punkte  nächstanliegenden  Kurven  hat  man  die 
Gleichung 

fci 

(ya  -fr*  k . tya  -fr-  | ^ 2 • “1“  • • • •) 

/p 

*+*  (ya  -+*  * • Sya  -fr-  i~2  • d'ya  -4-  ....)  = B. 

Do  aber  letztere  .Gleichung  für  ein  im  Momente  des  Verschwindens 
befindliches  k gelten  soll;  so  muss  einzeln  stattfinden  dt/<r-\-dy  =0 
+ “•  s-  ?■  Wenn  man  nun  3ya,  ö'-y  s.  ais’ 

nbhang;,g  betrachtet,  so  = - <?y,, , S'ya  = — hya>  u.  s.  w. 

Eliminirt  mau  öy„  aus  Gleichung  1),  so  bekommt  man 

SL  = [2 y — 2^r)  .p—ya  — ya] . Sy 

-f - [(«  -fr-  a — 2 x)  . y -f-  2(«r  — or)  . (et  — a:)  . p — (a  — &)  . ya 


— [(a  — a)  . p — y„  -f-  ya]  . dya . 

Daraus  ergeben  sich  die  drei  Gleichungen  - 

8)  2y  -fr-  («  -fr-  a — 2.r)  . p — ya  — y«  = 0 
9)  (ß  + a-  2or)  . y 4-  2(«  — - o:)  . (a  — jr)  . y — [a  __ 

— («  — .*?).  y„=:0 
10)  (a  — «)  ./>  — ya-f-ya=:0.  % 

Eliminirt  man  p aus  8)  und  10),  so  ergibt  sich 


II)  + 


a * yrt 
« — a 


Diese  Gleichung  gehört  einer  geraden  Linie  an,  und  ge- 
nugt  den  drei  Gleichungen  8),  9),  10),  kann  also  die  Aufgabe 
losen.  Da  aber  y„  und  y«  noch  ganz  unbestimmt  sind,  so  kann 
man  der  Aufgabe  selbst,  damit  sie  eine  bestimmte  Auflösung  habe 
noch  zwei  Bedingungen  zufügen,  z.  B.  dass  die  gesuchte  Linie 
durch  zwei  gegebene  Punkte  gehe,  oder  dass  sie  durch  einen 
Punkt  gehe  und  zugleich  die  Summe  ya-fr-ya==Z?  einen  bestimmt 
gegebenen  Werth  habe,  u.  s.'w.  Ferner  geht  Gleichung  11.  über  in 

.<y2/7=2.V+2.(«-i-«-2^).  Sy.  Ä 


+ 2 . (a  — &)  , (et  — #)  . 


— 2(a  — a)  . . 6ya  — 2 . dy«*. 

\ 

Dieser  Ausdruck  kann  aber  nicht  beständig  einerlei  Zeichen  haben 
namentlich  weil  dy»  und  dya*  entgegengesetze  Vorzeichen  haben! 


12< 
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Es  findet  also  weder  ein  primäres  Grösstes  noch  Kleinstes 
statt. 

Dritter  Fall.  Soll  die  gesuchte  Kurve  nur  aus  denen  in 
jedem  Punkte  einander  nächstanliegenden  herausgewählt  werden» 
hei  welchen  allen  die  Ordinalen  ya  und  y„  denselben  ( gegebenen 
oder  nicht  gegebenen)  Werth  haben  und  welche  alle  den  zu  der 
gerade  genommenen  Abscisse  x gehörigen  Berührungspunkt  mit 
einander  • gemeinschaftlich  haben;  so  findet  einzeln  statt  dy  = 0, 
6ya  = 0,  Üya  = 0,  d3y=0,  d2ya  = 0,  d2ya  = 0,  u.  s.  w. 

Mancher  Anfänger  möchte  behaupten:  wenn  einzeln  stattfindet  <fy  = 0, 
&*y  = 0,  u.  s.  w.,  in  welchen  Ausdrücken  der  Werth  des  x noch  ganz  un- 
bestimmt ist;  so  muss  auch  bei  den  bestimmten  Werthen  # = « und  x — a 
einzeln  stattfinden  dya  — 0,  <?ya  = 0,  6^ya  — 0,  d^ytt  — 0,  u.  s.  w.,  so  dass 
durch  die  Gleichungen  cfy«  = 0,  (fy«  = ü,  d*ya  = 0 <Pyflz=  0 u.  s.  w.  die 
Zahl  der  zu  vergleichenden  Kurven  nicht  mehr  enger  eingeschränkt  wird, 
als  es  schon  durch  die  Gleichungen  dy  = 0,  (Py  = 0,  u.  s.  w.  geschehen 
ist.  Dieses  wäre  ganz  richtig,  wenn  die  Ausdrücke  dy,  iPy,  u.  s.  vv.  iden- 

{ische  Funktionen  wären;  allein  sie  müssen  alle  beliebigen  nur  keine  iden- 
ischen  Funktionen  vorstellen;  und  wenn  gleich  der  Werth  des  x unbe- 
stimmt ist,  so  ist  er  doch  bei  allen  zu  vergleichenden  Funktionen  der  netn- 
liche  unveränderliche  Werth,  und  für  einen  solchen  nach  Belieben  angenom- 
menen aber  festzuhaltenden  Werth  des  x und  für  keinen  andern  müssen 
auch  die  allgemeinen  Gleichungen  dy  = 0,  <Py  — 0,  u.  s.  w.  stattfinden. 

Unter  diesen  Umständen  reducirt  sich  nun  Gleichung  I.  auf 

SU=  [(«■+-  ct  — 2x)  . y 2 . (a  — a:)  («  — x)  . p — (a  — x')  . ya 

t . , ddy 

— (a  — x).ya\  . 

Damit  nun  dZ7=0  werden  kann,  muss  sein 

12)  (a  -+-  a — 2a:)  . y 2 . (a  — x)  . (a  — x)  . p — (a  — x)  . ytt 

— (a  — x).ya  = 0. 

Diese  Gleichung  wird  integrabel,  wenn  man  sie  mit  dem  nach  be- 
kannter Methode  leicht  aufzufindenden  Faktor  rr? 7-7 rrr 

2[(a  — x)  («  — 

multiplicirt;  dadurch  bekommt  man 

2 . (a  — .r)  (n  — x)  .dy  — (2x  — a — a)  .y  .dx 
2[(a  — x)  . (a  — #)]f 

[(g  — x) . y„  -|-  (g  — x)  . ya 1 . dx 


2[(a  — x)  . («  — ;r)]i 


Daraus  folgt  durch  Integration 


, (a  — x)  . ya  — (a  — x) . ya 
H ; j/.-  — - = 


oder 


(a  — x)  (a  — x)  ( a — a) V' ( a — x)  («  — x) 


(«  — a)  . y -f-  (a  — x)  . ya  — (a  — x) . ya ^ 

(<*  — d) . k («  — x)  . («  — x) 


Sind  die  Werthe  von  ya  und  ytt  nicht  gegeben,  so  kann  man  diese 
Kurve  noch  drei  Bedingungen  unterwerfen,  weil  ausser  ya  und  ya 
auch  noch  C zu  bestimmen" ist;  sind  aber  die  Werthe  von  ya  und 
y gegeben,  so  kaun  mau  diese  Kurve  nur  einer  einzigen  Bedin- 


/ 
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gung  unterwerfen.  . Soll  sie  z.  B.  durch  den  festen  Punkt  ( ny  m) 
gehen,  so  ist  v 

(«  — ä) . m -f-  («  — n)  . i/u  — («  — n)  . ya 

(✓  r= . — • » 

(«  — a ) . V («  — n) . («  — n) 

Gleichung  13)  geht  also  jetzt  über  in 

14)  («  — g)  • V -4 ~{a  — x).  t/n  — («  — x)  . y«  __  1 / («  — 3-')  - («  — x) 

' (a  — a).m-+.(a  — n) . ya — («  — n).y,t  V («  — w)  . («  — n) ' 

Unter  diesen  Umständen  reducirt  sich  Gleichung  11.  jetzt  a.uf 

so  dass  ein  primäres  Grösstes  stattfindet,  wenn  x^>a  und  a:<!«; 
dagegen  findet  ein  Kleinstes  statt,  wenn  entweder  a und 

ac^>a,  oder  wenn  3c*C.a  und  ac  «.  Ferner  ist  jetzt 

rj, ,(«  — ä) . y -f-  (a  — ar)  > y,i  — («  — x) . 

2 . l/(a  — a:) . («  — ar) 

öder 


i 

("  — <*)*  /(«  — a)  < y -f-  (ar  — x)  ■ y«  — («  — a:)  . ya 

2 , (a  — o) . V — a:J  . (a  — x) 


oder 


Unter  den  hier  zu  bemerkenden  Specialitäten  ist  besonders  die  hervor- 
zuheben, wo  6’=0.\  Dabei  geht  Gleichung  13)  über  in 

(«  — ä)  . y h-  (a  — x) . ya  — (a  — x) . ya  — 0, 

und  daraus  folgt 

ytt-r-Va  „ . « -y«  — a .ytt  n 

i . , y — ~ • * -t*  — w* 


a ■ 


« 


« 


« 


Diese  Gleichung  ist  aber  eine  Specialität  von  Nr.  13,  und  somit  kein  sin- 
guläres Integral;  übrigens  stimmt  sie  mit  Nr.  5.  und  II.  überein. 

Vierter  Fall.  Sollen  nur  diejenigen  in  jedem  Punkte  einan- 
der nächstanliegenden  Kurven  in  Betracht  kommen,  bei  welchen 
die  Ordinaten  y„  und  y(t  ihren  Werth  uicht  ändern,  und  hei  welchen 
allen  die  zu  der  gerade  gewählten  Abscisse  OG  = ax  gehörigen 
Berührenden  miteinander  parallel  laufen;  so  muss  einzeln  stattlinden 

dy„=0,  <fy«  = 0,  ~—0^  62ya= 0,  S2yaz=  0,  ^r==0,  u.  s.  w. 

Gleichung  1.  reducirt  sich  also  jetzt  auf  ' ' , 

Sl/  = [2y-f-  — 2a:)  . p — ya  — y„]  . Sy. 

Damit  nun  $£/=0  werde,  so  muss  sein  . , 

15)  2 y+(«  + a-  2a:)  . p — ya-~ya  = 0. 

Der  jetzt  integrirende  Faktor  ist  j0<r  1 _T~^jä’  uod  s0111^  ha*  man 
letztere  Gleichung  in  folgende  umzuformeo: 
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(2x  — a — «)  ,dy  — 2y  . da: 
(2;r — a — «)2 


Oju  + !/u)-dx 

(2.r  — a — a)2 


Daraus  ergibt  sieb  durch  Integration 

y_ , ya-i-f/n 

2or  — a — « 2 . (2or  — a — «) 

oder 


16)  y — 2Z7 . a •:  ^ . \yn  ya  — 2 E . («  -+•  a)J. 

Erstens.  Sind  die  Werthc  von  yn  und  ya  gegeben,  d.  h. 
soll  die  gesuchte  Grade  durch  die  zwei  testen  Punkte  («,  ya)  und 
(«>  Vic)  gehen;  so  geht  Gleichung  16)  bezüglich  über  in 

1 0 Va  = 2A’ . a H-  4 \yn  •+•  y«  — 2 Z? . (a  -+-  a)] 

und 

18)  Va ==  2 iS1 . a -H  l • \y<i  •+-  y«  — ~E  . (« a)J 

und  aus  jeder  dieser  beiden  Gleichungen  folgt  E = ^ 80 
dass  jetzt  Gleichung  16)  übergebt  in 


19) 

7 J « — « 1 « — « 

Zweitens.  Lässt  man  aber  die  gesuchte  Gerade  durch  die 
zwei  festen  Punkte  (n,  m)  und  (X:,  A)  gdien,  wobei  also  die  Werthe 
v°n  y«  und  ya  nicht  gegeben  sind;  so  geht  Gleichuog  16)  bezüg- 
lich über  in 

20)  m = 2 E . ?i -\ h * \ya  -f-  yu  — 2 E . ( a -f-  a)] 

und 


21)  h — 2 E . k -t-4  . \ya  -1-  y«  — 2 E . («  -j-  a)J. 

. c i i.  n . fn—h  , i . 'Inh— “link  . tn—h  , 

Daraus  folgt  Ez=z-\  . und  y„-J-yc=  ^ . («-}-«) 

und  Gleichung  16)  geht  über  in 

22> 


aus  welcher  Gleichung  sich  geradezu  die  Werthe  von  ya  und  yn 
ergeben,  wenn  man  bezüglich  a oder  u an  die  Stelle  des  a:  ein- 
setzt. 

Uebrigens  ist  unter  allen  Umständen  d3Z/=2. Sy2 ; und  somit 
findet  unter  allen  Umständen  ein  primäres  Kleinstes  statt. 


Aufgabe  91. 

(Zu  Ohms  Lehre  des  Grössten  und  Kleinsten.  Seite  234.  §.  57.  u.  s.  w.). 

Man  sucht  eine  auf  ein  rechtwinkeliges  Coordinatensystem  be- 
zogene ebene  Kurve.  Man  zieht  in  ihrem  zu  einer  nach  Belieben 
gewählten  Abscisse  oc  gehörigen  Punkte  eine  Berührende.  Von 
zwei  zu  den  festen  Abscissen  a und  « gehörigen  Punkten  der  ge- 
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suchten  Kurve  fällt  mau  Perpendikel  auf  diese  Berührende.  • 
Welche  Kurve  hat  aber  in  dem  zu  der  gerade  genommenen  Abscisse 
a ? gehörigen  Punkte  die  Eigenschaft,  dass  das  Produkt  beider  Per- 
pendikel grösser  oder  kleiner  wird,  als  bei  den  zu  der  nemlichen 
Abscisse  x gehörigen  Punkten  aller  andern  auf  dasselbe  recht- 
winkelige Coordinatensystem  bezogenen  und  der  gesuchten  Kurve 
in  jedem  Punkte  nächstanliegenden  Nachbarkurven  der  Fall  sein 
kann? 

Die  Gleichung  irgend  einer  geraden  Linie  sei 

so  ist  bekanntlich  die  senkrechte  Entfernung  eines  Punktes  ( a , 6) 
von  dieser  Linie  gegeben  durch 

a .g-f-®  . h- f-g  ' < 

\/W+W  * s 

Die  nach  Belieben  gewählte  Abscisse  (Taf.  III.  Fig.  10.)  sei  OQ=x 
und  die  zugehörige  Berührende  sei  SV]  so  ist  deren  Gleichung 
bekanntlich 

* 

y'—i/  = (x,  — x).p, 


oder 


III)  p . x'  — ij  y — p . x = 0. 

V 


Die  erste  feste  Abscisse  sei  OP=za]  so  ist  Ps  = ya ] und  die 
Länge  des  von  s auf  SV  gefällten  Perpendikels  ergibt  sich  nach  , 

Formel  II.,  d h.  es  ist 

9 \ 


fÄ a .p  — ya-y-y  — yx  (n  — x)  .p  — ya-k-y 

9 x/T+p2  - v/i+pj 

Die  zweite  feste  Abscisse  sei  0/1  = a,  so  ist  Rv=yn\  und  für 
die  Länge  des  Perpendikels  vV  ergibt  sich  auf  ähnliche  Weihe 

vi  v F=  'p—ya+y 

\/\-\-P2  ’ * , 

Das  im  Ausdrucke  IV.  und  V.  vorkommende  Radikal  hat  entweder 
jedesmal  seine  positive  oder  jedesmal  seine  negative  Bedeutung, 
und  das  hier  in  Rede  stehende  Produkt  ist 


Vn  ü — -p— y«n-y1  • [(«  — *)  p — 

1*4 ~P*  ' 

Unter  den  verschiedenen  Fällen  welche  hier  aufgcstellt  werden 
können,  soll  folgender  besonders  hervorgehoben  werden: 

Man  soll  die  gesuchte  Kurve  nur  aus  denen  in  jedem  Punkte 
einander  nächstanliegenden  herauswählen , bei  welchen  allen  die 
Ordinaten  ya  und  ya  denselben  (gegebenen  oder  nicht  gegebenen) 
Werth  hüben , und  welche  alle  den  zu  der  gerade  genommenen 
Abscisse  x gehörigen  Berührungspunkt  mit  einander  gemein  haben. 
Hier  ist  dy  = rO,  dya  = 0,  dya  = 0,  d2y  = 0i  d2ya  = 0,  62ya  = 0, 
u.  8.  w.  (die  nöthige  Erklärung  steht  gleich  im  Anfänge  des  drit- 
ten Falles  der  89sten  Aufgabe).  Durch  Variiren  bekommt  man 
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VII)  dU=  . |12.  («  — ^)  («  — .r)  («-+-« — 2.r)  . y 

— («  — &)  . y , — (u  — #)  . ya]  . (1  -f-  p *) 

— 2/' . [(«  — ^c)  — yaH-y] . [(«  — .r)  •/»  — y«-f-y]j 

Daraus  folgt  die  Gleichung 

VIII)  [2  . (a  — &)  . («  — &)  . p -\r  («  ■+•  a — 2.r)  . y — (a  — J?)  . ya 

— (a  — .r)  . y«J  . (1  + /»*) 

— 2 p . [(«  — oc) . p — -h  y]  . [(«  — .r)  . p — ya  -+-  y]  = 0. 

Vm  diese  Gleichung  zu  iutegriren,  multiplicire  man  sie  vorerst 
mit  ^ ~2~yi  i und  es  »st  ' 


I 
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^ + 

^ a' 
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i 
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4* 

U 


II 


Da  dy  — p.da;  ist,  so  verschwindet  folgender  Ausdruck 

\2y-i-(a-\-u  — 2a:)  . p — ya—-  ya]  • (l  + /'2)  . dy 

— [2y -+-(«  + « — 2^r)  . p — ya  — yu\  . (1  -+*  p2)  . p . da; 

jedenfalls,  und  man  kann  ihn  zum  Zähler  des  letzten  Bruches 
addiren,  ohne,  dass  er  sich  ändert.  Es  ist  also  auch  vollkommen 
genau 
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Diese  Gleichung  lässt  sich  geradezu  integrireu,  und  man  be- 
kommt 


, [(«  — cc)  .p  — //«-*-  y]  - ((«— ar)  .p  — yct  -4-  y\ ,, 

,x> ’ — : — r+p —A 


oder 


X)  \(a  — x) . />  — y«-Hy] . [(«— &) . />-— y«~Hy]=^f . (l-H/'a)* 
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Setzt  man  nun  A .(\-\-p"1)  statt  des  gleichbedeutenden  Ausdrucks 

in  Gleichung  V 111.  ein,  so  bekommt  mau 

/ \ 

[2(«  — x)  (a  — x)  . p -f-  (a  -+-  u — 2x)  .y—{a  — x).ya 
• — 2A  . p . (1  H-/?a)  = 0 

oder 

2 l(a  — x)  (ot  — x)  — A)  . p -f-  (a  -+-  a — 2x)  . y — {a  — x)  . ya 

— (a  — x)  . ya  = 0. 

Diese  Gleichung  wird  integrabel  durch  den  Multiplicator 
1 ' • 

2[(«~  x ^ ^7.  Dadurch  geht  letztere  Gleichung  zunächst 

über  in 

2[(g  — x)  (a  — x)  — A\  ,dy  — ( 2x  — a — a) . y ♦ dx 
2[{a  — x)  («  — x)  — A\l 

[( a — x)  . ya.  -f-  (cc-ar) . yn]  . dx 

2[(«  — x) . (a  — x)  — A]i  * 

Diese  Gleichung  lässt  sich  geradezu  integriren  und  es  ergibt  sich 

y 

V(a  — x)  (a  — x)  — A 

(«  — g).[(g  — x).ya  — («  — x).ya\—  2/f  . (ya y«) ß 

[4/1  -f-  (a  — «)’]  . V/(a  — #)  (a  — x)  — A 

oder 

XI)  [*A  + (a  — «)’)  . y 4-  (a  — a)  . [{a  — x)  . ya  — (a  — x)  . yaJ 

— 2^  . (ya  -t-  y«) 

= [4^2  -+<•(«  — &Y\  . JS  ,V^(a  — x)  (a  — x)  — A, 

Dieses  soll  die  Integralgleichung  zu  Gleichung  VIII.  sein.  Da  aber . 
Gleichung  Vlll.  nur  eine  Differentialgleichung  der  ersten  Ordnung 
ist,  so  ist  in  Gleichung  XI.  eine  Konstante  zu  viel  eingegangen. 
Man  stelle  also  aus  Gleichung  XI.  für  y und  für  p die  Ausdrücke  > 
her,  substituire  sie  in  VIII.,  und  bestimme  dann  A durch  /?,  oder 
B durch  A\  jenuchdem  das  eine  oder  das  andere  am  bequemsten 
ist.  (In  dieser  Hinsicht  vergleiche  man  Aufgabe  67)  oder  68)  oder 
71)  erste  Auflösung  erster  Fall). 

Sind  die  Wertbe  von  yu  und  y(i  nicht  gegeben,  so  kann  man 
die  hier  gefundene  Kurve  noch  drei  Bedingungen  unterwerfen,  weil 
ausser  y„  und  yu  auch  noch  eine  der  Konstanten  A oder  ß zu 
bestimmen  ist. 

Sind  aber  die  Wertbe  von  ya  und  yu  gegeben,  so  kann  man 
die  hier  gefundene  Kurve  nur  einer  einzigen  Bedingung  unter- 
werfen. 

(Man  vergleiche,  den  dritten  Fall  der  89sten  Aufgabe). 
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Aufgabe  94. 


(Zu  Ohm’*  Lehre  des  Grössten  und  Kleinsten.  Seite  234.  §.  57,  u.  s.  w.). 

Man  sucht  eine  auf  ein  rechtwinkeliges  Coordinatensystem  be- 
zogene ebene  Kurve.  Alan  legt  in  die  zu  zwei  festen  Abrissen 
gehörigen  Punkte  die  kriimmungsk reise,  lind  zieht  durch  deren 
Mittelpunkte  zwei  mit  einander  parallele  Graden.  Alan  legt  aber 
auch  m den  zu  irgend  einer  nach  Belieben  gewählten  Abscisse  x 
gehörigen  Punkt  der  gesuchten  Kurve  den  krümmungskreis,  und 
' fällt  von  dessen  Alittclpunkte  Perpendikel  auf  die  beiden  obgenann- 
teu  parallelen  Graden.  Beide  Perpendikel  fallen  aber  ganz  in  ein- 
ander, und  unterscheiden  sich  nur  durch  ihre  Grösse.  Wenn  nun 
der  zu  der  gerade  genommenen  Abscisse  x gehörige  Punkt  der 
gesuchten  Kurve  die  Eigenschaft  hat,  «lass  das  Produkt  der  bei- 
«leu  in  Rede  stehenden  Perpendikel  grösser  oder  kleiner  ist,  als 
bei  den  zu  der  nemlichen  Abscisse  x gehörigen  Punkten  aller  an- 
dern auf  dasselbe  rechtwinkelige  Cooruinutensystem  bezogenen  und 
der  gesuchten  Kurve  in  jedem  Punkte  nächslanliegcnden  Nachbar- 
kurven der  Fall  sein  kann:  welche  Kurve  wird  gesucht? 

Es  schadet  der  Allgemeinheit  der  Aufgabe  durchaus  nicht, 
wenn  man  (Taf.  III.  Fig.  12.)  die  Coordinpten  der  gesuchten  Kurve 
so  annimmt,  dass  die  Abscissenaxe  parallel  wird  mit  den  (durch 
die  zu  den  festen  Abscissen  gehörigen  Krümmungsmittelpunkte  ge- 
zogenen) zwei  parallelen  Graden.  Der  zur  ersten  festen  Abscisse 
gehörige  Krümmungsmittelpunkt  sei  Ä,  und  der  zur  zweiten  festen 
Abscisse  gehörige  Krümmungsmittelpunkt  sei  G.  Die  in  der  Auf- 
gabe besagleu  parallelen  Graden  sind  also  EF  und  11 C.  Alan 
gebe  nun  der  Abscist>enaxe  die  Lage  O X parallel  mit  II C,  und 
der  Ordinateuaxc  die  Lage  OY  senkrecht  auf  OA.  Der  ersten 
festen  Abscisse  entspreche  der  Punkt  1 und  der  zweiten  festen 
Abscisse  entspreche  der  Punkt  /?.  Die  nach  Willkür  genommene 
Ahscissc-sei  OQ  und  der  dazu  gehörige  Krümmungsmittelpunkt  sei 
II,  Die  in  der  Aufgabe  besagten  zwei  in  eine  einzige  Grade  fal- 
lenden Perpendikel  sind  also  HI  und  11L\  und  das  in  Rede 


stehende  Produkt  ist 


I)  11— II L . Hl 


oder 


< \}  ’>i  t 


II)  /7=  ( WA  — MH) . (AG  - MH). 


i 


iJjJ'U'ld'' 

i*i  , t*: 

1 ' '>’:■?  ö«jf^ 

■ /‘'Xi  da  * .t&fi 

’n\)  .l*> 

setzt 

q 7 


Setzt  man  0(1 -=.x  und  QTzzzy,  so  ist  Mllzzzy- 

man  OP=a,  so  ist  WA  —yn-\r  — — — ; und  setzt  man  OR  — a,  , 

I 


'I  VvJ 


so  ist  AG  = ya 


TV 


'/« 


Gleichung  II.  geht  also  über  in 


l'.l 


III)  C=[(y-«-i±^).-(y+^)]. [(y+ 


<!  )«  , (t/~Y  q )1* 


Variirt  man  nun,  so  ergibt  sich 
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*.  V 


+ '+  - 


'S 


'S 

+ 


■ST 

+ 


+ 

'S 

w 


's* 

+ 


bi 


+ 

'S 


o, 

O. 


'S 


+ + + 


♦5 


+ 

'S 

M 


+ 

'S 

M 


'S 

M 


3 ' I 


+ 

ta 


I 

CT 

+ 


'S 

M 


'S 

M 


< 

+ 

•»IS 

» 

H ^ 


Qo 

•'S 


I« 


g.l§ 

«'S 


1 


IS 


fr 

tJ 


+ 

'S 


fr 

M 


frl$ 

I 


+ 

'S 

M 


•fr 


fr 

M 


* 


Soll  nun  die  gesuchte  Kurve  aus  allen  möglichen  in  jedem  Punkte  , 
einander  unmittelbar  anliegenden  herausgewählt  werden,  so  müssen 
folgende  drei  Gleichungen 

V)  (ff  H-  ~-)«  - (ff  -H  = 0 


VM,  2y  + 2-Jl±^-(y  + L±£!)o_(, 


~)«  = ° 
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gleichzeitig  neben  einander  besteben;  dieses  i&t  aber  nur  möglich 
wenn  , < • 

VIII)  (3,+  i±^)0  = (y  + i±£!)K  . 

1 — f-  p~ 

stattfindet.  Man  setze  zur  Abkürzung  g anstatt  (yH und 

J j «2  i ^ 

anstatt  (yH — )«,  und  jede  der  drei  obigen  Gleichungen  geht 

über  in 


Daraus  folgt 


yH — —=&■ 


= 0; 


i-+-pa  y—g 


dy 


und  wenn  man  auf  beiden  Seiten  mity  = -^  multiplicirt,  so  be- 
kommt man 


V • dp  , dy  n 


i-f -p*  y—g 

\ 

daraus  folgt 

{y—g)  • V^H ~P*  = h, 

und  daraus  folgt  weiter  »'  # 

(y-g)-'» 

— r-T  » /- — — • 

. V/4*  _ (y  — 

* <• 

Integrirt  man  abermals,  so  ergibt  sich 

a:  -+-  k ==  — V'  /i2  — (y  — g)2, 


oder 


x)  (^“ ,gY  *+-(;*  H-^)2  = A2, 


so  dass  der  Kreis  die  gesuchte  Kurve  ist,  welcher  insofern 
die  Aufgabe  löst,  als  er  in  jedem  seiner  Punkte  auch  sein  eigener 
Krümmungskreis  ist.  Bei  Bestimmung  der  Konstanten  muss  aber 
Gleichung  VIII.  mitbenutzt  werden.  Allein  Gleichung  VIII.  geht 
über  in  g = g,  woraus  nichts  gefolgert  werden  kann;  und  sonach 
erkennt  man,  dass  die  gesuchte  Kurve  noch  drei  verschiedenen 
Nebenbedingungen  unterworfen  werden  kann. 

Da  die  hier  gesuchte  Kurve  ein  Kreis  ist,  so  fallen  alle  Krüm- 
mungsmittelpunkte der  gesuchten  Kurve  in  einen  einzigen  Punkt 
zusammen.  Es  fallen  also  die  drei  Punkte  Ä',  //  und  Cf  in  einen 
einzigen  Punkt,  und  die  zwei  Linien  BC  und  EF  in  eine  einzige 
Linie  zusammen.  Es  ist  also  6,7  = 0 unabhängig  von  den  zwei 
festen  VVerthen  a und  a,  und  unabhängig  von  dem  willkürlichen 
Werth e des  x. 

.Das  Prüfungs mittel  ist  nocl*  herzustelle n. 
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Nachdem  ich  schon  so  manche  Aufgabe  durchgeführt 
habe,  lege  ich  noch  folgeude  den  Lesern  des  Archivs 

' zur  Hebung  vo;. 

Aufgabe  92. 

Man  sucht  eine  anf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  be- 
zogene ebene  Kurve.  Sie  wird  in  den  zu  den  festen  Abscissen  a 
und  a gehörigen  Punkten,  so  wie  auch  in  dem  zu  einer  nach  Be- 
lieben genommenen  Abscisse  a:  gehörigen  Punkte  berührt. < Diese 
drei  berührenden  Graden  scbliessen  ein  Dreieck  ein.  Wenn  nun 
der  zu  der  gerade  genommenen  Abscisse  a:  gehörige  Punkt  der  ge- 
suchten Kurve  die  Eigenschaft  hat,  dass  besagtes  Dreieck  einen 
grossem  oder*  kleinern  Flächeninhalt  hat  als  bei  den  zu  der  nem- 
lichen  Abscisse  as  gehörigen  Punkten  aller  andern  auf  dasselbe 
rechtwinkelige  Coordinatensystem  bezogenen  und  der  gesuchten 
Kurve  in  jedem  Punkte  näcbstanliegenden  Nachbarkurven  der  Full 
sein  kann:  welche  Kurve  wird  gesucht? 

Die  gesuchte  Kuve  (Taf.  111.  Fig.  11.)  sei  MTN\  die  festen 
Abscissen  a und  a seien  OP  und  OQ,  und  die  nach  Belieben  ge-  - 
wählte  Abscisse  a:  sei  OH.  Die  drei  in  Rede  stehenden  Berüh- 
renden sind  also  MT,  MT  und  KH.  Das  auf  vorgeschriebene 
Weise  begränzte  Dreieck  ist  KHT.  Dessen  Inhalt  ist 

U = Trapez  GKTL  -+~  Trapez,  TLFH — Trapez  GKHF 
oder 

U=z±  . (GK+  TL)  . ( OL — OQ)+-\(TL+-HF) . ( OF — OL) 
— ? . (GK-\-HF)  . (OF — OG) 

t ' * 

oder 


I)  . [GK . (OL—  OF)-h  TL  .(OF—  OG) 

HF  .(OG-  OL)). 

Ist  nun  OR-=.3c  und  RV=y,  so  ist  die  Gleichung  der  in  V be- 
rührenden Geraden  bekanntlich 


oder 


Ist  OP=za  und  PMz=.ya , so  ist  die  Gleichung  der  in  M berüh- 
renden Graden 


111)  p”  = (! g)„  . ar"  + _ (g)a  . 

Ist  ferner  0#  = « und  QM=ytti  so  ist  die  Gleichung  der  in  M 
berührenden  Graden 

! V)  p”  = f + p„- (%)a  . a. 


\ 
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Da,  wo  die  Berührenden  KH  und  MT  einander  schneiden,  ist 
x'  — x"  und  und  aus  Gleichung  II.  und  III.  folgt 

v)  ög ~ x> — x'1 ,V ~ a ,Va y<l, 

P—Pa 

v n GK  =i/= v” — (x~*) 'V 'Va-±-y<* 'V—y • v« 

' v y p—pa 

Da  wo  die  Berührenden  AT  und  KH  einander  schneiden,  ist 
x'=zxm  und  y’zxzy'",  und  aus  den  Gleichungen  II.  und  IV.  folgt 


vii)  oF—  x? — x"‘ = x-v-a-v«-y+y« 

P—Pa 

VI] I)  Fff — y’  — y’"  — Vtt—  -/(t ' V ~ yp“ 

P Pa  a 

» 4 

Da,  wo  die  Berührenden  MT  und  A ’T  einander  schneiden  ist 
x"z=:x"'  und  y"=y'"^  und  aus  den  Gleichungen  III.  und  IV.  folgt 

IX)  OL  ==  x'  — x”'  = a '-p*  ~ - :J)(C ~ya~hy« 

1 Pa  — Pa 

J^rp // •„ (g  a)  »Pa  . Pa  -f -J/g  « Pa  — Va  « Pu 

pa— pa 


Diese  für  OG,  OF,  OL,  GK,  LT  nnd  FH  gefundenen  Ausdrücke 
hat  man  jetzt  in  Gleichung  I.  einzuführen  und  dann  weiter  zu  ver- 
fahren, wie  bekannt. 


Aufgabe  93. 

Man  sucht  eine  auf  ein  rechtwinkeliges  Coordinatensystem  be- 
zogene ebene  Kurve.  Sie  wird  iu  den  zu  den  festen  Abscissen  a 
und  a gehörigen  Punkten  berührt.  Von  dem  zu  einer  nach  Will- 
kür genommenen  Abscisse  x gehörigen  Puukte  besagter  Kurve  fällt 
man  Perpendikel  auf  die  beiden  Berührenden.  Die  beiden  Perpen- 
dikel und  die  beiden  Berührenden  schliessen  ein  Viereck  ein,  durch 
dessen  vier  Punkte,  weil  die  zwei  entgegengesetzten  Winkel  jedes- 
mal zusammen  zwei  Rechte  betragen,  man  einen  Kreis  legen  kann. 
Wenn  nun  der  zu  der  gerade  nach  Willkür  genommenen  Abscisse 
x gehörige  Punkt  die  Ligenschaft  hat,  dass  besagtes  Viereck  einen 

frössern  oder  kleinern  Flächeninhalt  hat,  als  bei  den  zur  nemlichen 
bscisse  x gehörigen  Punkten  aller  andern  auf  dasselbe  recht- 
wiukelige  Coordinatensystem  bezogenen  und  der  gesuchten  Kurve 
in  jedem  Punkte  nächstanliegenden  Nachbarkurven  der  Fall  sein 
kann:  welche  Kurve  wird  gesucht? 

Die  gesuchte  Kurve  (Taf.  III.  Fig.  13)  sei  MVA,  die  festen 
Abscissen  a und  a seien  OF  und  OQ,  und  die  nach  Willkür  ge- 
wählte Abscisse  x sei  OR.  Die  zwei  in  Rede  stehenden  Berüh- 
renden sind  MT  und  AT\  der  zur  Abscisse  x gehörige  Punkt  der 
Kurve  ist  F;  die  zwei  in  Rede  stehenden  Perpendikel  sind  also 
FIF  und  VSy  das  auf  vorgeschricbene  Wreise  erzeugte  Viereck  ist 
also  VWTS.  Dessen  Inhalt  ist 
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£7= Trapez  WKLT-+-  Trapez  L TSH—  Trapez  VWKR 

' —Trapez  VS  HR 


oder 

U—\  . ( WK-\-TL) . {()L—OK)  + l . ( TL-\rSfI) . ( OH- OL) 
— u WK-h  VR) . ( OR-OK)  — .V//) . ( OH—OR) , 

oder 

I)  £7=  J[(  WK—SH)  . ( OL — OR) -+-  ( VR — TL)  {OK— OH)]. 

\ 

Ist  OPz=z  a und  I*M=.ya,  so  ist  die  Gleichung  der  in  M berüh- 
renden Graden  MT 

")  t/— . 

Da  nun  ORz=x  und  RV=y , so  ist  die  Gleichung  der  durch 
den  Punkt  V gehenden  und  auf  MT  senkrechten  Geraden  VW 
folgende: 


I")  y"=-~. *-'  + »+  1 


fe)“ 


(ly. 

dxJ 


. X. 


Ist  0(1=.  u und  QAz=y„,  so  ist  die  Gleichung  der  in  N berüh- 
renden Geraden  NT 

IV ) y’" = (%)«  . + yK-  (%)« . «, 

und  die  Gleichung  der  durch  V geheuden  und  auf  XT  senkrechten 
Graden  VS  ist  folgende:  ♦ 


V)  y""  = 


1 


idy\ 


. x""  + y + 


My, 

W“ 


Da  wo  die  Linieu  MT  und  VW  einander  schneiden  ist  x'  — x" 
und  y'=y";  und  aus  den  Gleichungen  II.  und  III.  folgt 

a • Pa2  -h  x -+■  (y  — yn) . Vn 


VI)  OK—xf  — x”= 

VII)  KW—y'  — y’, 


1 -+-  VaZ 

(.r  — O)  . Pa  -f-  t/a  -f-  y » yn 2 


1 -+-  Pa 2 

Da  wo  die  Linien  NT  und  VS  einander  schneiden  ist  x'”  = x",§ 
^nd  y",  = y1"'-,  und  aus  den  Gleichungen  IV.  und  V.  folgt 

VIII)  OH—  x'v  — x""  = “ * Pu*  f " — — • 

IX)  HS  = y"'=  3 {*  ~ tt)  LT~ß±~~'  ‘ 

Da  wo  die  Berührenden  MT  und  NT  einander  schneiden  ist 
x'=x>"  und  y’=: und  aus  der  Gleichung  II.  und  IV.  folgt 


X)  OL  — x’  = x”1z=z 


a . pa  — a*Pn—ya-\-ya 


Pa— Pa 


Tfaeil  Iil. 


r 13 
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XI)  LT t / t/'1 (g — c)  • Pa  'Vn+ytt . pn  y»  • 

' * * V»~Va 

Da  wo  die  Linien  VW  und  VS  einander  schneiden,  ist  a?' = a?"' 

und  y"  = y"';  und  aus  Gleichung  III.  und  V folgt 

» • 

XII)  OR  = x"  = = ;r 

XIII)  RV=y',  = y""  = y. 

Diese  für  0A’,  0Ä,  OL , OH,  A ll  . ÄF,  AT  und  //£  gefunde- 
nen Ausdrücke  hat  man  jetzt  iu  Gleichung  I.  einzuführen  und  dann 
weiter  zu  verfahren,  wie  bekannt  ist. 


Aufgabe  95. 

Mao  sucht  eine  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystein  be- 
zogene ebene  Kurve,  und  legt  in  die  zu  den  festen  Abscisscn  a 
und  u gehörigen  Funkte  die  Rriimtnungskreisc.  Man  legt  aber 
auch  in  den  zu  der  nach  Belieben  gewählten  Ahscisse  .v  gehörigen 
, Funkt  den  Kriimmungskrcis.  Dian  verbindet  die  zu  den  Ahscisseu 
a und  « gehörigen  krümmungsmittelpuukte  mit  dem  zu  der  Ahscisse 
as  gehörigen  Krümmungsmittelpunktc.  Wenn  nun  der  zu  der  ge- 
rade genommenen  Ahscisse  a:  gehörige  Funkt  der  gesuchten  Kurve 
die  Eigenschaft  hat,  dass  die  Summe  der  Quadrate  beider  Verbin- 
dungslinien grösser  oder  kleiner  wird,  als  bei  den  zur  neinlichen 
Ahscisse  ac  gehörigen  Funkten  aller  andern  auf  dasselbe  recht- 
W'inkelige  Coordinatensysteui  bezogenen  und  der  gesuchten  Kurve 
in  jedem  Funkte  nächstanliegenden  Nachbarkurven  der  Fall  sein 
kann:  welche  Kurve  wird  gesucht? 

Es  seien  (Taf.  III.  Fig.  14.)  die  festen  Abscissen  OP= « und 
ö/2=«;  uud  die  nach  Willkür  genommene  Ahscisse  sei  OQ=za:. 
Der  zu  OP=a  gehörige  Krümmungsmittelpunkt  ist  A”,  der  zu 
OR  = a gehörige  Krümmungsmittelpunkt  ist  G , und  der  zu 
OQ  — & gehörige  Krümmungsinittelpunkt  ist  //.  Die  beiden' Ver- 
bindungslinien sind  KH  uud  GH.  Die  Aufgabe  verlangt  also: 
es  soll 

1)  U=  KH-*r  GH 

ein  primäres  Grösstes  oder  Kleinstes  wrerden.  Statt  I.  kann  man 
auch  setzen 

II)  KW)'  + (OM-  OWTi  * 

+ [{HM—  — OM)'\ 

oder 

ui)  V — öw\  2 . Um-\-  TlvV  äfV  2 . /TjzV  ävT 
— 2 . OM.  (O  w-h  ON)  — 2 . HM . (A' WM-  GuV). 

Hier  ist  OM  — x-{-*PJ)'p,  und  MH=y+'-±£--,  feruer 
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OW=a — 1— ' --  und  WK—ya  -+-  j und  ebenso 

t/a  * y 7a  » 

• A /,  |T  (1  +P«J)  • | 1!/^  , 1 4’Pß5 

ist  rVA  = a L-L-i und  A G =zya~\ . 

t/a  t ' Qtt 

Diese  Ausdrücke,  hat  inan  in  III.  einzusetzen,  und  dann  zu  ver- 
fahren, wie  gewöhnlich. 


Aufgabe  96. 

1 t 

Man  sucht  eine  auf  ein  rechtwinkeliges  Coordinatensystem  bezogene 
ebene  Kurve.  Mau  legt  in  die  zu  den  festen  Abscissen  a und  a 
gehörigen  Punkte  die  Krümmungskreise.  Man  legt  aber  auch  iu 
den  zu  der  nach  Willkür  gewählten  Abscissc  x gehörigen  Punkt 
den  Krümmungskreis.  Man  verbindet  die  drei  Krümmungsmittel- 
punkte mit  einander.  Dadurch  entsteht  ein  Dreieck.  Wenn  nun 
der  zu  der  gerade  genommenen  Abscisse  x gehörige  Punkt  ..die 
Eigenschaft  hat,  dass  des  besagten  Dreiecks  Inhalt  grösser 
oder  k lei u er  ist  als  bei  den  zur  nämlichen  Abscissc  a:  gehöri- 
gen Punkten  aller  andern  der  gesuchten  Kurve  in  jedem  Punkte 
nächstanliegenden  Machbarkurven  der  Fall  sein  kann:  welche  Kurve 
wird  gesucht? 

Hier  soll  (Taf.  III.  Fig.  14.) 

I)  U — Dreieck  KHG 

ein  primäres  Grösstes  oder  Kleinstes  w’erden.  Statt  I.  kann  man 
auch  setzen 

II)  U=z  Trapez  WKHMS  Trapez  HMS G — Trapez  KWSG 
oder 

/ 

U—  {{K  \V-\-HM) . ( OM-  0 W)  -l-  * . {//Ms  GS)  ( OS—  OM) 
— ± . (Ä  IV  S GS) . ( OS—  O W) 
oder 

III)  l=i  . [KW.  ( OM—  OS)  S UM . (OS— Oll)  , 

SGS  .(OW—  OM)}. 

Hier  hat  man  die  schon  in  voriger  Aufgabe  für  0 W,  WK \ OM, 
MJf,  OSy , SG  aufgestellten  Ausdrücke  einzuführen  und  daun  zu 
verfahren  wrie  gewöhnlich. 


13* 
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XX. 

• “ > 

Neue  Auflösung  der  die  Bestimmung  der  An- 
zahl aller  * ganzen  Zahlen , welche  kleiner  als 
eine  gegebene  Zahl  und  zu  derselben  relative 
Primzahlen  sind,  betreffenden  Aufgabe. 

Von 

dem  Herausgeber. 


1. 

i 

Die  erste  Auflösung  der  oben  genannten,  für  die  Zahlenlehre 
in  mehrfacher  Beziehung  wichtigen  Aufgabe  ist  von  Euler  in  den 
Nov.  Coinin.  Acad.  Petrop.  T.  VIII.  p.  74.  gegeben,  und  in  den 
Nov.  Act.  Petrop.  T.  VIII.  p.  17.  wiederholt  worden,  worüber 
man  auch  Essai  sur  la  theorie  des  nomhres,  par  Legeudre. 
Secondc  edition.  Paris.  1808.  p.  t).  nachsehen  kann.  Eine  sehr 
schöne  und  höchst  einfache  Auflösung  hat  Gauss  in  den  Disq. 
arithm.  Lipsiue.  1801.  p.  30.  gegeben,  mit  welcher  die  von 
Cauchy  in  den  Kxercices  d’Analyse  et  dePhysique  matlid- 
matique.  Tome  deuxieme.  Paris.  1811.  p.  9.  gegebene  Auflö- 
sung im  Wesentlichen  iihereinstimnit.  Eine  aus  An  elementary 
investigation  of  tlie  theory  »f  numhers,  with  its  appli- 
cation  to  tlie  indeterminute  and  diophantine  analvsis, 
the  aualytical  and  geometrical ' division  of  the  circle 
and  s e v c r a 1 o t h e r c u r i o u s algehraical  and  a r i t h in e t i c a 1 
prohlems,  by  P.  Barlow.  London.  1811.  8.  entlehnte  Auflö- 
sung, die  mit  Eulers  Auflösung  Aehnlichkeit  hat,  findet  man  in 
dem  Lehr  buche  der  Mathematik  für  Gymnasien  und  Real- 
schulen von  J.  H.  T.  Müller.  Erster  Theil.  Halle.  1838. 
S.  210.  Eine  von  A.  v.  Ettingshausen  in  der  Zeitschrift  für 
Physik  und  Mathematik.  Herausgegehen  von  A.  Baum- 
gartner und  A.  v.  Ettingshausen,  gegebene  Auflösung,  vrelche 
nach  Müller’s  Urtheil  a.  a.  0.  jedoch  nicht  scharf  genug  zu  sein  / 
scheint,  ist  mir  bis  jetzt  unbekannt  geblieben. 

Die  Auflösung  von  Euler  lässt  sich,  wie  cs  mir  scheint,  nur 
mit  Weitläuligkeit  zu  völliger  Allgemeinheit  erheben,  und  ein 
gleiches  fJrthei I darf  ziemlich  mit  demselben  Rechte  über  die  von 
Barlow  gegebene  Auflösung  gefällt  werdeu.  Die  schöne  Auflö- 
sung von  Gauss,  mit  welcher,  wie  schon  erwähnt  worden  ist, 
Cauchy’s  Auflösung  im  Wesentlichen  ganz  übereinstimmt,  setzt 
di»e  Theorie  der  Auflösung  der  unbestimmten  Gleichungen  des  ersten 
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Grades  zwischen  zwei  unbekannten  Grössen,  oder  die  Aufgabe: 
alle  Zahlen  zu  finden,  welche  durch  gegebeue  Zahlen  dividirt,  ge- 
gebene Reste  übrig  lassen,  als  bekannt  voraus.  Diese  Gründe  ha-  ' 
ben  mich  bewogen,  eine  neue  Auflösung  zu  suchen,  welche  ich  im 
Folgenden  mittheile,  weil  sie  auf  sehr  einfachen  Gründen  beruhet, 
und  mir,  wenn  sie  sich  auch  nicht  als  ganz  kurz  erweisen  sollte,  • 
doch  einen  Blick  in  die  eigentliche  Natur  dieses  Gegenstandes  zu 
verstatten  scheint,  wozu  noch  kommt,  dass  mir,  des  nächstfolgen- 
den Aufsatzes  wegen,  sehr  viel  daran  liegen  musste,  im  Besitz 
einer  von  der  Auflösung  der  unbestimmten  Gleichungen  des  ersten 
Grades  zwischen  zwei  unbekannten  Grössen  ganz  unabhängigen 
Auflösung  der  in  Rede  stehenden  Aufgabe  zu  sein. 

Dass  alle  im  Folgenden  gebrauchten  Symbole  positive  ganze 
Zahlen  bezeichnen , braucht  wohl  kaum  noch  besonders  bemerkt 
zu  werden. 


Lehrsatz.  Wenn  p und  k, relative  Primzahlen  sind, 
sind  immer  auch  nk p und  k relative  Primzahlen. 

Beweis.  Wären  nk-\-p  und  k nicht  relative  Primzahlen, 
und  hätten  also  einen  von  (1er  Einheit  verschiedenen  gemeinschaft- 
lichen Factor  p,  so  sei 

nk  fi  = pqy  k = pq\ 

Dann  wäre  nk  = npq\  und  folglich 

p — pq  — nk  = pq  — npq*  = p{q  — »/), 

so  dass  also  auch  p den  Factor  p hätte,  und  folglich  mit  k nicht 
relative  Primzahl  wäre,  wie  doch  vorausgesetzt  wurde.  Also  sind 
nk-\-p  und  k relative  Primzahlen,  wie  bewiesen  werden  sollte. 

3. 

Lehrsatz.  Wenn  nk p und  k relative  Primzahlen 
siud,  so  sind  immer  auch  p und  k relative  Primzahlen. 

Beweis.  Wären  p und  k nicht  relative  Primzahlen,  und  hätten 
also  einen  von  der  Einheit  verschiedenen  gemeinschaftlichen  Factor 
py  so  sei 

p — pq,  k—pq\ 

i 

Dann  wäre  nkzzz  ?tpq,i  und  folglich 

nk  -f-  p ==  npq'  -\~pq=z  p(nq’  -f-  q)y 

so  dass  also  auch  nk-\-p  den  Factor  p hätte,  und  folglich  mit  k 
nicht  relative  Primzahl  wäre,  wie  doch  angenommen  wurde.  Also 
sind  p und  k relative  Primzahlen,  wie  bewiesen  werden  sollte. 

4. 

Zusatz.  Wenn  p und  k keine  relativen  Primzahlen 
sind,  so  sind  auch  nk-+-p  und  k keine  relativen  Prim- 
zahlen; und  umgekehrt:  wenn  nk-\-p  und  k keiuc  rela- 
tiven Primzahlen  sind,  so  sind  auch  p und  k keine  re- 
lativen Primzahlen. 


\ 


* 


I 
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Dieser  Satz  ist  eine  unmittelbare  Folge  aus  den  beiden  vorher- 
gehenden Sätzen. 

' 5. 

Wir  wollen  nun  annehmen,  dass 

®4i  • • • 

die  sämmtlichen  Glieder  der  Reibe 

1,  2,  3,  4,  5, ...  . k 

sind,  welche  mit  k relative  Primzahlen  sind,  wo  also  cp(k)  die  An- 
zahl aller  der  Zahlen  bezeichnet,  welche  mit  k relative  Primzahlen 
und  kleiner  uls  k sind.  Bilden  wir  uns  dann  die  Reihe 

nk  -f-  1,  nk  2,  nk  3,  . . . nk  -f-  ( k — 1),  tik  -f-  k\ 

d.  i.  die  Reihe 

nk  1,  nk  -+■  2 «X*  + 3,...(/*  + 1 )k  — 1,  (n- f-  l)Xr ; 

so  sind  nach  den  vorher  bewiesenen  Sätzen  die  sämmtlichen  Glieder 

nk  — f-  a , , nk  -4-  a2i  nk  — ....  nk  — f— 

dieser  Reihe,  aber  auch  nur  diese  Glieder  der  in  Rede  stehenden 
Reihe,  mit  k relative  Primzahlen,  und  in  den  beiden  Reihen 

1,  2,  3,  4,  5, ...  k 

und 

nk  -+-  1,  nk  -+-  2,  nk  3,  nk  + 4,  . . . ( n -f-  1)£ 

kommt  also  immer  eine  gleiche  Anzahl  vou  Gliedern,  in  jeder 
Reihe  nämlich  <p(k)  Glieder,  vor,  welche  mit  k relative  Prirazah- 
zahlen  sind.  , 


6. 

Hat  man  jetzt  die  Reihe 

1,  2,  3,  4,  5,  . . . . pk; 

so  kann  man  diese  Reihe  auf  folgende  Art  in  p Abteilungen  oder 
Gruppen,  eine  jede  mit  k Gliedern,  abtbeilen: 

2,  3,  4,  5, . . . . k\ 

k — J—  1,  k — f~  2,  k — |—  3,  k — f-  4,  . . . . 2 k j 
2 k — |—  1,  2 k -f—  2,  2 k -f-  3,  2 k -f-  4,  . . . . 3 k : 

3 k —J—  1,  3 k — 2,  3^  + 3,  3 k + 4,  . . . . \k  \ 

u.  s.  w. 

(p  — l)k  -f-  1,  {]>  — l)k  2,  {p  — [)k  H-  3,  . . . pk\ 

und  übersieht  hieraus  mit  Hülfe  der  iu  5.  ungestellten  Betrachtun- 
gen, dass  p<p{k)  die  Anzahl  der  sämmtlichen  in  der  Reihe 

« » i 

1,  2,  3,  4,  5,  ...  . pk 

vorkommeuden  Glieder  ist,  welche  mit  k relative  Primzahlen  sind. 
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Indem  wir  von  jetzt  an  immer  annelimeu,  dass  das  in  der  vor- 
hergehenden Nummer  gebrauchte  Symbol  p eine  absolute  von  der 
Einheit  verschiedene  Primzahl  bezeichne,  wollen  wir  nun  zuerst 
den  Fall  betrachten,  wenn  die  Primzahl  p ein  Factor  der  Zahl 
k ist. 

Unter  dieser  Voraussetzung  lässt  sich  behaupten,  dass  jede 
Zahl  /a,  welche  mit  k relative  Primzahl  ist,  auch  mit 
pk  relative  Primzahl  ist,  wie  auf  folgende  Art  leicht  gezeigt 
werden  kann.  .. 

Sollten  nämlich  p und  pk  nicht  relative  Primzahlen  sein , und 
also  einen  von  der  Einheit  verschiedenen  gemeinschaftlichen  Prim- 
factor haben,  so  müsste  dieser  gemeinschaftliche  Primfactor,  weil 
nach  der  Voraussetzung  p und  k relative  Primzahlen  sind,  und 
also  keineu  gemeinschaftlichen  von  der  Einheit  verschiedenen  Prira- 
factor  haben,  nothwendig  p sein,  und  es  müsste  also  p den  Prim- 
factor p haben,  welches  aber  ungereimt  ist,  da  nach  der  Voraus- 
setzung p auch  ein  Primfactor  von  k ist,  und  doch  p und  k re- 
lative Primzahlen  sein  sollen.  Also  müssen  unter  der  Voraus- 
setzung, dass  p ein  Primfactor  von  k ist  und  p und  k relative 
Primzahlen  sind,  jederzeit  auch  p und  pk  relative  Primzahlen  sein, 
wie  behauptet  wurde. 

Ferner  erhellet  auf  der  Stelle,  dass  jede  Zahl  p welche 
mit  k nicht  relative  Primzahl  ist,  auch  mit  pk  nicht  re- 
lative Primzahl  sein  kann. 

Nach  diesen  beiden  Sätzen  ist  also,  wenn  p ein  Primfactor 
von  k ist,  jedes  Glied  der  Reihe 

' 1,  2,  3,  4,  5,  . . . . pk, 

welches  mit  k relative  Primzahl  ist,  auch  mit  pk  relative  Primzahl, 
und  jedes  Glied  dieser  Reihe,  welches  mit  k nicht  relative  Prim- 
zahl ist,  ist  auch  mit  pk  nicht  relative  Primzahl.  -Die  sämmtlichen 
Glieder  der  Reihe 

1,  2,  3,  4,  5,  ...  . pk, 

welche  mit  k relative  Primzahlen  sind,  sind  folglich  die  sämmt- 
licheu  Glieder  dieser  Reihe,  welche  mit  pk  relative  Primzahlen  ' 
sind,  und  da  nun  nach  6.  die  Anzahl  der  sämmtlichen  Glieder  der 
in  Rede  stehenden  Reihe,  welche  mit  k relative  Primzahlen  sind, 
pcp(k)  ist,  so  ist  dies  auch  die  Anzahl  der  sämmtlichen  Glieder 
dieser  Reihe,  welche  mit  pk  relative  Primzahlen  siud.  Bezeichnen 
wir  also,  analog  mit  y{k) , die  Anzahl  der  sämmtlichen  relativen 
Primzahlen  zu  pk,  welche  kleiner  als  pk  sind,  durch  y>(pk)‘,  so 
ist  in  dem  Falle,  wo  die  Primzahl  p ein  Primfactor  von 
k ist,  jederzeit 

9 (pk)=p<p{k). 

8. 

Ferner  wollen  wir  nun  auch  den  Fall  betrachten,  wenn  die 
Primzahl  p kein  Factor  von  k ist. 


t 
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Weil 


ff\)  ff  2 > ^ 3 > ff  4 » • * • • ff'f  (t  ) 

✓ 

sämmtlich  mit  k relative  'Primzahlen  sind  und  p kein  Primfactor 
von  k ist,  so  hat  offenbar  keins  der  Producte 

J)ai>  Vf1*'  Pa*y  Pa»  • • - />«</(*) 

einen 'Primfactor  mit  k gemein,  und  alle  diese  Producte  sind  also 
mit  k relative  Primzahlen,  wobei  sich,  weil  die  Zahlen  , 

ff  jj  ff  j j ff*)  • • . ft'f  (i) 

sämmtlich  kleiner  als  k sind,  von  seihst  versteht,  dass  die  Producte 

pa i,  pa2)  pax,  paA,  . . . paqm 

alle  in  der  Reihe 

1,  2,  3,  4,  5,  ... . pk 

als  Glieder  derselben  wirklich  verkommen;  und  eben  so  versteht 
sich  von  seihst,  dass  keins  dieser  Produkte  mit  pk  relative  Prim- 
zahl ist.  - 

Ferner  kann  leicht  gezeigt  werden,  dass  jedes  Glied  der  Reihe 

1,  2,  3,  4,  5,  . . . pk, 

welches  mit  k relative  Primzahl , dagegen  mit  pk  nicht  relative 
Primzahl  ist,  ein  Glied  der  Reihe 

Pff i>  Pff s>  pff*>  • • • 

t 

sein  muss.  Jede  Zahl  nämlich,  welche  mit  k relative  Primzahl  ist, 
also  mit  k keinen  von  der  Einheit  verschiedenen  gemeinschaft- 
lichen Primfactor  hat,  dagegen  mit  pk  nicht  relative  Primzahl  ist, 
also  mit  pk  einen  von  der  Einheit  verschiedenen  gemeinschaftlichen 
Primfactor  hat,  muss  offenbar  nothwendiu:  den  Primfactor  p haben, 
und  wir  könuen  daher  die  in  Rede  stellende  Zahl  durch  pq  be- 
zeichnen. Da  nun  pq  mit  k keinen  von  der  Einheit  verschiedenen 
gemeinschaftlichen  Primfactor  hat,  so  muss  natürlich  q mit  k rela- 
tive Primzahl  sein.  Es  ist  aber,  wenn,  wie  wir  jetzt  voraussetzen 
wollen,  pq  ein  Glied  der  Reihe 


ist,  natürlich 


1,  2,  3,  4,  5,  . . . pk 


* 


pq^pk, 


also  q ^k,  oder  vielmehr,  weil  q mit  k relative  Primzahl  ist, 

q<Zk.  Weil  nun  bekanntlich 

✓ , 

ff  1)  ffj)  ff j,  ft 4,  • • • • ffff(f') 

alle  relative  Primzahlen  zu  k unter  k sind,  so  muss,  nach  dem  vor- 
her Bewiesenen,  q nothwendig  in  dieser  Reihe,  also  pq  nothwen- 
dig  in  der  Reihe 

pff U pff'ii  Paz)  pff 4 > • • • • Pff'Hk)) 
d.  h.  jedes  Glied  der  Reihe 


201 


3,  4,  5, . . v 

welches  mit  k relative  Primzahl,  dagegen  mit  pk  nicht  relative 
I rimzahl  ist,  muss  in  der  Reihe  \ 


Pai>  pa2,  pa3i  paA , . . . pa<jw 

als  ein  Glied  derselben  Vorkommen. 

Endlich  versteht  sich  auch  von  selbst,  dass  alle  Glieder  der 
Reihe 


2,  3,  4,  D,  . . . . p/Cy 

welche  mit  k nicht  relative  Primzahlen  sind,  auch  mit  pk  nicht 
relative  Primzahlen  sind. 

Wir  wissen  also  jetzt,  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Prim- 
zahl p kein  Factor  von  k ist:  > 

Erstens:  dass  die  Anzahl  der  sämmtlichen  Glieder  der  Reihe 

1,  2,  3,  4,  5,  ... . pky 

welche  mit  k relative  Primzahlen  sind,  jederzeit 

ist  *).  . 

Zweitens:  dass  die  in  der  Reihe 

• * 

1,  2j  3,  4,  5, . . . . pk 
wirklich  verkommenden  Producte 

pa3y  pa2y  pa,i  paA)  . . . patf  Wy 

• deren  Anzahl 


cp{k) 


ist,  sämmtlich  mit  k relative  Primzahlen , dagegen  mit  pk  nicht 
relative  Primzahlen  sind. 

Drittens:  dass  jedes  Glied  der  Reihe 

lj  2,  3,  4,  5,  . . . pky 

welches  mit  k relative  Primzahl,  mit  pk  dagegen  nicht  relative 
Primzahl  ist,  in  der  Reihe 

paXy  pa2y  patJ  paA)  ....  patf\k) 

als  ein  Glied  derselben  vorkoinmeu  muss. 

Viertens:  dass  jedes  Glied  der  Reihe 

1,  2,  3,  4,  5,  . . . pk, 

welches  mit  k nicht  relative  Primzahl  ist,  auch  mit  pk  nicht  rela- 
tive Primzahl  ist.  ' . 

Hieraus  ergiebt  sich  also  ganz  unzweideutig  und  mit  völliger 
Strenge,  dass  in  dem  Falle,  wenn  die  von  der  Einheit  verschiedene 
Primzahl  p kein  Primfactor  von  k ist,  indem  wir  immer  die  früher 
emgeführten  Bezeichnungen  auch  jetzt  beibehalten, 


j?les  -n  worden,  und  setzt  im  Allgemeinen  als  nothwen- 

dige  Bedingung  nicht  voraus,  dass  p eine  Primzahl  und  kein  Factor 
von  k ist,  sondern  gilt  ftir  jedes  p und  jedes  k.  . 


# 
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if(pA)z=p(p(A')  — y(£). 

0 = (/'  — 1 JSP(^) 


d.  i. 
ist. 


Wenn  also  die  von  der  Einheit  verschiedene  Prim- 
zahl p ein  Factor  von  k ist,  s o ist  nach  7.  immer 

(p(pA)  =/J$p(*)- 

« 

Wenn  dagegen  die  von  der  Einheit  verschiedene  Prim- 
zahl p kein  Factor  von  k ist,  so  ist  nach  8.  immer 

/ ?(/>*)  = (/>  — i)sp(^). 

Sei  nun  überhaupt  , 

A = p»A\, 

wo  p eine  von  der  Einheit  verschiedene  Primzahl  und  kein  Factor 
von  a\\  sein  soll;  so  erhält  inan  zuvörderst  durch  successive  An- 
wendung des  ersten  Thcils  des  vorhergehenden  Satzes 

<p(JV)=p<p(p«-iAl) 

= p p<p{pa-2A\  ) — p2 (f,{pa~~A\  ) 

= p2p(f(pa~*Al )z=zp3 <p(pa~3A\ ) 

= p*py(pa— *A\ ) = p4^)(pf‘—iA\ ) 

= p *p<p{pu—$  A\  ) = pl  ) 

u.  s.  w. 

= ;>a~2/><p(pA\ ) = p°~l^{pA , ). 

Weil  nun  aber  nach  der  Voraussetzung  p kein  Primfactor  von  A\ 
ist,  so  ist  nach  dem  zweiten  Theile  des  obigen  Satzes 

y(^ATJ)  = (;>--l)5p(AT1), 

und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden 

• ' (p{A)z=p°-i{p—l)cp(A\). 

Setzen  wir  nun 

N -=zpap xa*pia*p%a3  . . . pial, 

wo  Pi  V n Vn  ^ lauter  ungleiche  von  der  Einheit  ver 

schiedene  Primzahlen  bezeichnen  sollen;  so  ist  nach  dem  vorhe 
Bewiesenen: 

(p(A7)  = pa-i(p  — 1 )tp(ptarp9a*p*a*  • . . Pxak), 

<p(Vta>p9a*p,a»  . . pXaX)=pia^{px  — \)<ptyt2a*p9a*pia*  . . . Pxax), 

\ ’p(P2a*V,atP*a*  • • PXak)  — P*a'~l(P2  — l)<p(Pza'P*a*Piai  • • • PXak)y 

S P(p,a»‘p4a*Pta>  . . pxax)~p3a~1(p3  — 1)sp(P407>6ö»/^0‘  • • . Pxak)> 

u.  s.  w. 

(p(PX-\ak-ipxak)  = px-inX-l~l(px-i  — 1)SP  {PXak)i  • 

9(pxak) = Pxak~Hpx  — 1) ; 


/ 


/ 


Digitized  by  Google 


I 


\ 


203 


und  folglich,  wenn  man  die  Grössen  auf  beiden  Seiten  der  Gleich- 
heitszeichen in  einander  multiplicirt,  und  aufhebt,  was  sich  aufhe* 
ben  lässt: 

' • 

SP(JV)  = p«~'{p  — 1 — 1 )P,a*-'(Pz  — 1)  . • Pkal~l{PX  — 1), 

oder 

y(A?)  = pa-'p1aL-lp2a>-'..plaX-i(p—l)  (/>,—  1)  (p2— l)..(n-l)> 

oder 


y(iV)  =papxaip2a%  . . pfl  . 

oder 


(p  — 1)  Qi  ~ 1)  (P2  — *)  ♦ •ivx  — 1) 
PPiPt  • • Pi.  ’ 


<p{JV)  = P«p  SipS*  . . PW{  1 --  1)  (1  — 1)  (1  _ i-)  . . . (1  --  1-)  ; 
also,  weil  . 

ist, 


N=.papla^p2a^psa»  . . . 


- y)  <l  (1  “ £ • • (l  - . • 

welches  die  bekannte  zuerst  von  Euler  gefundene  Formel  ist,  die 
wir  hier  auf  Beispiele  weiter  nicht  anwenden  wollen. 


XXL 


Ueber  Cauchy’s  Auflösung  der  unbestimmten 
Gleichungen  des  ersten  Grades  zwischen  zvyci 
unbekannten  Grössen  in  ganzen  Zahlen. 


Von 

dem  Herausgeber. 

t * 

\ 

» 


\ 


I. 

ln  dem  Mdmoire  sur  la  resolution  des  £quations  in- 
determindes  du  premier  degrd  eu  nomhres  entiers  (Excr- 
cices  d’Analyse  et  de  Physique  mathdmatique.  T.  II.  Pa- 
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ris.  1841.  p.  1.1  hat  Cancliy  eine  früher  von  Libri  und  Binet 
gegebene,  im  Ganzen  auf  sehr  einfachen  Betrachtungen  beruhende 
Aullösung  der  Gleichungen  des  ersten  Grades  zwischen  zwei  unbe- 
kannten Grössen  in  ganzen  Zahlen,  wie  er  selbst  sagt,  zu  grösse- 
rer Allgemeinheit  erhoben,  und,  wie  wir  noch  hinzufügen  wollen, 
überhaupt  mit  mehreren  wichtigen  Zusätzen  bereichert.  Da  es  uns 
scheint,  dass  diese  Auflösung,  wenigstens  bis  zu  einer  gewissen 
Gränzc,  worüber  wir  uns  am  Ende  dieses  Aufsatzes  weiter  aus- 
sprechen werden,  wohl  verdient,  in  den  mathematischen  Elementar- 
unterricht aufgenommen  zu  werden,  wenn  man  sich  nämlich,  was 
jetzt  wohl  vorausgesetzt  werden  kann,  überhaupt  nicht  mehr  scheuet, 
schon  die  Schüler  der  oberu  Klassen  der  Gymnasien  und  anderer 
höherer  Lehranstalten  mit  den  Elementen  der  Zahlenlehre  bekannt 
zu  machen;  so  halten  wir  es  für  zweckmässig,  die  in  Hede  stehende 
schöne  Auflösung  im  Folgenden  zu  entwickeln,  für  jetzt  jedoch 
nur  so  weit,  als  sich  dieselbe  nach  unserer  Meinung  zur  Aufnahme 
in  den  mathematischen  Elementar- Unterricht  eignet,  indem  wir 
uns  Vorbehalten,  in  einem  spätem  Aufsätze  auf  diesen  interessan- 
ten Gegenstand  zurückzukommen. 

v * 

o 

Jede  Gleicbuug  des  ersten  Grades  zwischen  zwei  unbekannten 
Grössen  x und  y kann  man  sich  offenbar,  wenn  a , b>  c ganze 
Zahlen  bezeichnen,  immer  unter  der  Form 

ax  — byz=zc 

\ 

dargestellt  denken.  Noll  diese  Gleichung  aber  überhaupt  in  gan- 
zen Zahlen  auflösbar  sein,  so  muss  augenscheinlich  der  grösste  ge- 
meinschaftliche Theiler  von  a und  b auch  nothwendig  in  c auf- 
gehen, und  wir  werden  also  die  in  Rede  stehende  Gleichung,  in- 
dem wir  e/,  b , c durch  den  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler 
von  a und  b dividiren,  und  die  entsprechenden  Quotienten  durch 
zw,  w,  k bezeichnen,  immer  auf  die  Form 

t/i.v  — tvy=.  k 

bringen  können,  wto  nun,  was  man  im  Folgenden  stets  gehörig 
vor  Augen  zu  behalten  hat,  die  Coefficienten  in , n von  x,  y rela- 
tive Primzajilen  sind. 

Dass  w'ir  uns  im  Folgenden  bloss  mit  der  Bestimmung  der 
einen  der  beiden  unbekannten  Grössen  x und  y , etwa  der  Grösse 
x,  zu  beschäftigen  brauchen,  versteht  sich  von  selbst,  weil,  wenn  . 
man  alle  Wertbe  von  x kennt,  durch  welche  die  Gleichung  * 

mx  — ny  = k 

in  ganzen  Zahlen  aufgelöst  wird,  die  entsprechenden  YVerthe  von 
y natürlich  immer  leicht  mittelst  der  Formel 

% 

mx  — k 


berechnet  werden  können,  wodurch  wir  also  berechtigt  sind,  im 
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* 

Folgenden  unser  Augenmerk  bloss  auf  die  Bestimmung  der  die 
Gleichung 

mx  — nyzszk 

in  ganzen  Zahlen  auflösenden  Wertlie  von  x zu  richten. 

Wir  wollen  nun  zuvörderst  annehmeu,  dass  x und  X zwei 
speciclle  Wertlie  der  im  Allgemeinen  auch  durch  x bezcichueten 
unbekannten  Grösse  seien,  durch  welche  die  in  Rede  stehende 
Gleichung  in  ganzen  Zahlen  aufgelöst  wird,  so  dass  also 

mx  — ny  = X, 

mX  — /tY=zA: 

ist,  wo  xy  y und  X,  Y ganze  Zahlen  bezeichnen.  Dann  ist,  wie 
man  sogleich  durch  Sübtruction  findet, 

m(  X — x)  — n{Y  — y)  = 0, 

also 

, m(  X — x)  ==  u(  Y — y)y  ■ - \ 

und  folglich  , 

n(Y-y) 


X — x — 


m , 


Weil  nun  X — x eine  ganze  Zahl  ist,  so  geht  m in  dem  Producte 
//(  Y — y)  auf.  Nach  der  Voraussetzung  sind  aber  m und  n rela- 
tive Primzahlen,  woraus  sich  ergieht,  dass  7/t  in  Y — y aufgehen  *), 
also 

m 

eine  ganze  Zahl  sein  muss.  Folglich  ist 

Y-y 


X — x = a 


771 


71%. 


also 


X = X + 7iZy 

woraus  man  sieht,  dass,  wenn  x ein  beliebiger  die  Gleichung 

777 X 717J  = X' 

in  ganzen  Zahlen  außösender  bestimmter  Werth  der  im  Allgemei- 
nen auch  durch  x bezeichneten  unbekannten  Grösse  ist,  jeder  an- 
dere die  in  Rede  stehende  Gleichung  in  ganzen  Zahlen  auflöseude 
Werth  X dieser  unbekannten  Grösse  die  Form 

X = X + 71» 

hat,  wo  » eine  ganze  Zahl  bezeichnet. 

Umgekehrt  lässt  sich  ober  auch  selnr  leicht  zeigen,  dass,  wenn 
x ein  beliebiger  specieller  die  in  Rede  stehende  Gleichung  in  gan- 
zen Zahlen  auflösender  Werth  der  im  Allgemeinen  auch  durch  x 
bezeichneten  unbekannten  Grösse  ist,  dann  immer  auch 
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X = x ■+•  nx, 

wo  man  sich  für  x jede  beliebige  ganze  Zahl  gesetzt  denken  kann, 
ein  die  in  Rede  stehende  Gleichung  in  ganzen  Zahlen  auflösender 
Werth  derselben  unbekannten  Grösse  ist.  Weil  nämlich  nach  der 
Voraussetzung  x ein  die  gegebene  Gleichung  in  ganzen  Zahlen 
auflösender  Werth  der  im  Allgemeinen  auch  aurch  x bezeiclmetcn 
unbekannten  Grösse  ist,  so  ist 

mx  — ny  = k, 

wo  y eine  ganze  Zahl  bezeichnet,  und  folglich 

mx  ==  ny  -+-  k. 

Ferner  ist  aber  nach  der  Voraussetzung 
, X ==  -f-  nx, 

wo  x eine  beliebige  ganze  Zahl  bezeichnet,  und  folglich 

mX  = mx  mnz, 
also  nach  dem  Vorhergehenden 

mXz=z  ny  -f-  k -f-  mnx  — n{y  -f-  mx)  -f-  k, 
oder,  wenn  wir  • 


Y=  y -f-  mx 

setzen,  wo  Y eine  ganze  Zahl  bezeichnet, 

mX  — nY-\-  k, 


also 

mX  — nY=xk, 

wodurch  die  Richtigkeit  der  oben  ausgesprochenen  Behauptung 
offenbar 'vollständig  bewiesen  ist. 

Aus  diesen  Betrachtungen  erhellet,  dass,  wenn  man  nur  einen 
die  gegebene  Gleichung  in  ganze  Zahlen  auflösenden  Werth  x der 
im  Allgemeinen  auch  durch  x bezeichneten  unbekannten  Grösse  zu 
finden  im  Stande  ist,  dann  auch  die  allgemeine  Auflösung  dieser 
Gleichung  in  ganzen  Zahlen  als  gefunden  betrachtet  werdeu  kunn, 
weil  nach  dem  Obigeu  offenbar  die  sämmtiiehen,  die  in  Rede  stehende 
Gleichung  iu  ganzen  Zahlen  auflösenden  Werthe  der  ersten  der 
beiden  gesuchten  unbekannten  Grössen  in  der  Formel 

X -f-  «5, 


wo  x eine  ganze  Zahl  bezeichnet,  enthalten  sind,  und  aus  dieser 
Formel  erhalten  werden,  wenn  man  für  x von  0 au  aufwärts  alle 
positiven  ganzen  Zahlen,  und  von  0 an  abwärts  alle  negativen 
ganzen  Zahlen  in  dieselbe  einführt. 

Nach  allem  Bisherigen  reducirt  sich  also  die  vollständige  Auf- 
lösung der  Gleichung 

mx  — ny  = k 

in  ganzeu  Zahlen  auf  die  Auffindung  nur  eines  diese  Gleichung 
iu  ganzen  Zahlen  auflösenden  Werths  der  einen  der  beiden  unbe- 
kannten Grössen , nämlich  der  Grösse  x,  und  wie  man  einen  sol- 
chen Werth  immer  zu  finden  im  Stande  ist,  soll  nuu  im  Folgenden 
gezeigt  werden. 


207 


3. , 

\ / * 

Aus  dem  Obigen  wissen  wir,  dass  die  Coefficientfcn  von  x und 
y immer  relative  Primzahlen  sind.  Hierzu  bemerken  wir  jetzt  nun 
nocb,  dass  durch  geeignete  Veränderung  der  Vorzeichen  aller  Glie- 
der der  Gleichung  der  Cnefficient  von  x offenbar  immer  positiv 
gemacht  werden  kann.  Sollte  dann  y einen  negativen  Coenicien- 
teii  haben,  so  könnte  man  stutt  der  unbekannten  Grösse  y jeder- 
zeit die  unbekannte  Grösse  — y in  die  Gleichung  einfübren,  und 
würde  dieselbe  dann  offenbar  auf  eine  Form  bringen,  in  welcher 
auch  y einen  positiven  Coefflcienten  hat,  woraus  sich  in  Verbin- 
dung mit  dem  Vorhergehenden,  ergiebt,  dass  man  die  in  ganzen 
Zahlen  aufzulösende  Gleichung,  wie  nun  auch  im  Folgenden  stets 
geschehen  soll,  immer  auf  die  Form 

mx  — ny  = k 


gebracht  annehmen  kann,  wo  jetzt  m und  n positive  ganze  Zahlen 
bezeichnen,  welche  Primzahlen  zu  einander  sind,  und  k eine  posi- 
tive oder  negative  ganze  Zahl  ist,  welche  Voraussetzungen  man 
im  Folgenden  stets  vor  Augen  zu  behalten  hat. 

1 Ist  es  nun  möglich,  die,  Null  übersteigende  positive  ganze  Zahl 
i so  zu  bestimmen,  dass  die  Diffcreuz  m* — 1 durch  n ohne  Rest 
theilbar  ist,  so  ist  natürlich  auch  {m* — 1 )k  durch  n ohne  Rest 
theilbar,  und  wir  könuen  also,  wenn  y eine  ganze  Zahl  bezeichnet, 


setzen.  Dann  ist 


und  folglich 


oder 


(m* — 1)& 


ii 


— y 


m*k  — nyzzzk 


m(km*—* ) — ny  = k , 


woraus  sich  unmittelbar  ergiebt,  dass  km*—*  ein  die  gegebene 
Gleichung 

mx  — ny  = k 

X 

in  ganzen  Zahlen  auflösender  Werth  von  x ist,  und  also 


x = km*—* 


gesetzt  werden  kann. 

Hieraus  ergiebt  sich  also,  dass  immer  ein  die  Gleichung 


mx  — ny  = k > 

in  ganzen  Zahlen  auQösendcr  Werth  von  x gefunden  werden  kann, 
wenn  man  die,  Null  übersteigende  positive  ganze  Zahl  i so  zu  be- 
stimmen im  Stande  ist,  dass  die  Differenz  m*’—  1 durch  n ohne 


s 


\ 


\ 
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Rest  theilbar  ist,  oder  mit  andern  Worten,  wenn  wir  uns  des  Be- 
griffs und  Zeichens  der  Congruenz  der*  Zahlen*)  bedienen,  dass 

m*  = l(Mod.  ») 

ist. 

Eine  der  in  Rede  stehenden  Bedingung  genügende  positive 
gänze  Zahl  i kann  aber  immer  leicht  gefunden  werden.  Denn  aus 
dem  durch  Euler  erweiterten  Fermat’schen  Theorem,  für  wel- 
ches in  dem  zweiten  Theile  des  Archivs.  S.  7.  §.  9.  ein  sehr  ein- 
facher, ganz  elementarer  und  leicht  verständlicher  Beweis  gegeben 
worden  ist,  wissen  wir,  dass,  wenn  m und  n , wie  es  nach  dem 
Obigen' hier  wirklich  der  Kall  ist,  relative  Primzahlen  sind,  und 
die  Anzahl  aller  Zahlen,  welche  mit  //  relative  Primzahlen  und 
kleiner  als  n sind,  durch  tp(.n ) bezeichnet  wird,  jederzeit  die  Dif- 
ferenz 

' ;#W-1 

% 

durch  n ohne  Rest  theilbar,  oder  mit  andern  Worten,  dass  immer 

/»'/(«)  = l(Mod.  n ) 

ist,  so  dass  also  immer 

i — 5p(/*), 

und  folglich  nach  dem  Obigen  immer 

x = km'f  00—1  r 

gesetzt  werden  kann.  Wie  aber  <jp(«)  in  jedem  Falle  zu  bestim- 
men ist,  haben  wir  in  der  vorhergehenden  Abhandlung  ausführlich 
gezeigt.  Zerlegen  wir  nämlich  n in  seine  Primfactoren , und  set- 
zen, indem  />,  q,  r,  lauter  von  der  Einheit  verschiedene 

absolute  Primzahlen  bezeichnen, 

* ' / 

n = pttpPrystf  . . . ., 

~ so  ist,  wie  in  der  vorigen  Abhandlung  gezeigt  worden  ist, 

V(„)=»(i--±-}  d-|)  (i-i) 

oder 

5p(//)  = l(q  — 1 )ry—*(r  — 1) 

und  aus  allem  Bisherigen  ergiebt  sich  also  jetzt  die  folgende  ganz 
allgemeine  und  höchst  elegante  Auflösung  der  Gleichung 

, mx  — ny  = k, 

wo  vi  und  n positive  ganze  Zahlen  bezeichnen,  die  Primzahlen  zu 
einander  sind,  und  k eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  ist, 
in  ganzen  Zahleu: 

Alan  zerlege  n in  seiue  Primfactoren,  so  dass,  wenn 
$r,  r,  *,....  lauter  von  der  Einheit  verschiedene  abso- 
lute Primzahlen  sind, 

n = 8$ 
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ist,  und  setze 


oder 


<ri»)=«(i— i)  (i-|)  (i-i) 


9>(«)  (p  — — ])rY-~l(r — 1)  . . . . 


Dann  erhält  inan  alle  die  Gleichung 

- mx  — ny  = k 

in  ganzen  Zahlen  auflösenden  Wert  he  von  x,  wenn  man 
in  die  Formel." 

x = kmVi»)—*- f-  nx 

für  x von  0 an  aufwärts  alle  positiven  ganzen  Zahlen, 
und  von  0 au  abwärts  alle  negativen  ganzen  Zahlen  ein- 
führt. Die  den  einzelnen  gefundenen  Werthen  von  x 
entsprechenden  Werthe  von  y ergeben  sich  dann  ferner 
leicht  aus  der  Formel 


y 


mx 


n 


Ist  n eine  Primzahl,  so  ist  offenbar  y>(n)  — n — 1,  und  folglich 

x ==  kmn~ 2 -f-  nz, 

in  welcher  Formel  man  für  % wieder  von  0 an  aufwärts  alle  posi- 
tiven ganzen  Zahlen,  und  von  0 an  abwärts  alle  negativen  ganzen 
Zahlen  setzen  muss. 

Dies  ist  nach  Cauchy’s  Angabe  die  von  Libri  und  Bi  net, 
indem  sie  das  Ferraat’sche  Theorem  in  seiner  ursprüng- 
lichen Gestalt0)  in  Anwendung  brachten,  für  den  Fall,  wenn  n 
eine  Primzahl  ist,  gegebene  Auflösung,  die  Cauchy  hierauf  durch 
Anwendung  des  von  Fuler  erweiterten  Fermat’schcn  Theo- 
rems zu  völliger  Allgemeinheit  erhob. 

Aus  dem  Vorhergehenden  wissen  wir,  dass  es  im  Allgemeinen 
nur  darauf  ankommt,  die  Null  übersteigende  positive  ganze  Zahl  i 
so  zu  bestimmen,  dass 

zw*  = 1 (Mod.  ti) 

ist,  und  die  einfachste  Auflösung  wird  also  offenbar  der  kleinste 
dieser  Bedingung  genügende  Werth  von  i gewähren.  Ueber  diesen 
Gegenstand  hat  Cauchy  in  dem  angeführten  Memoire  noch  ver- 
schiedene Untersuchungen  angestellt,  die  sich  aber  weniger  als  die 
obigen  Betrachtungen  zu  der  Aufnahme  in  den  Elementar-  Unter- 
richt eignen  dürften,  weshalb  wir  dieselben  für  jetzt  übergehen, 
uns  aber  Vorbehalten,  später  auf  diesen  interessanten  Gegenstand 
zurückzukommen. 

Sehr  erleichtert  wird  natürlich  die  oben  gegebene  Auflösung, 
wenn  man  im  Besitz  einer  bis  zu  einem  möglichst  grossen  Werthe 
von  n fortgesetzten  Tafel  der  Werthe  von  gp(w),  wodurch  wir  be- 
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kanntlich  die  Anzahl  aller  der  Zahlen,  welche  Primzahlen  zu  n und 
kleiner  als  n sind,  bezeichnet  haben,  ist;  und  die  Berechnung  einer 
solchen  Tafel,  der  wir  gern  im  Archive  einen  Platz  einräumen 

würden,  möchte  daher  wohl  anzurathen  sein. 

' * « 


XXII. 

Beweis  eines  arithmetischen  Lehrsatzes. 

Von 

Herrn  Friedrich  Arndt 

Candidateu  des  höhern  Schulamts  zu  Greifswald. 


Das  Theorem,  welches  den  Gegenstand  dieser  Abhandlung  aus- 
macht, bet  rillt  die  bekannte  Eigenschaft  der  Binomialcoefficienten 
eines  ganzen  Exponenten,  dass  jeder  von  ihnen  eine  ganze 
Zahl  ist. 

Man  pflegt  diesen  Satz  auf  indirectem  Wege  zu  bewahrheiten, 
indem  man  zeigt,  dass  der  mte  Binoinialcoefficieot  des  ganzen  Ex- 
ponenten tt  der  Anzahl  der  Combinntionen  ohne  Wiederholungen 
von  n Elementen  zur  mte n Klasse  gleichkommt,  woraus  denn  un- 
mittelbar folgt,  dass  der  in  Rede  stehende  Binomialcoefficient  eine 
ganze  Zahl  ist,  indem  nur  diese  eine  Anzahl  anzugeben  im 
Stande  ist. 

Wenn  nun  gleich  gegen  die  Richtigkeit  dieses  Verfahrens 
nichts  eiuzuwenden  ist,  so  gewährt  doch  dasselbe  noch  keineswegs 
eine  deutliche  Einsicht  in  die  Art  und  W’eise,  wie  in  der  Bruch- 
form 

(n  -m- f-  1)  (n  — m -f-  2)  ( n — tu  -f-  3) . . . {n  — 1)  ♦ n 
1 . 2 . 3 . . . (m  — 1) . in 

die  Factoren  des  Nenners  sich  gegen  die  Factoren  des  Zählers 
aufiicbcn. 

Zwar  hat  Gioachino  Pessuti  °)  sich  bemüht,  den  Satz  von 
dieser  Seite  zu  beleuchten;  allein  da  der  von  ihm  gegebene  Be- 
weis wegen  seiner  grossen  Weitschweifigkeit  nicht  die  erforderliche 
Einfachheit  und  Evidenz  haben  dürfte,  so  schien  es  der  Mühe  werth 
zu  sein,  einen  Beweis  zu  versuchen,  der  den  oben  gemachten  An- 
forderungen am  meisten  entsprechend  wäre,  besonders  da  in  neue- 


°)  Nuove  considerazioni  su  di  alcune  siu^ulari  proprjeta  de’  coefficienti 
della  nota  formola  del  binomio  Newtomano.  — Memorie  di  Materoatica 
della  societa  Italiana.  Tom.  XI.  p.  446.  • 


Digitized  by  Google 


211 


% >■ 

rer  Zeit  dieser  Gegenstand  vom  Herrn  Professor  Kunze  °) 
wieder  in  Auregung  gebracht  ist. 

Betrachten  wir  also  die  Bruchform 

( n — tn-j-  1)  (n  — m- f-  2),  ( n — m -4-  3)  ♦ . . (n  — 1)  . n 
1 . 2 . 3 . . (/« — 1 )m  * 

in  welcher  n und  m positive  ganze  Zahlen  sind  und  m kleiner  als 
n ist. 

1.  Wenn  A einen  beliebigen  Primfactor  des  Nenners  bezeich- 
net, so  kommt  es  zunächst  darauf  an,  die  höchste  Potenz  von  A 
zu  bestimmen,  durch  welche  der  Nenner  ohne  Rest  tlieilbar  ist. 
Bezeichnen  wir  zu  diesem  Behufe  die  grösste  ganze  Zahl, 

welche  in  dem  Bruche  — enthalten  ist,  durch  G( — ),  so  ist  offen- 

P 7 p 

7fl  . _ 

har  die  Anzahl  der  durch  A tbeilbaren  Glieder  des  Nenners, 

* 

G{^pr)  die  Anzahl  der  durch  A *,  , G{^p)  die  Anzahl  der  durch 


A % u.  s.  w.  theilharen  Glieder.  Wenn  aber  m^A*-  und 

so  kommen  im  Nenner  keine  Glieder  mehr  vor,  die  durch  Ak~*-i 
tlieilbar  sind,  die  Anzahl  hingegen  der  durch  Ak  theilharen  Glieder 


in 


ist  wie  vorher  G{-^). 

Daher  ist  die  Anzahl  der  durch  A,  nicht  aber  durch  eine  hö- 

711  7 71 

hcre  Potenz  von  A theilharen  Glieder  G(-j) — G( ^r)>  die  Anzahl 
der  durch  A *,  nicht  aber  durch  eine  höhere  Potenz  von  A theil- 

771  77t 

baren  Glieder  G(-j 7) — u.  s.  w.;  endlich  ist  die  Anzahl  der 
durch  Ak,  nicht  aber  durch  eine  höhere  Potenz  von  A theilharen 


Glieder,  G(^). 

Hieraus  folgt,  dass  der  Nenner  tlieilbar  ist  durch  die  einzelnen 
Potenzen 


A<*0  - J\G&)  - 


und  da  diese  verschiedenen  Gliedern  des  Nenners  entsprechen , 
ist  der  Nenner  durch  das  Product  dieser  Potenzen,  oder  durch 


so 


. ^(2) + ©(^+.,.  + <?(■£) 

ohne  Rest  tlieilbar.  Zugleich  erhellet  aber  auch  aus  dem  Beweise, 
dass  keine  höhere  Potenz  von  A in  dem  Nenner  aufgeht. 

2.  Nun  erhellet,  dass,  indem  Ab  eine  beliebige  Potenz  von  A 
ist,  welche  in  dem  Nenner  vorkommt,  die  kleinsten  Reste  der  Zahlen 

n — 191  + I,  n — in  + 2,  n — «1  + 3,  , . . n — m + Ah 
nach  Ab  alle  verschieden  sind;  denn  wären  die  den  Zahlen 
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n — m-t-fp,  0 — entsprechenden  Reste  einander  gleich,  so 

wäre  die  Differenz  dieser  Zahlen  ( 9>  — y>)  durch  Ab  theilbar, 
welches  nicht  möglich  ist,  da  beide  Zahlen  y,  kleiner  als  Ab 
sind,  oder  wenigstens  nur  eine  derselben  der  Potenz  Ab  gleich 
sein  kann.  Indem  nun  alle  in  Rede  stehenden  Reste  ungleich  sind 
und  ihre  Anzahl  Ab  ist,  so  muss  einer  unter  ihnen  verschwinden, 
und  dieser  verschwindende  Rest  oder  das  demselben  entsprechende 
durch  Ab  theilbare  Glied  wird  durch  die  Congruenz  bestimmt 

n — m (p  = 0 (mod.  Ab). 

Wenn  wir  übrigens  den  Rest  von  n — m durch  Ab  mit  q bezeich- 
nen, so  ist  (p=zAb  — 

In  dem  Intervall  n — m- f- 1 bis  n — m-\~  Ab  giebt  es  demnach 
nur  ein  einziges  Glied,  welches  durch  Ab  theilbar  ist;  ganz  ebenso 
giebt  es  in  dem  Intervall  n — m Ab  -f-  1 bis  n — m-\-*lAby  in 
dem  Intervall  n — rw-J-2^-1-1  bis  n — m-{-3Ab  u.  s.  w.  nur 
ein  einziges  durch  Ab  theilbares  Glied.  Man  kann  diese  Schlüsse 
bis  zu  dem  Intervall  von  n — 7n-\~{0 — bis  n — m~\~0 . Ab 

fortsetzen,  indem  0 so  bestimmt  wird,  dass  n — m~\-0  . Ab~^ny 
oder  0=zG(-j^)  ist.  Dies  vorausgesetzt,  giebt  es  min- 

771 

destens  *)  0 oder  durch  Ab  theilbare  Glieder  des  Zählers. 

771 

Insbesondere  enthält  der  Zähler  mindestens  C'(-j)  durch  A, 

9 771  771 

mindestens  durch  A *,  mindestens  G( -jf)  durch  A * u.  s.  w. 

771 

mindestens  durch  Ak  theilbare  Glieder.  Hieraus  leitet  man 

leicht  db , dass  der  Zähler  durch  die  Potenz 


fiO <?(-£) 


von  A jederzeit  ohne  Rest  theilbar  ist. 

3.  Zerlegt  man  nun  den  Nenner  unserer  Rruchform  in  lauter 
ungleiche  Factoren,  von  denen  jeder  eine  Potenz  eines  Primfactors 
ist,  so  geht  nach  2.  jede  solcher  Potenzen  in  dem  Zähler  auf,  wes- 
halb, da  alle  Factoren  relative  Primzahlen  sind,  auch  das  Product 
der  letztem  d.  h.  der  Nenner  selbst  in  dem  Zähler  aufgehen  wird, 
w.  z.  b.  w. 

Bei  dieser  Gelegenheit  will  ich  endlich  noch  zeigen,  wie  sich 
der  von  Guuss  in  den  Disquis.  Arithmet.  pag.  34  — 3ö  aufge- 
stellte Satz,  dessen  Beweis  Gauss  auf  die  Lehre  von  den  Permuta- 
tionen stützt,  mittelst  uuseres  obigen  Lehrsatzes  sehr  leicht  dar- 
thun  lässt. 

Der  gedachte  Satz  heisst  so: 

Wenn  p eine  Primzahl  ist  und  man  p Elemente  hat, 
die  nicht  alle  unter  einander  gleich  sind,  so  ist  die 
Zahl  der  Perm utatio nen  dieser  Elemente  stets  durch 
p theilbar. 

Wenn  nämlich  unter  den  Elementen  zuerst  a gleich  sind,  dann 
b gleich,  dann  c gleich  u.  s.  w.  (wo  a,  b,  c,  . . . auch  die  Einheit 
bezeichnen  können),  so  dass  p = a Hh b c H-  . . .,  so  ist  die 


I 
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Zahl  der  Perrautationen  der  p Elemente,  wie  bekannt,  der  Bruch- 
forui  gleich 

1 . 2 . 3 ♦ 4 . . . . .,p \ 

1 • 2 • 3 * » « u < I * 2 • J * • * c • « * « « 

Wir  können  diese  Bruchform,  die  wir  P nennen  wollen,  so  in 
Factoren  abtheilen: 

1 • 2 • 3 ■ • 0 ^ -f- 1 ) (ö  —f  — 2)  • . • (fl -f-  A)  (fl  — b -j- 1) . • . (ä b c) 

1.2 . 3 . . . aX  1.2. . . . A X 1 .......  c X**» 

' \ * 

und  es  ist  also  mit  Einführung  des  Zeichens  der  Binomialcoefft- 
x cicnten 

P—  <*Ba  . a+h Bi . <*+*+<>  Bc 

woraus  folgt,  dass  P eine  ganze  Zahl  ist,  du  jeder  dieser  Bino- 
inialcoefficieuten  eine  ganze  Zahl  ist. 

Da  nun 

1.2.3...p  = 1.2..«.1.2..£.1.2...e..X/* 

ist,  so  ist 

1.2..C.1  .2..Kl,g...c XP 

P 

eine  ganze  Zahl;  aber  p geht  in  dem  in  P multiplicirten  Factor 
nicht  auf,  also  muss  p in  P aufgehen. 


#)  Es  kann  nämlich  in  dem  Falle,  weun  n — tn  -|-  0 . Ab  ■< n ist,  wie 
leicht  erhellet,  durch  Ab  theilbare  Glieder  des  Zählers  ge- 

ben. Ist  z.B.  rn  = 17,  77=48,  der  Zähler  also  32.S3.34.35...46.47.48, 

17 

so  giebt  es  für  -4  = 3 und  b = 1 fünf  (£(—)  = 5)  vollständige  In- 

t)  ",  * 

tervalle,  in  deren  jedem  sich  ein  durch  3 theilbarer  Factor  findet,  und 
ausserdem  zuletzt  noch  das  unvollständige  Intervall  47,  48,  io  wel- 
chem noch  48  ein  durch  3 theilbares  Glied  ist. 


XXIII. 

i 

Eine  Formel  für  die  dreiseitige  Pyramide. 

' • Von 

Herrn  R.  Hoppe  , 

* * +.  ' 

Candidaten  des  hohem  Schulamts  zu  Greifswald. 


I. 

I 

Enter  andern  Relationen  zwischen  den  Stücken  eines  beliebigen 
Tetraeders,  die  ich  gefunden  habe,  scheint  mir  eine  Formel  für  den 


• / 


\ 


I 
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Inhalt  nicht  ganz  ohne  Interesse  zu  sein,  die  ich  daher  hier,  als  Bei- 
trag zu  den  Untersuchungen  in  diesem  Gebiete,  kurz  entwickeln  will. 
Es  bezeichne  T den  Inhalt  eines  beliebigen  Tetraeders,  b, 

c , e,  f die  sechs  Kanten  desselben,  und  zwar  mögen  a und/', 
b und  <?,  c und  d einander  gegenüber  liegen.  Die  uti  diesen  Kau- 
ten gebildeten  Neigungswinkel  der  Seiten  seien  respective  ct,  /?,  y, 

d,  €,  £;  die  vier  Seitenflächen  A , B , C,  / '),  und  zwar  sei  A von 
d,  c,  /,  ß von  «,  c,  e , C von  «,  b , </  und  D von  r/,  e,  f be- 
grenzt. 

Denkt  man  sich  auf  D ein  Höhenperpendikel  U gefällt,  so  ist 

Tz=z\DIf. 

Ist  ferner  h das  Höhenperpendikel  des  Dreiecks  6T,  dessen 
Grundlinie  d ist,  so  ist  nach  bekannten  stereometriscken  Sätzen 

Hz=.h  sin  3. 

Ausserdem  hat  man  noch  die  Gleichung 

C ■=.  \dh. 

Eliminirt  man  zwischen  diesen  3 Gleichungen  H und  b,  so  erhält 
man  leicht 

t ‘ICD  sin  d 

d — -ff  » 

und  durch  Vertauschung  der  entsprechenden  Stücke  ergeben  sich 
die  Gleichungen 

} =~  3T  ’ A 8,u  P>  « = 37^."  sin  «;  d—~^,  B sin  o. 

Drückt  mau  das  Dreieck  C durch  seine  3 Seiten  «r,  4,  d aus, 
so  ist 

C2  — {b-\-a~ Y- d)  (b  -f-  a — d)  (b  — a-\~d ) (—  b -f-  a -f-  d). 

, \ 

Setzt  inau  für  b,  a,  d ihre  Werthe,  so  kommt 


C3=:j~ ( A sin  ß H-  B sin  a-\-D  siu  d) 

X {A  sin  ß-\-B  sin  « — D sin  d) 
X {A  siu  ß — B sin  a-\- D sin  d) 


s X ( — A sin  ß -\-  ß sin  u -f-  D siu  S). 


Betrachtet  inan  nun  C als  die  Summe  der  Projectioneu  von  At  B , 
D auf  C,  so  erhält  man  unmittelbar 

Cz=.A  cos  ß-\-B  cos  a ~hB  cos  d, 

oder 


r C — A cos  ß — B cos  a 

MJ  — n “ * 

cos  a 

Substituirt  man  diesen  Werth  von  D in  die  obige  Gleichung,  so 
erhält  man 


\ 
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(37T)4  = ^1-^  \J{ain  ß cos  d — cos  ß sin  d) 

-fr-  Z?(sin  « cos  d — cos  « sin  d)  -fr-  C sin  d| 

X |^(sin  ß cos  d-fr-  cos  ß sin  d) 

-fr-  /?(sin  « cos  6 -fr-  cos  a sin  d)  — C sin  dj 
X {-^(sin  ß cos  d — cos  ß sin  cf) 

— Z?(sin  a cos  d -fr-  cos  a sin  d)  -fr-  C sin  d} 

X | — j4[a\n  ß cos  d-f-cos  ß sin  d) 

-fr-'Z/(sin  a cos  d — cos  a sin  d)-\-  C sin  dj, 

was  sich  auch  auf  folgende  Art  nusdrücken  lässt: 

* - 

(3T)4  (J  sin  (ß-S)  + B sin  («-<?) +-Csin  t) 

X(A  sin  (/S -fr- d)  + Z?  sin  (ce-4-d) — C sin  d) 

X {A  sin  ( ß — d)  — 1?  sin  (a  -|-  d)  -fr-  C sin  d) 

X ( — A sin  (/? -t- d) -fr-  sin  (a  — d)  -fr-  C sin  d). 

Diess  ist  die  beabsichtigte  Formel,  welche  den  Inhalt  des  Tetrae- 
ders durch  3 Seiten  und  die  3 von  einer  derselben  mit  den  übrigen 
gebildeten  Neigungswinkel  ausdrückt. 

i ' 


XXIV. 

Miscelleo. 


Societd  philomatique  de  Paris. 

Seance  du  20  aoüt  1842. 

f 

M.  Ivan  Simon  off,  professeur  d’astronomie  h l’Universitd  de 
Kasan,  präsente  ä la  Socidte  un  nouvel  instrument  qu’il  a imagin^ 
dans  le  but  d’observer  la  ddclinaison  de  l’aiguille  aimantee  a l’aide 
du  Sextant. 

Une  aiguille  aimantee,  de  forme  prismatique  rectangulaire,  ho- 
rizontalement suspendue,  porte  un  petit  miroir  a son  extremis  diri- 
gee  vers  1c  sud,  et  un  contrepoids  ä son  extremitd  oppos^e.  En 
appliquant  cette  aiguille  ä un  niveau  ä siphon  rempli  de  mercure, 
on  peut  voir  si  eile  est  horizontale  ou  non,  et  faire  disparaitre  la 
petitc  inclinaison,  en  deplacant  le  centre  de  gravitd  ou  le  poids. 


4 
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On  inet  1c  miroir  dans  la  position  perpendiculuire  a la  directiou  de 
l’axe  magnetique  de  l’aiguille,  de  la  meine  muuiere  qu’on  le  fait 
dans  le  magnetometre  unililaire  de  M.  Gauss,  car  jusqu’a  present 
cet  instrument  n’eu  differe  pas.  Ayant  fait  ees  correctiuns  preala- 
bles,  on  observc  dans  le  miroir  l’image  röfl^ebie  du  soleil;  inais, 
comme  i’niguille  ne  reste  presque  juinais  en  repos,  on  le  fait  des- 
cendre  et  se  poser  sur  ia  planche  inferieurc  de  l’instruiuent.  Alors 
l’aiguille  devient  stähle;  mais,  pour  voir  si  eile  ne  s’est  pas  depin- 
cee  du  indridien  magnetique,  on  place  devant  le  miroir  une  Schelle 
avec  une  iuuette  de  sextaut  uu  dessus.  Dans  cette  lunctte  on  voit 
les  divisions  de  Pdchelle  refleebies  par  le  miroir;  on  les  ohserve 
d’abord  quand  I’aiguille  est  suspendue,  et  ensuite'  quand  eile  est 
posee  sur  la  planche  inferieure  de  l’instrument.  La  dißerencc  des 
parties  de  la  division  et  la  distance  ^u  miroir  etant  conuues,  on 
peut  calculer  l’angle  de  la  ddviation  de  l’uiguille  du  mdridieo  mag- 
netique; c’est  la  correction  de  la  decliuaison  obtenue  au  moyen  de 
cet  lustrumeut. 

Enfin  l’on  mesure,  au  moyen  d’un  sextant,  la  distance  angulaire 
du  soleil  a son  image  rdfldcbie  dans  le  miroir  vertical  de  l’aiguille. 

Soit  d la  distance  mesuree  au  sextant  entre  le  soleil  vu  directe- 
ment  et  son  image  r^flechie  dans  le  miroir,  2 la  distance  du  soleil 
au  zdnitb,  u l’azimuth  du  soleil  et  u celui  du  meridien  magnetique. 
On  a un  triangle  spberique  dans  iequel  uu  cote  est  egal  a 2,  uu  autre 
c6fd  egal  a 90°,  et  Ic  troisieme  cote  egal  ä 90° — J d , ce  qui  donne 

sin  ^ & 

sin  4^=  sin  2 cos  ( a — «),  d’ou  cos  ( a — «)  r=  ^ . ' 

II  est  clair  que,  d etant  donne  par  les  observations,.  et  2 ainsi 
que  a par  le  calcul , on  en  ddduira  la  valeur  de  « par  cette  for- 
mule. 

L’crreur  de  la  position  perpendiculaire  du  miroir,  par  rapport 
ä Taxe  magnetique  de  I’aiguille,  et  l’incertitude  dans  la  direction 
horizontale  de  cet  axe  peuvent  ötre  determinees,  la  premiere  pur  le 
retournement  de  faiguillc  autour  de  son  axe  geometrique  et  la  se- 
conde  par  les  observations  fuites  avant  et  apres  le  passage  du  soleil 
par  le  meridien  magnetique. 

On  peut  varier  de  plusieurs  manieres  le  mode  de  ces  obser- 
vations au  moyen  du  sextant.  Par  exemple,  on  peut  observer  les 
distances  egales  du  soleil  ä son  image  r^fleebie  par  le  miroir  de 
l’aiguille;  ces  distances  corrcspondantes  donneront  l’amrle  ho- 
raire  du  point  d’intersection  du  meridien  magnetique  avec  Hiorizon, 
si  l’on  connait  le  temps  du  passage  du  soleil  par  le  meridien. 
L’on  peut  aussi  mesurer  la  plus  gründe  distance  du  soleil  a son 
image  refleebie.  et  si  l’on  ajoute  a"90° — {d  la  distance  du  soleil 
au  pole  du  motide,  on  aura  la  distance  de  ce  pole  au  point  d’iDter- 
section  du  meridien  magnetique  avec  l’horizon.  Dans  cette  derniere 
metliodc  l’on  peut  deduire  la  dedinaison  magnetique  du  triangle 
trace  sur  la  voüte  edeste,  entre  le  pole  du  inonde,  le  zenitb  et  le 
poiut  d’intersection  du  meridien  magnetique  avec  l’horizon,  sans 
avoir  besoin  de  ebronometre.  A ce  dernier  mode  l’on  peut  encorc 
appliquer  la  methode  des  hauteurs  circummeridiennes,  dont  on  fait 
usagc  pour  determiuer  la  lutitude  geograpbique. 

Enfin  l’on  peut  mesurer  la  distance  angulaire  du  soleil  a son 
. image  reflechie,  d’abord  dans  le  miroir  vertical,  et  ensuite  dans 
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l’horizon  artificiel.  La  moitie  de  cctte  derniere  distance  est  Igale 
a la  distance  du  soleil  au  pole  du  meridien  magnetique,  et  si  l’on 
designe  par  <l'  la  distance  cntiere  du  soleil  a son  Image  double- 
ment reflechie,  ou  aura 


cosJflT 
sin  % 


( L’ Institut.  No.  454.  8 Sept.  1842.). ' 


Herr  James  Booth,  Professor  of  Mathematics  in  Bri- 
stol College  bat  iu  dem  London,  Edinburgh  and  Dublin 
Philosophie  ul  Magazine  and  Journal  6f  Science.  June 
1842.  p.  473  einen  Satz  von  den  Flächen  des  zweiten  Grades  be- 
wiesen, welcher  als  eine  Erweiterung  eines  schon  früher  bekann- 
ten Satzes  von  der  Kugel  (M.  s.  z.  B.  Eleraens  de  Geometrie  par 
Legen dre.  Onzieme  edition.  Livre  VIII.  Prop.  XVIII.)  betrachtet 
werden  kann.  Weil  uns  der  Satz  jedenfalls  bemerkenswert!»  und 
weniger  bekannt  zu  sein  scheint,  so  theilen  wir  hier  den  folgenden 
Auszug  aus  dem  Aufsatze  des  Herrn  James  Booth  mit. 

Eine  Fläche  des  zweiten. Grades  denken  wir  uns  von  zwei  pa- 
rallelen Ebenen  durchschnitten,  uud  wollen  das  Volumen  des  von 
diesen  beiden  Ebenen  und  der  Fläche  des  zweiten  Grades  einge- 
schlossenen Körpers  zu  bestimmen  suchen. 

Die  drei  Halbaxen  der  Fläche  des  zweiten  Grades  seien  a,  by 
c\  die  Halbaxen  des  den  beiden  in  Rede  stehenden  parallelen  Ebe- 
nen durch  den  Mittelpunkt  der  Fläche  des  zweiten  Grades  parallel 

geführten  Schnitts  seien  und  d sei  der  halbe  coojugirte 

urchmesser  dieses  Schnitts;  das  von  dem  Mittelpunkte  der  Fläche 
auf  die  dem  letztem  Schnitte  parallele  berührende  Ebene  der  Fläche 
gefällte  Perpendikel  sei  p.  Die  Halbaxen  eines  beliebigen  den  bei- 
den parallelen  Ebenen,  durch  welche  der  Körper,  dessen  Volumen 
V bestimmt  werden  soll,  begränzt  wird,  paralleleu  Schnitts  seien 
a,  ßy  und  n und  w seien  die  zwischen  diesem  Schnitte  und  dem 
Mittelpunkte  der  Fläche  liegenden  Theile  von  d und  p\  die  den 
beiden  gegebenen,  den  Körper  V begrenzenden  Ebenen  entsprechen- 
den Wcrthe  von  n und  w seien  respective  v!y  u " und  td,  td\ 

Dies  vorausgesetzt,  ist  nun  offenbar 


aß  dw ; 


also,  wenn  man  statt  der  Variablen  w die  Variable  u einführt, 


r=* 

In  dem  durch  a ' und  d gelegten  Schnitte  der  Fläche  ist 

a : a ' = \/ d 2 — : c , > 

• \ 

und  eben  so  ist  in  dem  durch  h'  und  d gelegten  Schnitte  der 
Fläche  * 

% 
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ß : ?/  = l/V9  — w*  : (/. 
Aus  diesen  beiden  Proportionen  folgt 


Weil  ferner  offenbar 
also 

\ 

ist,  so  ist 


«0  = ^4  (c'a  — «*). 


» : to  = cl  : p> 
V 

io  = j-t  u 
c 


dw p 

du  c'  ’ 


und  nach  dem  Obigen  ist  folglich 

V=7t 

« 

Nach  einer  bekannten  Eigenschaft  der  Flachen  des  zweiten  Grades 
ist  aber 

a’b'p  = abc ; n 

folglich  nach  dem  Vorhergehenden 

ahc  z*#" 


• V = n f (c'a  — u 2 )du. 


Integrirt  man  nun  zwischen  den  gegebenen  Gränzen,  so  erhält 
man 

V = — 7v\c’*(u"  — */)  — — «'*)| 
o 


oder,  wie  mau  leicht  findet, 

V = 'jrji  n(u”  — »0  (i)cn  — 2 u"2  — 2 w'V  — u'~ ) ; 

also,  wenn  man  innerhalb  der  Parenthesen  ee',a-|-w'a  addirt  und 
subtrahirt, 

F=  |^rj  »(*’’  — «0  |3(c'*— »/''’)  + 3(e'»  — «'a) + («"  — «')»!• 

Sind  jetzt  ß'  und  a",  /?"  die  Halbaxen  der  den  Körper,  dessen 
Volumen  V gesucht  wird,  begränzeuden  parallelen  Schnitte;  so  ist 


<3*. 


C 'a  — 


n 


1/2 


c'*cc"ß"p 
abc  •’ 


und  für  die  Entfernung  t der  Ebenen  der  beiden  parallelen  Schnitte 
, von  einander  hat  man  die.  Proportiou 
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«"  — v!  : : p, 

aus  welcher 


. 

folgt.  Führt  man  nun  diese  Ausdrücke  von  c'*—v'2,  c"*  — 

«"  — 7/  in  den  obigen  Ausdruck  von  V ein,  so  erhält  man 

V — iM«’? + «T)  + j?  • x- 

Bezeichnen  wir  jetzt  durch  A und  B die  Flächenräume  der  den 
Körper,  dessen  Volumen  V ist,  begränzenden  parallelen  Schnitte, 
und  durch  S den  cubischen  Inhalt  der  mit  dem  Durchmesser  t be- 
schriebenen Kugel;  so  ist 

V . Az=.tt!p Tr,  B = S = , 

und  folglich  nach  dem  Obigen  ^ • 

r=Mi+Ä)+^&' 

Dies  giebt  den  folgenden  Satz : 

Das  Volumen  eines  jeden  von  zwei  parallelen  Schnit- 
ten einer  Fläche  des  zweiten  Grades  als  Grundflächen 
und  dieser  Fläche  des  zweiten  Grades  als  Seitenfläche 
eingeschlossenen  Körpers  ist  gleich,  der  mit  seiner 
Höhe  mul  tip  licirten  halben  Summe  seiner  beiden  Grund- 
flächen, plus  dem  mit  multiplicirten  Volumen  der 

mit  seiner  Höhe  als  Durchmesser  beschriebenen  Kugel. 
Für  die  Kugel  ist  a=zb=:c  = p}  also 

+ + ' 

worin  der  oben  erwähnte,  in  den  Elements  de  G6om6trie  par 
Legcndre.  Onzieme  edition.  Livre.  VIII.  Prop.  XVIII.  be- 
wiesene Satz  von  der  Kugel  enthalten  ist. 

Für  ein  Hyperboloid  mit  einem  Fache  muss  man  Für  «,  b,  c 

respective  «1/ — 1,  b\ / — 1,  c setzen,  und  erhält  hierdurch  aus 
dem  Obigen  leicht 

V 

Für  ein  Hyperboloid  mit  zwei  Fächern  erhält  Herr  Booth,  indem 

er  für  a , b,  c,  p respective  «,  b,  c\S — 1,  pV ' — 1 setzt,  denselben 
Ausdruck  von  V wie  vorher. 

Für  das  elliptische  Paraboloid  findet  Herr  Booth  V=±l(A-t-B). 
Es  scheint  uns  dieser  Gegenstand  eiue  ausführlichere,  recht 
strenge  und  deutliche,  mehr  in’s  Einzelne  gehende  und  alle  ver- 
schiedenen Arten  der  Flächen  des  zweiten  Grades  gehörig  berück- 
sichtigende Behandlung  wohl  zu  verdienen,  aber  auch  noch  zu 
bedürfen. 


G. 


1 


Physikalische  Bemerkungen. 

Von  dein  Herrn  Professor  und  Director  F.  Streblke  zu 

Danzig. 

(Diese  Bemerkungen  sind  von  dein  Herrn  Verfasser  in  dem  Programm  der 
Petrischule  zu  Danzig  von  Michaelis  1842  mitgetheilt  worden.  Ich 
lasse  dieselben  hier  wieder  abdrucken,  weil  ich  die  Ueberzeugung  hege, 
dass  sie  insbesondere  Lehrern,  denen  kein  sehr  vollständiger  physikali- 
scher Apparat  zu  Gebote  steht,  gewiss  sehr  angenehm  sein  werden, 

, und  weil  dieselben  auch  einem  Zwecke  des  Archivs,  der  in  der  Ankiin-  ' 
digung  desselben  von  mir  weiter  besprochen  worden  ist,  auf  eine  aus- 
gezeichnete Weise  entsprechen.  Möchten  sich  auch  andere  Lehrer 
der  Physik  zu  recht  vielen  dergleichen  sehr  nützlichen  Bemerkungen 
veranlasst  finden ! G.) 

1.  Wenn  man  durch  eine  einfache  Glaslinse  einen  weissen 
Kreis  ansieht,  so  erscheint  derselbe  in  einer  gewissen  Entfernung 
mit  violettem,  in  einer  andern  mit  gelhrothem  Farbensaume,  mau 
soll  die  Bedingungen,  uuter  denen  dies  geschieht,  angehen  *). 

2.  Man  scheint  häufig  genug  zu  vergessen,  dass  ein  Sammel- 
glas oder  ein  Hohlspiegel  mit  dem  Auge  verbunden  schon  ein  Fern- 
rohr gicht. 

3.  Von  dem  bekannten  Kusolt sehen  Farbenkreisel  kann  rann 
eine  mehrfache  nützliche  Anwendung  machen.  *•—  Legt  man  auf 
den  rotirenden  Kreise]  eine  Kreisscheibe  mit  gleich  weit  von  ein- 
ander abstehenden  Löchern,  so  wird  ein  Luftstrom,  den  man  durch 
das  abgeschnittene  Ende  eines  Federkiels  durch  Blasen  mit  dem 
Munde  hervorbringt,  einen  Ton  erzeugen,  von  dem  man  sogleich 
die  nächst  höhere  Oktave  hört,  wrenn  man  denselben  Luftstrom 
durch  eine  doppelt  so  grosse  Anzahl  von  Löchern  auf  derselben 
Scheibe  gehen  lässt.  So  dient  der  Busoltsche  Kreisel  als  eine 
unvollkommene  Sirene.  — Um  zu  zeigen,  dass  hei  rotirenden 
kreisförmig  gebogenen  elastischen  Streifen  die  Kreisform  durch  die 
Centrifugalkraft  in  eine  elliptische  verwandelt  werde,  verbindet 
man  2 parallele  Ringe  aus  Notenpapier  mit  4 oder  6 kreisförmig 

, gebogenen  Meridianstreifen  von  demselben  Papier.  Legt  man  diese 
Vorrichtung  so  auf  die  Axe  des  Kreisels,  dass  die  beiden  Ringe 
in  der  Axe  liegen,  so  wird  der  obere  Ring  hcrabgehen  und  das  > 
Ganze  dem  Auge  ein  Ellipsoid  zeigen,  dessen  Abplattung  um  so 
geringer  wird,  je  langsamer  sich  allmählich  der  Kreisel  bewegt.  •*— 
LTin  die  Dauer  des  Lichteindrucks  einer  grossem  Menge  von  Schü- 
lern recht  augenfällig  zu  machen,  schreibt  man  auf  Eine  Seite 


°)  Bei  den  folgenden  Mittheilungen  aus  der  Experimental -Physik  habe  ich 
durchaus  nicht  die  Besitzer  kostbarer  physikalischer  Apparate  im  Auge, 
sondern  Lehrer  an  Bürgerschulen,  die  wie  die  unsrige  nur  über  eine 
geringe  Anzahl  möglichst  zweckmässig  auzuwendender  Hülfsuiittel  zu 
gebieten  haben. 

Str. 
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eines  Rechtecks  von  weisser  Pappe  etwa  die  Worte:  „Dauer  des“ 
auf  die  andere  Seite:  „Lickteindrucks“,  und  befestigt  dieses  Recht- 
eck mit  etwas  Wachs  auf  der  höchsten  Stelle  des  Kreisels,  so  dass 
die  Rotatjons- Axe  des  Kreisels  mit  der  die  Mitten  der  borizonta-  ' 

len  Seiten  des  Rechtecks  verbindenden  Geraden  zusammeofällt; 
dann  wird  jeder  an  seiner  Stelle  die  3 Worte  gleichzeitig  lesen 
können,  so  lange  der  Kreisel  rotirt.  — Vou  dieser  Dauer  des 
Lichteindrucks  kann  man  auch  Gebrauch  machen,  um  die  Rotations- 
körper, den  senkrechten  Kegel,  den  Cylinder,  die  Kugel,  das  Ellip- 
soid,  das  Hyperboloid  und  das  Paraboloid  durch  Rotation  der  ent- 
sprechenden ebenen  Curven,  die  man  sauber  gezeichnet  aus  feiner 
Pappe  ausschneidet,  zu  zeigen.  — Rotirt  der  Kreisel  mit  mehrern 
farbigen  Flügeln  belastet  im  Sonnenschein,  so  erscheint  der  Schat- 
ten von  der  Axe  des  Kreisels  in  den  verschiedenen  komplementä- 
ren Farben,  also  grün  in  der  Rotations. Ebene  des  rothen  Flügels, 
violett  in  der  Ebene  des  gelben  Flügels  u.  s.  w. 

•■  ■■  ■■  -v  ■ • - • • i \ , 

/ 

4.  Der  Gegensatz  der  beiden  Elektricitäten  tritt  auf  eine 
eigenthiimliche  Weise  in  folgenden  Versuchen  mit  2 Stanniol- 
Scheibchen  von  etwa  5 Linien  Durchmesser,  die  an  Coconfäd^n 
bangen,  hervor.  Fm  die  Scheibchen  einander  zu  nähern  oder  sie 
von  einander  zu  eutferuen,  befestigt  mau  dieselben  mit  etwas 
Wachs  auf  den  Spitzen  eines  Zirkels  dessen  einer  Schenkel  an 
einem  horizontalen  Gegenstände  mit  Bindfaden  befestigt  wird,  und 
dessen  zweiter  Schenkel  sich  in  derselben  horizontalen  Ebene  be- 
wegen lässt.  Elektrisirt  man  die  beiden  Stannioiblättchen  mit 
gleichartiger  Elektricität , so  divergiren  die  Coconfüden,  aber  die 
Blättchen  kehren  ihre  breiten  Flächen  einander  zu;  werden  sie  da- 
gegen mit  entgegengesetzten  Elektricitäten  geladen,  so  konvergi- 
ren  die  Fäden,  aber  die  Scheibchen  steilen  sich  so,  dass  die  Ebene 
des  einen  in  der  Verlängerung  des  andern  liegt.  Diese  letzte  SteL 
lung  tritt  auch  ein,  wenn  das  eine  Scheibchen  nicht  elektrisirt  ist, 
wegen  des  Gesetzes  der  Verkeilung, 

* 

5.  Um  zu  zeigen,  dass  die  erhitzte  atmosphärische  Luft  ein 

guter  Leiter  der  Elektricität  ist;  entlade  man  eine  Leidner  Flasche 
so,  dass  der  eine  Knopf  des  Ausladers,  eine  Lichtflamme  und  der 
Knopf  der  Leidner  Flasche  ein  gleichseitiges  Dreieck  bilden;  dann  > 

geht  der  elektrische  Funke  nicht  auf  dem  kürzesten  Wege,  vom 
Knopfe  der  Leidner  Flasche  zum  Auslader,  sondern  durch  die  bei- 
den andern  Seiten  des  Dreiecks,  vom  Knopfe  der  Leidner  Flasche 

in  die  Flamme  und  von  da  zum  Auslader. 

6.  ln  der  Lehre  von  der  Elektricität  wünschte  ich  beim  Un- 
terrichte von  folgendem  leicht  anzustellenden  Versuche  Faraday’s 
Gebrauch  gemacht.  Wenn  man  durch  2 Platinspitzen,  wozu  2 
Stückchen  des  feinsten  käuflichen  Platindraths  hinreichen,  die  Elek- 
tricitäten des  positiven  und  negativen  Conduktors  einer  gewöhlichen 
Elektrisirmaschine  über  ein  mit  Jodkaliumlösung  befeuchtetes  Pa- 
pier entladet,  so  dass  die  vertikal  gestellten,  ohngefähr  2 Zoll  von 
einander  entfernten  Spitzen  das  Papier  unmittelbar  berühren,  so 
zeigt  sich  das  ausgeschiedene  Jod  an  der  positiven  Spitze,  wie  es 
auch  bei  der  Anwendung  Eines  Piutteopaars  einer  Voltaschen  Kette 
geschieht.*  An  der  negativen  Spitze  zeigt  sich  kein  brauner  Fleck. 


I 


Digitized  by  Google 


I 


222 

Sobald  aber  beide  Spitzen  um  eine  kleine  Entfernung  von  dem  Pa» 
piere  abstehen,  so  dass  kleine  elektrische  Funken  von  den  Spitzen 
zu  dem  befeuchteten  Papier  überschlagen  müssen,  alsdann  zeigen 
sieb  unter  beiden  Spitzen  braune  Flecken  von  dem  an  beiden  Stel- 
len freiwerdenden  Jod,  welches  die  aus  der  atmosphärischen  Luft 
durch  den  elektrischen  Funken  gebildete  Salpetersäure  aus  dem 
Jodkalium  ausgeschieden  bat. 

/ 

7.  Als  Segnerschen  Wasserkreisel  benutze  ich  eine  an  einem 
Faden  hängende  oben  offene  Röhre  von  Messingblech  mit  2 hori- 
zontalen dünnen  Röhren,  auf  welche  2 kurze  rechtwinklicht  gebo- 
gene Röhren  aufgepasst  sind.  Bilden  die  horizontalen  Röhren  mit 
ihren  aufgepassten  Stücken  die  Form  eines  lateinischen  Z,  so  er- 
folgt Drehung,  bilden  sie  die  Form  einer  Klammer,  so  erfolgt 
Stillstand.  Für  denselben  Zweck  dienen  bei  der  Elektricität  2 in 
ihrer  Mitte  mit  konischeu  Vertiefungen  versehene  Messiugdrähte, 
oder  eine  freie,  auf  ihrem  Hütchen  schwebende  Magnetnadel,  an 
deren  Enden  rechtwinklig  auf  die  Axe  der  Nadel  2 geradlinigte 
Stückchen  Stanniol  angedrückt  werden.  Lässt  man  den  Z förmig 

gebogenen  Draht  im  Dunkeln  sich  drehen,  so  gewahrt  man  einige 
emerkenswerthe  Erscheinungen.  Da  das  elektrische  Licht  ein  dis- 
contiuuirliches  ist,  eine  Lichtcntwickelung  mit  Lichtpausen,  so 
zeigt  das  elektrische  Rad  keinen  ununterbrochenen  Kreis,  sondern 
ein  kreisförmiges  Strahlengeflecht,  gebildet  aus  lauter  Strahlen- 
büscheln. Dreht  man  die  Scheibe  der  Elektrisirmaschiuc  langsam, 
so  treten  nur  einzelne  Strahlen  in  der  Peripherie  des  Rades  her- 
vor, hei  schnellerer  Drehung  der  Scheibe  wird  das  Geflecht  immer 
dichter,  aber  man  kann  noch  immer  die  einzelnen  Strahlen  unter- 
scheiden. Wird  in  die  Nähe  des  elektrischen  Rades  eine  2te  elek- 
trische Wirkungssphäre,  z.  B.  der  Knopf  einer  geladenen  Leidner 
Flasche  gebracht,  so  fehlt  in  der  Wirkungssphäre  die  Ausströmung, 
folglich  auch  das  Licht,  und  der  Strahlenkrcis  ist  an  dieser  Stelle 
unterbrochen.  Hält  man  den  Draht  der  Leidner  Flasche  ohngefähr 
in  die  Richtung  des  Durchmessers  des  elektrischen  Rades,  entweder 
einige  Linien  ober-  oder  unterhalb  der  Rotations- Ebene,  so  hat 
der  Lichtkreis  an  zwei  entgegengesetzten  Stellen  zwei  Unter- 
brechungen des  Lichtes. 

8.  Wenn  man  eine  sehr  starke  Entwickelung  von  freilich  we- 
niger reinem  Wasserstoffgase  haben  will,  so  legt  man  zu  den 
Zinkstücken  kleine  eiserne  Kugeln  oder  Nägel.  Dann  vermehrt 
die  Contact  - Elektricität  die  Entwickelung  des  WasserstofTgases 
auf  eine  ausgezeichnete  Weise. 

9.  Besitzer  von  Voltascheu  Säulen  aus  einzelnen  Kupfer-  und 
Zinkplattcn  thun  am  besten,  dieselben  Paarweise  zusammenlöthen 
zu  lassen.  Die  Säule  kann  dünn  mehrere  Stunden  hindurch  mit 
stets  wachsender  Wirkung  benutzt  werden , wenn  man  sie  oft  um- 
baut und  nur  dafür  sorgt,  dass  die  Salmiak- Auflösung,  die  jedes- 
mal uus  den  Tuchplatten  ausgedrückt  wird,  von  Zeit  zu  Zeit  durch 
Zulegen  von  Salmiak  in  einem  gewissen  Grade  der  Concentration 
erhalten  wird.  Je  stärker  die  Kupfer-  und  Zinkplatten  oxydirt 
werden,  desto  stärker  wirkt  die  Säule.  Man  tliut  daher  gut,  z.  B. 
die  Glühversuche  bis  zu  einer  der  letzten  Aufstellungen  aufzuspa- 


Digitized  by  Google 


I 


I 

223 

i 

ren.  Das  Umlegen  der  Platten  geschieht  in  wenig  Minuten,  da  es 
bei  sulchen  Versuchen  nicht  an  hiilfreichen  Händen  fehlt.  Sind  die  , 
/ Platten  nicht  zusammengelöthet,  so  kann  die  Säule  nur  Ein  Mal 
gebraucht  werden  und  die  Platten  müssen,  ehe  sie  wieder  in  der 
Säule  thätig  sein  können,  zuvor  gereinigt  werden,  da  beim  Umle- 
gen das  Eintreten  von  saurer  Auflösung  zwischen  die  Platten,  die 
sich  immer  mit  blanker  Oberfläche  berühren  sollen,  nicht  gut  ver- 
mieden werden  kann. 

10.  Wenn  man  in  verdünnter  Schwefelsäure  kupferne  Schei- 
ben, etwa  Kupfermünzen  in  Berührung  mit  Zinkstücken  bringt,  so 
steigen  die  Wasserstoffbläschen  des  Kupfers  am  Rande  nicht  verti- 
kal aufwärts,  sondern  auf  einem  gekrümmten  Wege,  als  wenn  eine 
Kraft  vom  Rande  sie  nach  der  Mitte  der  Scheibe  triebe.  Man  be- 
merkt diese  Erscheinung  auch  bei  der  unabhängigen  Auflösung  des 
Zinks  in  verdünnter  Schwefelsäure.  Nimmt  man  als  negatives  Me- 
tall Platin,  so  steigen  die  Bläschen  vom  Rande  vertikal  in  die 
Höhe. 

, / 

. t ■ • 

11.  Mit  einem  etwas  grossem  Magnete  in  Hufeisenform  kann 
man  die  durch  Verkeilung  im  Eisen  hervorgebrachte  Anziehung 
und  Abstossung  des  gleichartigen  und  ungleichartigen  Magnetismus 
auf  eine  recht  augenfällige  Weise  zeigen.  Man  legt  über  den  mit 
beiden  Polen  horizontal  gelegten  Magneten  eine  denselben  ganz 
bedeckende  Glastafel  und  an  die  Krümmungsstelle  parallel  der  durch 
die  beiden  Pole  gezogenen  geraden  Linie  etwa  3 wohl  abgedrehte 
Cylinder  von  weichein  Eisen  von  wenigstens  1 Linie  im  Durchmes- 
ser,  und  solcher  Länge,  dass  jeder  Cylinder  die  Breite  des  Huf- 
eisens überspannt;  dann  gehen  die  eisernen  Cylinder  zu  den  Polen 
mit  beschleunigter  Bewegung,  eilen  darüber  hinaus,  kehren  zurück 

/ und  blcibfen,  jedoch  immer  getrennt  von  einander,  in  den  Stellun- 
gen,  welche  durch  die  gegenseitige  Abstossung  ihrer  gleichartigen 
Magnetismen  und  der  ungleichartigen  des  nächsten  Pols  bediugt 
werden. 

12.  Zur  Erläuterung  der  Magneto -Elektricität  nehme  ich  2 > 
Drathspiralen  von  Kupier  mit  Seide  umwickelt.  Die  beiden  Enden 
jeder  Drathspirale , die  gerade  so  gross  ist,  dass  in  jede  ein  Pol 
eines  hufeisenförmig  gekrümmten  Magnetstabes  gesteckt  werden 
kann,  können  in  die  beiden  Quecksilbergefässe  eines  Galvanometers 
getaucht  werden.  Indem  man  die  4 Drahtenden  der  Spiralen  in 
geeigneter  Weise  mit  den  beiden  Quecksilbergefässen  des  Galvano- 
meters kombinirt,  lässt  sich  zeigen,  dass  zwei’ gleiche  und  entge- 
gengesetzte elektrische  Ströme  sich  aufheben,  zwei  in  derselben 
Richtung  flicssende  elektrische  Ströme  sich  in  ihrer  Wirkung  ver- 
doppeln, wobei  immer  dieselben  durch  die  beiden  Magnetpole  er- 
regten Ströme  in  Anwendung  kommen. 

V 

4 

13.  Wenn  man  ein  verkorktes  Glasgefäss,  worin  etwas  Wasser 
befindlich  ist,  in  der  Mitte  eines  Zimmers  auf  einen  Tisch  stellt, 
so  bemerkt  man  nach  einiger  Zeit  an  den  den  einzelnen  Fenstern 
zunächst  gelegenen  Stellen  des  Gluses  einen  Niederschlag  des 
•ljfosserdampfes  in  tropfbarer  Gestalt.  Steht  das  Gefäss  in  der 

eines  Fensters,  durch  welches  man  die  Aussicht  auf  Gebäude 
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hat,  zwischen  denen  freier  Himmel  hindurchblickt,  so  bemerkt  man 
in  der  Form  der  Begränzuug  des  Niederschlags  einen  Einfluss  der 
Configuration  der  lichten  und  dunkeln  Stellen,  welche  die  Aussicht 
des  Fensters  bestimmen.'  Steht  das  Glasgefäss  in  einem  Glas- 
schranke, so  gewahrt  man  auch  an  der  dem  Fenster  des  Glas- 
schrankB  und  dem  nächsten  Stubenfenster  zugewandten  Seite  eine 
Verdichtung  des  Wasserdampfs,  weil  das  zunächst  befindliche  Fen- 
ster des  Glosschranks  durch  Ausstrahlung  der  Wärme  gegen  das  er- 
kältete Fenster  dqg  Zimmers  abgekühlt  worden  ist.’ 

14.  Die  gewöhnlichen  Luftpumpen  reichen  hin,  um  selbst  bei 
einer  Temperatur  von  •+*  15°  R.  das  Wasser  zum  Gefrieren  zu 
briugeu.  — Man  stellt  über  die  Oeifnung  des  Tellers  der  Luft- 
pumpe einen  offenen  einige  Zoll  langen  Glas- Cyiinder,  legt  darauf 
ein  Ubrglas,  an  dessen  Kand  3 Wachskügelcheu  geklebt  werden. 
Darauf  wird  etwas  WasBer  in  das  Ubrglas  gegossen  und  ein  zwei- 
tes gleich  grosses  Uhrglas  auf  die  Wacbskügelchen  gedrückt,  wo- 
durch man  eine  Wasserschicht  zwischen  den  beiden  Gläsern  erhält 
Giesst  man  nun  etwas  Schwefeläther  in  das  obere  Ubrglas,  setzt 
schnell  die  Glocke  darüber  und  evacuirt,  so  gefriert  die  Wasser- 
schicht in  kurzer  Zeit. 

15.  Dass  im  luftverdünnten  Raume  eine  Lichtflamme  erlischt, 
wird  offenbar  durch  2 Ursachen  hervorgebracbt.  Schliesst  man  deu 
Zusammenhang  zwischen  der  atmosphärischen  Luft  und  der  Luft 
der  Glocke,  stellt  auf  den  Teller  der  Luftpumpe  eine  kleine  Schaale 
mit  entzündetem  Alkohol  oder  Schwefeläther  und  bedeckt  die 
vSchaale  schnell  mit  der  Glocke,'  so  erlischt  wegen  mangelnden 
Oxygens  die  Flamme  sehr  bald  und  die  Glocke  haftet  fest  an  dem 
Teller.  Stellt  man  die  Verbindung  zwischen  der  atmosphärischen 
Luft  und  der  Luft  der  Glocke  wieder  her,  so  dringt  die  äussere 
Luft  hörbar  ein.  ln  den  meisten  Fällen  wird  die  Lichtflamme  schon 
durch  Verbrennung  des  Oxygens  erloschen  sein,  ehe  noch  die  Luft- 
verdünnung dazu  beitragen  kann. 

16.  ln  der  Lehre  von  der  Etektricität  ist  es  ebenfalls  nicht 
genau,  wenn  man  sagt,  dass  bei  der  Entladung  verstärkter  Elektri- 
cität  über  Wasser  die  Kugeln  des  Ausladers  erheblich  weiter  von 
einander  entfernt  sein  können,  als  ohne  dasselbe;  denn  es  kommt 
offenbar  auf  die  Summe  der  Erhebungen  der  Kugeln  des  Ausladers 
über  die  Wasserfläche  an,  und  diese  Entfernung  wird  man  ziemlich 
gleich  jener  finden,  bei  welcher  der  Funke  einer  elektrischen  Bat- 
terie ohne  Hinzuziehung  einer  Wasserfläche  von  einer  Kugel  des 
Ausladers  zur  andern  überschlägt. 
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Neue  Untersuchungen  über  die  Bestimmung 
einer  gleichseitigen  Hyperbel  vermittelst  vier 
gegebener  Bedingungen. 

Von 

Herrn  Fr.  Seydewitz 

• # 

Oberlehrer  am  Gymnasium  zu  Ileiligenstadr. 


•5  . * . : , 

'*  Die  „Recherchcs  sur  la  ddtermination  d’nne  hyperbole  dquila- 
t&rc,  au  moyen  de  quatre  comlitions  donnees,  par  VI.  M.  Brian- 
chon  ct  Poncelet“  im  Ilten  Bande  der  Gergon ne’scheo  Anna* 
les  de  Mathematiqu  es,  pag.205 — 220,  folgten  auf  eine  ähnliche 
Abhandlung  im  Sten  Bande,  derselben  Annalen,  in  welcher  Herr 
Coste  Brianchqu’s  Konstruktionen  der  Kegelschnitte  auf  den 
besondern  Fall  der  Parabel  angewandt  hatte.  Wahrend  aber  die 
letztere  für  uns  kein  luteresse  weiter  als  das  von  Corollaren  dar- 
bietet, weiche  durch  Annahme  einer  unendlich  - entfernten  Tangente 
unter  fünf  Bedingungs-Elementen  sich  unmittelbar  aus  bereits  ge- 
lösten allgemeinern  Aufgaben  ableiten  lassen,  entspricht  die  erstere 
auch  jetzt  noch  einem  wesentlichen  Bedürfniss  der  Wissenschaft, 
indem  die  allgemeinere  Aufgabe,  einen  Kegelschnitt  vermittelst 
des  Asymptoten -Winkels,  nt  beliebiger  Punkte  und  4 — m beliebi- 
ger Tangenten  zu  bestimmen,  soviel  ich  weiss,  noch  nicht  zur  Fr- 
fedigung  gekommen  rist.  In  dem  Folgenden  sollen  diese  Unter- 
suchungen fortgesetzt  werden.  Vorher  aber  dürfte  es  angemessen 
erscheinen,  die  in  jener  Abhandlung  enthaltenen  Aussagen,  deren 
Beweise  eine  recht  passende  Cebung  für  Schüler  sein  werden,  hier 
kurz  ins  Gedächtniss  zurückzurufen. 

Lehrsätze. 

a.  ln  jedem,  einer  gleichseitigen  Hyperbel  eingeschriebenen 
Dreieck  ist  der  Durchschuitt  der  drei  Höhen  ein  Punkt  der  Curve. 

ff.  ln  jedem,  einer  gleichseitigen  Hyperbel  eingeschriebenen 
rechtwinkligen  Dreieck  ist  die  der  Hypotenuse  entsprechende  Höhe 
eine  Tangente  an  der  Curve.  1 
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c.  Legt  man  durch  jeden  der  Mittelpunkte  zweier  Sehnen 
einer  gleichseitigen  Hyperbel,  oder  auch  durch  jeden  von  zwei  be- 
liebigen Punkteu,  oder*  durch  einen  der  ersteren  und  durch  einen 
der  letzteren  bezüglich  eine  Parallele  mit  der  Sehne  oder  mit  der 
harmonischen  Polare  des  anderen  Punktes,  so  geht  der  Kreis, 
welcher  diese  zwei  Puuktc  und  den  Durchschnitt  der  beiden  Paral- 
lelen enthält,  durch  den  Mittelpunkt  der  Curve. 

d.  Ist  von  drei  Punkten  ein  jeder  in  Bezug  auf  eine  gleich- 
seitige Hyperbel  der  harmonische  Pol  der  Geraden,  welche  die 
beiden  anderen  enthält,  so  geht  der  durch  diese  drei  Punkte  be- 
stimmte Kreis  durch  den  Mittelpunkt  der  Curve. 

e.  Der  Kreis,  welcher  die  drei  Durchschnitte  der  Diagonalen 
eines  vollständigen  Vierseits  enthält,  geht  durch  die  Mittelpunkte 
der  diesem  Vierseit  eingeschriebenen  gleichseitigen  Hyperbeln. 

f.  Der  Kreis,  welcher  die  drei  Durchschnitte  der  Gegenseiten 
eines  vollständigen  Vierecks  enthält,  geht  durch  den  Mittelpunkt 
der  diesem  Viereck  umschriebenen  gleichseitigen  Hyperbel. 

g.  Die  Mittelpunkte  aller  gleichseitigen  Hyperbeln,  welche 
einerlei  Dreiecke  umschrieben  sind,  liegen  auf  dem  Umfange  des- 
jenigen Kreises,  welcher  durch  die  Fusspunkte  der  Höhen  dieses 
Dreiecks  geht,  und  der  zugleich  auch  die  drei  Seiten  und  die  Ab- 
stände der  Ecken  von  dem  Höhenpunkte  des  Dreiecks  hälftet. 

Aufgaben, 

welche  durch  diese  Sätze  gelöst  %vorden  sind: 

Eine  gleichseitige  Hyperbel  zu  beschreiben,  von  welcher  man 
a)  3 Punkte  und  die  Tangcute  in  einem  derselben;  b)  2 Punkte 
und  die  Tangenten  in  beiden;  c ) 2 Punkte,  die  Tangente  in  einem 
dieser  Punkte  und  irgend  eine  andere  Tangente;  d)  4 Punkte; 
e)  3 Punkte  und  eine  beliebige  Tangente;  f)  4 Tangenten  kennt. 

; • : .•  • «t  . ' • . » * 

1. ' I . . 

Sind  (Taf.  IV.  Fig.  1.)  Sp,  Sq  die  Asymptoten  einer  beliebi- 
gen Hyperbel,  und  aax,  bbx  zwei  beliebige  Tangenten  derselben, 
welche  den  ersteren  bezüglich  in  a , b\  ax,  bx  begegnen,  so  sind 
bekanntlich  die  Geraden  abx  und  axb  parallel,  und  man  hat  dem- 
nach, wenn  noch  durch  den  Durchschnitt  C von  aax  und  bbx  die 

Geraden  Cp,  Cq  mit  den  Asymptoten  parallel  gezogen  werden:  ■ 

• 

ap  : Sp  = aC  : axC=zbx  C : bC~Sp  : bp , ‘ 

• \ * . ■ .....  .*  .. 

also  ap  . bp  = Sp2,  und  macht  man  sp'=:Sp,  so  ist: 

Sa  : sa  = Sp  . (Sp  •+-pa)  : sp  . (sp  — pa)  = 
pa  . (pb  Sp)  : pa  . ( pb  — sp)  = 

Sb  : sb,  d.  h. 

die  vier  Punkte  S , a,  s,  b und  demnach  auch  die  vier  Strahlen 
CSX  Cax  Cs , Cb  sind  harmonisch;  und  da  das  Nämliche  von  den 
vier  Strahlen  CS , Cp,  Cs,  Cq  gilt,  weil  Cq  ||  Sp  und  Sp  = sp ; 
da  ferner  zur  Bestimmung  der  Strahlen  Cp  und  Cq  der  Punkt  C 
und  die  blosse  Richtung  der  Asymptoten  binreicheu,  und  da  die 
Lage  zweier  Strahlen  CS,  Cs  vollkommen  bestimmt  ist,  wenn  sie 
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mit  jedem  von  zwei  gegebenen  Linienpaaren  harmonisch  sind,  so 

erhalten  wir  den  ' - 

• • 11  ’ . . . ' ' , Satz  i.  ;;  . ’•  * ' ' 

Die  Mittelpunkte  aller  Hyperbeln,  welche  zwei  ge- 
gebene. Gerade  berühren  und  nach  denselben  zwei  un- 
endlich-entfernten Punkten  gehen,  gehören  einem  Sy-  ' 
steme  von  zwei  geraden  Linien  an,  weiche  sowohl  mit 
den  beiden  gegebenen,  als  mit  den,  von  ihrem  Durch- 
schnitte nach  den  un end lich-eu tfer nten  Punkten  gehen- 
den Geraden  harmonisch  sind. 

Wir  können  das  in  Hede,  stehende  System  zweier  Geraden 
leicht  vermittelst  des  blossen  Lineals  und  eines  festen  Kreises  con- 
struiren.  Sind  nämlich  (Taf.  IV.  Fig.  2.)  die  Linienpaare  Ca,  Cax 
und  Cb , Cbl  gegeben,  und  ist  eine  beliebige  Gerade  A gezogen, 
welche  von  ihnen  in  den  entsprechenden  Punkten  a,  ; 0, bx  ge- 
schnitten wird,  so  verbinde  man  diese  Punkte  mit  einem  beliebigen 
Punkte  B des  Hülfskreises  durch  die  Geraden  a , at,  b,  bx,  welche 
ihn  zum  zweitenmal  in  den  entsprechenden  Punkten  «.  ß,  ßy 
schneiden;  ziehe  sofort  die  Geraden  aß  und  ct,ßx  oder  b°  und  b'Q, 
welche  sich  im  Punkte  a0,  und  die  Geraden  aßx  und  a,ß  oder  b°  x 
und  bQ,  welche  sich  im  Punkte  ß0  kreuzen;  ziehe  endlich  die  Ge- 
rade u0ß0 , die  dem  Kreise  in  den  Punkten  y und  y,  begegnet,  und 
verbinde  die  letzteren  mit  B durch  zwei  Gerade  c und  cx,  welche 
die  Gerade  A in  den  gleichnamigen  Punkten  schneiden.  Zuletzt 
ziehe  man  die  Geraden  Cc  und  Ccx,  so  sind  dieselben  sowohl  mit 
Ca,  Cat , als  mit  Cb , Cbx  harmonisch. 

Denn  zieht  man  noch  die  Geraden  «y,  ayx  und  a,y,  a,yt  oder 
c° , c°,  und  c0,  c'0,  so  sind  der  Reihe  nach  folgende  Doppelver- 
hältnisse einander  gleich:  ' ' 

>•<  v v<  > . ..  •*  > 1 > 

hc  hxc  sin  . bc  sin  ♦ hxc  sin  . b°c°  sin.  b°xc° 

bcx  bxcx  sin  . bcx  * sin  . bxcx  sih.i°c°,  * sin.A®!«?0, 

ce0y  t ß0y  sin  . b‘0c0  # sin  . b0c0  sin  . hxc  # sin  . bc 

«o/ 1 ß»Yv  slp  . b’0c’0  * sin  ; b0c  0 sin  . bxcx  ’ sin  . bcx 

r » * » 

b xc  ßc  ■ 

b , bc  j * ' • 1 * * 

oder  mit  Worten:  Es  sind  der  Reihe  nach  die  Gerade  A , die 
Strahlbüschel  B , «,  die  Gerade  aoß0 , die  Strahlbüschel  B , und 

die  Gerade  A in  Ansehung  der  entsprechenden  Elemente  b , c, 

^i>  cii  ci  5 c°»  n . ®o»  C„ , 

bQ, c'oS  bx , c , b , cx ; bx , c,  b , cx  projektivisch;  folglich  ist  auch 
die  Gerade  A mit  sich  selber  in  Ansehung  der  entsprechenden 
Punkte  b,  c , bx,  cx  uud  bx,  c , b,  cx  projektivisch;  also  bc  : bcx 
z=.bxc  : bxcx)  und  ebenso  zeigt  man,  dass  ac  : acx  =zaxc  : axcx, 
woraus,  folgt,  dass  auch  die  Strahlbüschel  Cb,  Cc,  Cbx,  Ccx  und 
Ca,  Cc,  Cax,  Ccx  beide  harmonisch  sind.  (Vgl.  Stein er’s  Abh. 
geom.  Gest.  $.  17.  II., v §.  46.  III.  und  Geometrische  Kon- 
struktionen §.  20.,  Aufg.  4.). 

Für  den  Fall  der  gleichseitigen  Hyperbel  ist  der  Asymptoten- 
Winkel  ein  rechter,  folglich  (rlvuf.  IV.  Fig.  1.)  Cp  senkrecht  auf 
8p  und  W.  SCpz=z  W.  sCp\  also:  • «i  •- • . 

* 15* 
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Satz  2.  • _ . 

Die  Mittelpunkte  alPer  gleichseitigen  Hyperbeln, 
welche  zwei  gegebene  Gerade  berühren  und  deren 
Asymptoten  einerlei  Richtungen  haben,  gehören  einein 
Systeme  von  zwei  geraden  Linien  an,  welche  mit  den 
beiden  gegebenen  Geraden  harmonisch  sind,  und  mit 
einander  Winkel  bilden,  die  nach  diesen  Richtungen 
hin  gehälftet  werden. 

Anmerkung:  Nimmt  man  auf  der  Verlängerung  von  Cp 

einen  Funkt  M so  an,  dass  Mp  ■,  Cp  = ap  . bj>  = Sp2  =r  tft7 , so 
ist  A Mpa  csD  A Cpb,  und  [\Mpb  oo  ^Cpa\  also  W.  aMp  — \\.  Cbp 
und  W . aCj>  z=z\\ . Mbp\  folglich  auch  VV.  aib=\X.  ap M = ft, 
und  W.  akb  = W.  ap  C=z  H.  Demnach  ist  M der  Höhenpunkt  des 
Dreieks  Cab.  Ferner  ist  VV.  MSC  ein  rechter,  weil  Mp.Cp~Sp2x 
und  es  ist  MS2  = Mp  . MCr=.  Mk  . Mb.  Beschreibt  man  also 
um  M mit  MS=zM*,  als  Halbmesser,  einen  Kreis,  welcher  Ca 
in  T und  t schneidet,  so  ist  MT2  = Ml2  = Mk  . Mb , also 
W.  MTbzzzW.  Mtb  = H.  Demnach  sind  nicht  nur  CS  uud  C5r, 
sondern  auch  bT  und  bt  Tangenten  dieses  Kreises,  und  jede  Ecke 
des  Dreiecks  Cab.  ist  demzufolge  der  harmonische  Fol  ihrer  Ge* 

feuseite.  Aus  diesem  Grunde  uennen  wir  diesen  Kreis  den  zu 
eoi  Dreiecke  Cab,  (weiches  immer  stumpfwinklig  sein  muss), 
zugehörigen  harmonischen  Kreis. 

f 2.  \ •• 

. i • • i • •.  i.  • . ' 

Denken  wir  uns  jetzt  drei  Gerade  «,  b,  c gegeben und  aus 
ihren  Durchschnitten  A , B,  C drei  beliebige  Parallelen  p , 
gezogen,  so  liegt  nach  dem  Vorigen  der  Mittelpunkt  einer  gleich* 
seitigen  Hyperbel,  welche  die  Geraden  a,  b,  c berührt  und  deren 
eiue  Asymptote  mit  />,  />,,  p2  einerlei  Richtung  hat,  auf  einer  von 
zwei  Geraden  S und  welche  mit." c und  £ harmonisch  sind,  und 
einen  Winkel  einschliessen,  der  von  p gehälftet  wird;  ebenso  aber 
auch  auf  einer  von  zwei  Geraden  Sx  und  und  wieder  auf  einer 
vou  zwei  Geraden  S2  und  s2,  welche  resp.  mit  c und  a,  mit  a und 
b harmonisch  sind  und  mit  einander  Winkel  bilden,  die  von  pn 
von  p2  gehälftet  werden.  Diese  drei  Paar  Geraden  schneiden  sich 
also  in  denselben  viel  Punkten  ff,  ff,,  ff2J  ff,.  Ferner  ist  von  den 
in  Taf.  IV.  Fig.  3.  näher  bezeichnten  Winkeln 

M,  -/uS  und  m,  =/>,«, 

aber  da 

p\\p2  und  W.pS  = W. ps,  \X.p1Stz=zW.pl*l, 

, so  ist 

W.  pS  — W.  ps  — W.pt*  und  XV.pS1  = W. plSl  = 

« 

folglich  ist  W.  SSlz=zW.  m,  uud  es  liegen  demnach  die  vier 
Punkte  ff,  ff,,  ff2,  ff,  auf  dem  (Jmtange  eines  und  desselben  Krei* 
ses.  In  Bezug  auf  diesen  Kreis  aber  sind  offenbar  die  Ecken  4, 
/?,  C des  von  a,  b , c gebildeten  Dreiecks  die  harmonischen  Pole 
ihrer  Gegenseiten;  er  ist  also  der  zu  diesem  Dreiecke  zugehörige 
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harmonische  Kreis  und  daher  von  der  Annahme  der  Parallelen 
Pi  Pu  P%  unabhängig.  Hieraus  ergibt  sich  folgender  merkwürdige 

■r  ...  -1  . < . 1 _ 

Satz  3.  - . 

Die  Mittelpunkte  aller  gleichseitigen  Hyperbeln, 
welche  drei  gegebene  Gerade  berühren,  liegen  auf  dem 
Umfange  eines  einzigen  Kreises,  nämlich  des  harmoni- 
schen Kreises,  welcher  zu  dem  von  den  gegebenen  Ge- 
raden gebildeten  Dreiecke  gehört;,  und  zwar  sind  jede 
vier  Punkte  dieses  Kreises,  weiche  ein  vollständiges 
Viereck  bilden,  dessen  Gegenseiten  mit  den  gegebenen 
Geraden  paarweise  convergiren,  die  Mittelpunkte  sol- 
cher vier  gleichseitigen  Hyperbeln,  welche  einerlei 
Asy mptoten-Rich tung  haben;  und  man  erhält  diese  Rich- 
tung, wenn  man  die  von  den  Gegenseiten  jenes  Vierecks  x 
gebildeten  Winkel  hälftet.  ....  • «, 

Anmerkung:  Im  Obigen  liegt  zugleich  der  Beweis  des  von  ' 

Herrn  Heinen  im  3.  Bande  des  Crelle’schen  Journals  be- 
kannt gemachten  Satzes,  dass  in  einem  Kreisviereck  die  sechs  Li- 
nienpaare,  welche  die  von  den  Gegenseiten  und  von  den  Diagona- 
len gebildeten  Winkelhälften,  drei  zu  drei  parallel  sind. 

. • • 

§«» 

’ '*  •’ A 'J  H ..  • : i ] 

Lassen  wir  zwei  der  so  eben  betrachteten  Geraden  a,  A,  o 
mit  einander  einen  Winkel  von  zwei  Hechten  bilden,  so  fallen  die 
beiden  Punkte,  in  welchen  sie  von  einer  beliebigen  gleichseitigen 
Hyperbel  berührt  werden,  mit  einander  und.  mit  dem  Durchschnitte 
beider  Geraden,  also  mit  einem  gegebenen  Punkte  zusammen.  Fällt 
man  von  diesem  Punkte,  z.  B.  Ar  eine  Senkrechte  auf« die  dritte 
Gerade  «,  und  errichtet  im  Durchschnitte  von  a und  b (oder  c ) 
auf  b (oder  c)  eine  zweite  ’Seukrechte,  so  stellt  der  Durchschnitt 
dieser  beiden  Senkrechten  auch  jetzt  noch  den  Mittelpunkt,  und 
der  Durchschnitt  von  a und  b einen  Punkt  des  §.  1.  uod  §.  2.  be- 
sprochenen Kreises  vor,  und  wir  erhalten,  als  Corollar  des  vori- 
gen, noch  folgenden 

Satz  4. 

Die  Mittelpunkte  aller  gleichseitigen  Hyperbeln, 
welche  zwei  gegebene  Gerade  und  zwar  die  eine  tu 
einem  gegebenen  Punkte  berübreu,  liegen  auf  dem  Um- 
fange eines  einzigen  Kreises,  welcher  die  letztere  im 
Durchschnitte  beider  Geraden  berührt,  und  dessen  Mit- 
telpunkt auf  derjenigen  Senkrechten  liegt,  welche  aus 
dem  auf  der  einen  gegebenen  Punkte  auf  die  andere  Ge- 
rade gefällt  wird.  ' 

•..«§.  4. 

Die  drei  letzteren  Sätze  genügen  nun  zur  Auflösung  folgender 
A ufg  ahen: 

Fine  gleichseitige  Hyperbel  zu  beschreiben,  von 
welcher  man  a ) 2 beliebige  Tangenten  und  eine  Asymp- 
tote; b)  2 beliebige  Tangenten,  den  Berührungspunkt 
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der  einen  und  die  Richtung  einer  Asymptote;  c)  2 Tan- 
genten und  ihre  Berührungspunkte;  d)  oTangeuten  und 
die  Richtung  einer  Asymptote;  e)  3 Tangenten  und  den 
• Berührungspunkt  der  einen;/*)  4 Tangenten  kennt. 

Es  lassen  sich  nämlich  immer  zwei  Oerter  des  Mittelpunktes 
der  gesuchten  Hyperbel,  und  vermittelst  dessen  sodann  Alles  andere 
linden.  Uebrigens  wird  mau  bemerken;  dass  die  Aufgaben  «),  b) 
und  d)  nur  besondere  Fälle  der  schon  gelösten  allgemeineren  sind: 
a)  einen  Kegelschnitt  zu  beschreiben,  von  welchem  man  eineo 
Punkt,  drei  beliebige  Tangenten  und  < den  Berührungspunkt  der 
einen;  b)  2 Punkte,  2 beliebige  Tangenten  und  den.  Berührungs- 
punkt der  einen;  d)  2 Punkte  und  3 Tangenten  kennt.  Ferner 
wird  man  fiuden,  dass  nicht  nur  die  Aufguben  c)und/*),  sondern 
auch,  was  sie  selber  nicht  bemerkt  zu  haben  scheinen»  die  Aufgabe 
e)  vermittelst  der  von  deu  Herren  Bri  an chon  und  Poncelet  ent- 
deckten Sätze  aufgelöst  werden  können.  Bilden  nämlich  zwei  Seiten 
eines  um  eine  gleichseitige  Hyperbel  beschriebenen  Vierseits  mit 
einander  einen  lVinkel  von  zwei  Rechten,  so.  erhält  man,  wie  sehr 
leicht  einzusehen,  als  Zusatz  zu 'dem  oben  unter  e angeführten 
Satze  noch  den  folgenden: 

• ■ •!  ' ' ! i < • . ’ f t / :<•» ifeJ. 

Satz  5. 

Die  Mittelpunkte  derjenigen  gleichseitigen  Hyper- 
beln, welche  drei  gegebene  Gerade,  und  zwar  die  eine 
in  einem  gegebenen  Punkte  berühren,  liegen  auf  dem 
Umfange  desjenigen  Kreises,  welcher  die  Verbindungs- 
linie des  gegebenen  Punktes  und  des  Durchschnittes  der 
beiden  andern  Geraden  in  dem  ersteren  Punkte  be- 
rührt, und  die  dritte  Gerade  zum  zweitenmal  in  einem 
Punk'te  schneidet,  welcher  zu  ihren  Durchschnittspunk- 
ten  mit  den  beiden  andern  Geraden  und  zu  dem  gegebe- 
nen Berührungspunkte  der  vierte  harmonische,  und 
zwar  dem  letztem  zugeordnete  Punkt  ist. 

Und  auf  ähnliche  Weise  Hessen  sich  aus  den  Lehrsätzen  f und 
g noch  folgende  berleiteu  : 

Satz  6. 

Der  Mittelpunkt  derjenigen  gleichseitigen  Hyper- 
bel, welche  durch  drei  gegebene  Punkte  geht  und  in 
einem  derselben  eine  gegebene  Gerade  berührt,  liegt 
auf  dem  Umfange  eines  Kreises,  welcher  den  letzteren 
Punkt  und  den  Durchschnitt  der  gegebenen  Geraden  mit 
der  Verbindungslinie  der  beiden  andern  Punkte  ent- 
hält, und  diejenige  Gerade  berührt,  welche  zu  den  Ver- 
bindungslinien des  einen  mit  den  beiden  anderen  ge-  • 
geheneu  Punkten  und  zu  der  gegebenen  Geraden  der 
vierte  harmonische,  und  zwar  der  letzteren  zugeord- 
uete  Strahl  ist. 


Satz  7. 

Die  Mittelpunkte  aller  gleichseitigen  Hyperbeln, 
welche  durch  zwei  gegebene  Punkte  gehen,  und  in 
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einem  derselben  eine  gegebene  Gerade  berühren,  lie- 

fen  auf  dem  Umfange  eines  einzigen  Kreises,  welcher 
urch  den  gegebenen  Berührungspunkt,  durch  denFuss- 
punkt  der,  von  dem  andern  gegebenen  Punkte  auf  die 
gegebene  Gerade  gefällten  Senkrechten  und  durch  die 
Mitte  des  Abstandes  der  beiden  gegebenen  Punkte  von 
e i n a n d e r sr  e h t.  ? t ' 


t r*  J *5 


Endlich  dürfen  wir  nicht  übersehen,  dass  in  den  Aufgaben/*), 
c)  und  c ) einer  der  Kreise,  der  zur  Bestimmung  des  Mittelpunktes 
der  gesuchten  Kurve  dient,  sich  durch  eiue  Gerade  ersetzen  lässt. 
Denn  nuch  dem  bekannten  Newton’schcn  Satze  liegen  „die  Mittel- 
punkte aller  Kegelschnitte,  welche  vier  gegebene  Gerade  berüh- 
ren, auf  derjenigen  geraden  Linie,  welche  die  drei  Diagonalen 
„des  von  jenen  gebildeteu  vollständigen  Vierscits  hälftet;“  und 
demzufolge  „die  Mittelpunkte  aller  Kegelschnitte,  welche  drei  ge- 
gebene Gerade,  und  zwar  die  eiue  iu  einem  gegebenen  Punkte 
„berühren,  auf  derjenigen  geraden  Linie,  welche  die  letztere  Ge- 
rade und  den  Abstand  des  gegebenen  Punktes  vom  Durchschnitte 
„der  beiden  anderen  gegebenen  Geradcu  hälftet;“  und  endlich 
„die  Mittelpunkte  uller  Kegelschnitte,  welche  zwei  gegebene  Ge- 
rade in  zwei  gegebenen  Punkten  berühren,  auf  derjeuigen  gera- 
„dcu  Linie,  welche  den  Durchschnitt  der  gegebenen  Geraden  mit 
„dem  Mittelpunkte  des  Abstandes  der  gegebenen  Punkte  von  ein- 
ander verbindet.“ 

t;  ; Af.  t . Ui;':  y i>  *I  /.  . 

; Anmerkung  1,.  .Vier  beliebige  Gerade  bilden  vier  Dreiecke; 


also  liegen  die  Mittelpunkte  der  gleichseitigen  Hyperbeln,  welche 
diese  vier  Geraden  berühren , nach  Satz  3.  auf  den  Umfängen  der 
vier,  diesen  Dreiecken  zugehörigen  harmonischen  Kreise.  Verbin- 
den wir  hiermit  den  Lehrsatz  e uud  deu,  Xewton’seheu  Satz,  so 
ergibt  sich: 


> l*Vl  l i 


-■  * »>  Satz  S.  < 

> 

Die  vier  harmonischen  Krejfse^  welche  zu  den  von 
vier  beliebigen  Geraden  gebildeten  Dreiecken  gehören, 
sowie  derjenige  Kreis,  welcher  die  Durchschnitte  der 
Diagonalen  des  von  diesen  vier  Geraden  gebildeten 
vollständigen’ Vierscits  enthält,  haben  diejenige  Ge- 
rade, welche  diese  drei  Diagonalen  hälftet,  zur  gemein- 
schaftlichen Sekante. 

Zugleich  begegnen  wir  hier,  zunächst  für  stumpfwinklige  Drei- 
ecke, dein  von  Herrn  Heinen  an  der  schon  angeführten  Stelle  be- 
wiesenen Satze: 

Satz  9. 

Die  Höhenpunkte  der  vier  Dreiecke,  welche  von  vier 
beliebigen  Geraden  gebildet  werden,  liegen  iu  einer 
geraden  Linie. 

Anmerkung  2.  Die  Aufgaben  e)  uud  c)  führen  zu  ähnlichen 
Sätzen,  als  die  vorigen,  von  denen  sie  im  Grunde  nur  besondere 
Fälle  sind. 

’*  ■ ' # 

Anmerkung  3.<  Aus  §.  1.  Anmerk,  uud  §.  2.  ergibt  sich 
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Satz  10. 

Konstruirt  mao  die  vier  harmonischen  Kreise  A,  B , 
C,  D , welche  resp.  zu  den,  von  vier  beliebigen  Geraden 
a,  b,  c,  d gebildeten  (stumpfwinkligen)  Dreiecken  bcd,  acd , 
abd,  abc  gehören,  und  zieht  aus  den  Ecken  ab,  ac,  bc 
eines  beliebigen  dieser  Dreiecke  an  die  zu  den  drei  an- 
deren gehörigen  harmonischen  Kreise  C , B , A (wo  mög- 
lich) drei  Tangentenpaare,  so  schneiden  sich  diese  letz- 
teren gegenseitig  in  vier  Punkten,  und  diese  vier 
Punkte  liegen  auf  dem  Umfange  des  zum  erstereu  Drei- 
ecke abc  zugehörigen  harmonischen  Kreises  D . 

M.  • 

Durch  den  3ten  Satz  werden  wir  auch  noch  in  den  Stand  ge- 
setzt, für  den  Fall,  wenn  drei  Tangenten  und  ein  beliebiger  Punkt 
einer  gleichseitigen  Hyperbel  gegeben  sind  — eine  Aufgabe,  welche 
in  der  genannten  Abhandlung  ganz  unerledigt  geblieben  ist  — 
einen  Kreis  zu  zeichnen , welcher  den  Mittelpunkt  derselben  ent- 
hält. Es  ist  mir  aber  nicht  gelungen,  einen  andern  zweiten  Ort 
dieses  Mittelpunktes  zu  entdecken,  als  denjenigen  Kegelschnitt, 
welcher  die  Mittelpunkte  aller  Kegelschnitte  enthält,  die  3 gege- 
bene Gerade  berühren  und  durch  einen  gegebenen  Punkt  gehen. 
(Siehe  Annales  de  Math.  tom.  XI.  pag.  385 — 389). 

Was  endlich  den  Fall  betrifft,  wenn  von  einer  gleichseitigen 
Hyperbel  zwei  Tangenten  und  zwei  beliebige  Punkte  gegeben  siud, 
.so  sehe  ich  mich  genöthigt,  denselben  einer  besondern  Untersuchung 
zu  unterwerfen,  weil  sich  hier  in  die  Abhandlung  der  Herren  Brian- 
chon und  Poncelet  eine  Unrichtigkeit  eingeschlichen  hat,  welche 
durch  Herrn  Gergonne  selbst  noch  verschlimmert  worden  ist. 

Erstere  behaupten  nämlich  p.  218  ohne  Beweis,  dass  „die  Mit- 
telpunkte aller  gleichseitigen  Hyperbeln,  wTelcbe  zwei  gegebene 
„Tangenten  berühren  un<^  durch  zwei  gegebene  Punkte  gehen*  auf 
,, einem  e i n z i g e u/  Krcisutnntnge  liegen;“  und  hiermit  übereinstim- 
mend pag.  219:  „(lass  die  Mittelpunkte  aller  Kegelschnitte,  welche 
„zwei  gegebene  Gerade  berühren  und  durch  zwei  gegebene  Punkte 
„gelten^  i^uf  einem  andern  Kegelschnitte  liegen,  welcher  den  Durch- 
schnitt der  beiden  gegebenen  Geraden,  den  Mittelpunkt  des  Ab- 
„Standes  der  beiden  gegebenen  Punkte  uud  den  Mittelpunkt  des 
„durch  die  ersteren  auf  der  Verbindungslinie  der  letzteren  bestimm- 
ten Segmentes  enthält.“ 

Dagegen  kommt  Herr  Gergonne  in  demselben  Bande  pag.  393 
durch  analytische  Betrachtungen  zu  dem  Resultate,  dass  der  letz- 
tere Ort  weder  ein  Kegelschnitt,  noch  ein  System  von 
Kegelschnitten,  sondern  eine  Curve  vom  4ten  Grade  sei.  — 
Wir  werden  sehen,,  dass  im  ersten  Satze  ein  System  von  zwei 
Kreisen,  und  im  letzten  allerdings  ein  System  von  zwei  Kegel- 
schnitten zu  setzen  ist,  was,  soviel  ich  weiss,  noch  nicht  synthe- 
tisch bew  iesen  worden  ist,  und  eine  passende  Gelegenheit  durbietet, 
die  Vorzüge  der  Steiuer’schen  Methode  an  einem  Beispiele  zu 
zeigen. 

Es  seien  .(Taf.  IV.  Fig.  4.)  B , /?,,  a , b vier  beliebige  Punkte 
eines  Kegelschnittes,  Bd , B xc  die  Tangenten  in  B , //,,  welche 
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von  der  Geraden  ab  in  den  Punkten  d,  c geschnitten  werden; 
ferner  seien  die  Geraden  Ba,  ßb,  Bxa,  Bxb  gezogen:  so  sind, 
nach.  Stein  er ’s  Abh.  geom.  Gest.  Th  eil  1.  §.  38.111.  die  Strahl» 
büsckel  B und  /?,  in  Ansehung  der  entsprechenden  Strahlen  Ba , 
Bb,  Bd,  BBX  und  B xa,  Bxb , BXB , ßxc  projectivisch;  das 
erstere  aber  ist  mit  der  Geraden  ab  in  Ansehung  der  entsprechen- 
den Elemente  Ba , Bb , Bd.  BBX  und  a,  b,  d,  /*;  und  das  zweite 
mit  derselben  Geraden  in  Ansehung  der  entsprechenden  Elemente 
Bxa,  Bxb,  BXB,  B xc  und  a,b,f,  c perspektivisch;  also  ist  diese 
Gerade  mit  sich  selber  in  Ansehung  der  entsprechenden  Punkte 
a,  b , d,  f und  a , b,  f,  c projektivisch ; (Abh.  ge  o m.  Gest.  §.  11. 
III.)  d.  h. 


ad  af_ qf  ac 

bd1  /{f—  bf‘‘  bc 


, . af * ad  . ac 
oder  W = TdJTc' 


and 


also  auch 


ab  ad ab  qf  . af cf.  ad 

fb'  fd~~  Tb'  qf  0d€r  bf—  df.  cb * 


: 

w*  .. 


da  . db 
ca  . cb' 


•j 


Sind  also  die  Punkte  a,  b und  die  Tangenten  Bd,  ßxc  gegeben, 
so  sind  die  Verhältnisse  und  und  somit  der  Punkt  f gege- 
ben. Offenbar  aber  gibt  es  auf  ab  zwei  solche  Punkte,  nämlich  f 
und  fx , wovon  der  eine  auf  ab  seihst  und  der  andere  auf  ihrer 
Verlängerung  liegt,  und  es  ist 

Wl  d cf~~  ITi 

Also  hat  man  den 

• / 

. • . / * 

Satz  11. 

Die  Berührungssehnen  aller  Kegel  schnitte,  welche 
zwei  gegebene  Gerade  berühren,  und  durch  zwei  gege- 
bene Punkte  gehen,  convergiren  in  dem  einen  oder  dem 
anderen  von  zwei  festen  Punkten,  w eiche  sowohl  mit 
den-  beiden  gegebenen  Punkten,  als  mit  den  Durch- 
schnitten der  Verbindungslinie  dieser  letzteren  und  det 
beiden  gegebenen  Geraden  harmonisch  sind. 

Verbinden  wir  jetzt  die  Punkte  f und  fx  mit  dem  Durch- 
schnitte A der  beiden  Tangenten  durch  die  Geraden  Af  und  Afv, 
so  ist  jede  der  letzteren  die  harmonische  Polare  des  Punktes  f,  fx , 
welcher  der  anderen  angebört,  und  zwar  in  Bezug  auf  alle' Kegel- 
schnitte, deren  Berührungssehnen  durch  diesen  Punkt  gehen.  Wir 
können  also  hier  den  obigen  Lehrsatz  c.  in  Anwendung  bringen. 
Legt  man  nämlich  durch  die  Mitte  m der  Sehne  ab  j.  B.  mit  Afx 
eine  Parallele,  und  durch  den  Punkt/*  mit  ab  eine  andere  Paral- 
lele — , so  liegen  die  Mittelpunkte  aller  gleichseitigen  Hyperbeln, 
welche  die  Punkte  a und  b enthalten  und  die  Geraden  Ac  und  Ad 
berühren,  und  zwar  so,  dass  die  Berührungssehne  durch  den  Punkt 
f geht,  auf  dem  Umfange  desjenigen  Kftnses,  welcher  die  Punkte 


/ 
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m,  f und  den  Durchschnitt  beider  Parallelen  enthält,  d.  li.  hier,  wo 
die  eine  Parallele  mit  ab  zusammenfällt  — welcher  die  andere  Pa- 
rallele im  Punkte  m berührt.  . 

i • * 

\ 

' Satz  12. 

Die  Mittelpunkte  aller  gleichseitigen  Hyperbeln, 
welche  zwei  gegebene  Gerade  berühren  und  durch  zwei 
gegebene  Punkte  gehen,  sind  auf  die  üm fange  zweier 
Kreise  vertheilt,  welche  1)  sich  im  Mittelpunkte  des  Ab- 
standes der  gegebenen  Punkte  von  einander  schneiden; 
welche  2)  dieselbe  Linie  zum  andern  mul  in  zwei  Punk- 
ten treffen,  die  sowohl  mit  den  gegebenen  Punkten  als 
mit  den  Durchschnitten  ihrer  Verbindungslinie  und  der 
gegebenen  Geraden  harmonisch  sind,  und  deren  jeder 
3)  im  erstereu  Punkte  eine  Gerade  berührt,  welche  mit 
der  Verbindungslinie  des  ihm  von  den  beiden  letzteren 
nicht  ungehörigen  Punktes  und  des  gegenseitigen  Durch- 
schnittes der  gegebenen  Geraden  paruilel  läuft. 

Um  nun  auch  den  zweiten  Theil  unserer  Behauptung  zu  be- 
weisen, so  ist  zunächst  klar,  dass  die  Gerade  Ak,  welche  A mit 
der  Mitte  der  Sehne  BBX  verbindet , nach  dem  Mittelpunkte  des 
Kegelschnittes  gerichtet  ist,  welcher  Ad,  Ac  in  B , B , berührt. 

» Legen  wir  ferner  durch  einen  der  letzteren  Punkte,  z.  II.  B,, 
mit  ab  eine  Parallele  B xp,  ziehen  Bb  (oder  Ba ),  welche  Bxp  in 
p schneidet,  ferner  durch  einen  der  Punkte  f,  fx,  z.  B.  f,  die  Ge- 
rade fp , welche  Ad  in  r,  und  sofort  ar,  welche  B ,p  in  q schnei- 
det: so  liegen  iin  Fünfecke  BxBbaq  die  Durchschnitte  f uud  p 
der  Gegenseiten  BXB  und  ab,  ßxq  und  Bb  mit  dem  Punkte  r, 
wo  die  fünfte  Seite  aq  von  der  durch  ihre  Gegeuecke  B gehenden 
Geraden  Bd  geschnitten  wird,  in  einer  Geraden;  also  ist,  nach 
Abh.  geom.  Gest.  §.  42.  H,  dieses  Fünfeck  einen»  Kegelschnitie 
eingeschrieben,  welcher  Ad  in  B — sowie,  weil  BBX  durch  f 
geht,  Ac  in  Bx  — berührt.  Verbinden  wir  also  die  Mittelpunkte 
m und  i der  Sehnen  ab  und  B xq,  oder,  was  einerlei  ist,  den  einen 
m mit  dem  Durchschuitte  s von  Bxb  und  aq,  durch  die  Gerade 
msi,  so  geht  auch  diese  letztere  nach  dem  Mittelpunkte  des  Kegel- 
schnittes BB,ab.  Folglich  liegt  dieser  Punkt  im  Durchschnitte  . 
der  Geraden  An  und  mal. 

Nachdem  wir  jetzt  noch  die  Gerade  Ak  parallel  mit  BB  . ge- 
zogen, so  dass  Ak,  Ac,  An,  Ad  einen  harmonischen  Büschel  bil- 
den: denken  wir  uns  die  Berührungssehne  BBX  um  den  festen 
Punkt  f gedreht  und  hiemit  die  ganze  Figur  unter  den  angegebe- 
nen Bedingungen  in  Bewegung  gesetzt,  so  bilden  die  Geraden  fB , 
Ak,  Au,  B ,q,  fp,  bB,"bB ,,  aa,  aBx,  aB,  ms  um  die  ent- 
sprechenden festen  Punkte  f,  A , A , den  unendlich -entfernten 
Punkt  auf  ab,  f “ b,  b,  a,  a,  a , m eben  so  viele  Sttahl büschcl, 
welche  wir,  um  die  Figur  nicht  zu  überladen,  durch  die  erzeugen- 
den Geraden  selber  bezeichnen  können. 

Nun  sindf  die  Strahlbüschel  fB  und  Ak  projektivisch-  gleich, 
und  die  Strahlbüschel  Ak  uud  An  sind  ebenfalls  projektivisch  °). 
Denn  cs  ist  ■ ...  * ,.  . 


®)  Und  zwar  bilden  sie  ein  lnvolutions  - System.  Setzt  man  an  die  Stelle 
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sin  . BAn  sin  . BAk  ^ sin  . BAnx  sin  . BAkx 

sin  . BxAn  sin  . B xAk  sin  . BxAnx  sin  . B ,Akx 

I 


wenn  Anx  und  Akx  zwei  ähnliche  Gerade,  wie  An  und  Ak  be- 
zeichnen; als»  ist  auch 


ff  • s ' r \r‘ 

sin  . BAn  sin  . BAn , «»«  . BAk 

• • * . — , . _ • 

sin  • BxAn  ' sin  , B , An  x siu  * BxAk' 


sin  . BAkx 

sin„  BxAJcx 

■'  > > *♦; 


: I 


Folglich  sind  die  Strahlbüschel  fB  und  An  projektivisch. 

Ferner  lifegt  der  Strählbüschel  fB  sowohl  mit  bBx  und  B xq, 
als  mit  bB  perspektivisch.  Folglich  sind  die  Strahlbüschel  B xq 
und  bB  projektivisch , und  zwar  perspektivisch,  weil,  wenn  B xq 
mit  ab  zusammeufällt,  dasselbe  auch  von  bB  gilt.  (§.  14).  Dess- 
halb  liegen  auch  die  Strahlbiischel  B xq  Und  fp  perspektivisch,  in- 
dem p eine  Gerade  beschreibt,  und  da  auch  die  Strahlbüschel  fp 
und  aq  wegen  des  perspektivischen  Durchschnittes  Ad  projektivisch 
sind,  so  sind  der  Reihe  nach  die  Strahlbüschel  fB,  bB ,,  Bxq  fp, 
aq,  also  auch  bB x mit  aq,  und  beide  mit  fB  projektivisch.  Fällt 
aber  bBx , so  fällt  auch  aq  mit  ab  zusammen  ;>  also  beschreibt  der 
Punkt  g:  eine  gerade  Linie,,  und  nun  sind  der  Reihe  nach  die 
Strahlbüschel  ms,  bßx,  fß,  An,  also  auch  ms  mit  An  projekti- 
visch.  Also  beschreibt,  nach  Abh.  geojp.  Gest.  §.  38.  IV.,  der 
Durchschnitt  M dieser  Geraden  einen  Kegelschnitt,  der  durch  m , 
A und  die  Mitte  von  de  geht.  • . ....  r , .. 


Satz  13. 

Die  Mittelpunkte  aller  Kegelschnitte,  welche  zwei 
gegebene  Gerade  berühren  und  durch  zwei  gegebene 
Punkte  gehen,  sind  auf  die  Umfänge  zweier  Kegel- 
schnitte  vertheilt,  welche  mit  einander  den  Durchschnitt 
der  gegebenen  Geraden,  die  Mitte  des  Abstandes  der 
gegebenen  Punkte  und  die  Mitte  des  Segmentes,  das 
aut  dieser  Linie  durch  jene  Geraden  bestimmt  wird,  ge- 
rn e i fl  haben;  und  zwar  ist  der  eine  oder  der  andere  die- 
ser zwei  Kegelschnitte  zu  verstehen,  je  nachdem  die 
jedesmalige  Berührungssehne  zwischen  den  gegebenen 
Punkten  hindurchgeht,  oder  nicht. 


’ • •*  i 

des  Systems  zweier  Geraden  Ac%  Ad  einen  beliebigen  Kegelschnitt,  so 
sind  auch  jetzt  noch  die  Strahlbüschel  fB,  Ak  und  An  der  Reihe  nach 
projektivisch;  also  beschreibt  der  Punkt  n einen  Kegelschnitt,  welcher 
durch  den  beliebig  angenommenen  festen  Punkt  f und  durch  den  Mit- 
telpunkt  A des  ersteren  geht.  Soviel  als  gelegentliche  Bemerkung  zu 
Seite  422  des  2ten  Theiles  des  Archivs. 


v.  i 


l 
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XXVI. 

Ueber  die  hohem  Differentiale  der  Function 

. yz=zVa2 — b2x2. 

• • 

, ' , * . • . • i ' . # * * 

Von 

dem  Herausgeber. 


- . \ - . ; • * * . * ' ' * * i;  * v* 

Um  die  Begriffe  zu  fixiren,  nehmen  wir  an,  dass 
eine  positive  Grösse  sein  soll,  so  dass  y reeft  ist..  Ferner  nehmen 
wir  an,  dass  in  der  Gleichung  i . . 


\Za%  — Tj 


ie  Quadratwurzel  positiv  genommen  werden  und  a eine  positive 
Irösse  sein  soll.  Unter  dieser  Voraussetzung  können  wir 

....  lS  y = «^/i 


b*x* 


setzen,  und  da  nun  nach  dem  Vorhergehenden 

i. 


t o 


• Ä»ar«  ==#»(! 

• * I • »«  * ' i 


x ^ 

also  auch  1 j-  eine  positive  Grösse  ist,  so  kann 

t ® * 

hx  . /a  • • ' ’f 

— = sin  (y 
a 

Sesetzt  und  0 zwischen  — \n  und  -+-|3T  genommen  werden,  wo 
ann  cos  0 stets  eine  positive  Grösse  ist.  Dies  vorausgesetzt,  ist 

i i\  • * 


nach  dem  Obigen 
Aus  der  Gleichung 


y = a cos  0. 


’ • za  b* 
sin  0 — — 

a 


folgt,  wenn  man  nach  x differentiirt, 
d sin  ö d sin  B dB 


da 7 


~ dB  b 

dB  ’ dx  C0S  dx  " ’ 


und  folglich 


dB  h 

— = — cos  0— *. 
dx  a 


Digitized  by  Google 


I 


% . 


237 


Aus  der  Gleichung 

y — a cos  0 
erhält  man  durch  Differentiation  nach  x 


> A • 


dy_ 

dx 


d cos  B dB  . « dB 

a tx  -•  -r  = -«sm  0 -r-% 


dB  ' dx—  dx 

und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden 

— — £ cos  0— 1 sin  0 = — h tang  0. 

\ . 

Differentiirt  man  von  Neuem  nach  x,  so  erhält  man 

tm.  ) . ' . . ' ' 

d2y  ~ d sin  B dB  , ~ d cos  B dB 

d£i=-6  cos  @~l  ~dS~-  + Ä cos  O-«  »in  0 — rfä— • fr 

• Ti  • “ ..  > *•  " < 

— — o — 6 cos  0— 2 sin  0 ^ * a 

= cos  0—1 1 — — cos  0~*  sin  0* 

ff  ■ a ■■■  ■ 


»/ 


> 

= cos  0— *(cos  ©*-4-sin  0*)  = «— — cos  0~*.  _ 

Mittelst  neuer  Differentiation  nach  x erhält  man  v 


d'y  U2  d 

= — cos  0~*  — 

i } -v*'  ... 


d cos  B dB 


• 1 1 ✓ tl  • • ~ , ; — 


a JA*  n n rfö 

• — cos  0—*  sin  0 -j— 

ff  dx 


.1  ‘v>  . 


■ r:  ■ 

= — cos  '0—s  sin  0.  * 

a2 

*• .k»v 


'*A 

‘ ,\ 


1 * •*  , ♦ . *J  /»*♦»/*;••/ 

Differentiirt  man  nun  wieder  nach  ^r,  so  ergiebt  sich 

3A*  _ </  sin  O dO  , 15A*  cos  <9  rf9 

^ cos 0-5  — — . _+  — cos sin  0 ^ 


rf<9  <£r 


. rf<9  dx 


3Ä*  de  15Ä*  de 

— — -r  COS  0 -*  ^ cos  0-6  sin  0*  ^ 


3£«  lM4  n * • /■», 

= r cos  0—5 — cos  0— 7 sin  0* 

.ff*  .ff* 

1 - - ! i,  • • V 


6* 


=: j-  cos  0— 7(3cos  ©*-4-15sin  0*) 


7 cos  0—7(3 -1- 12sin  0*). 


Hieraus  ergiebt  sich  durch  neue  Differentiation  nach  x '■* 
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d'y  24/>4  ^ ^ d sin  O dO 

— = cos  ©~T  sin  © — g-  • 


£ cos  ©-»(3+  12sin  ©*)  ~ 

= — cos  (y~7  sin  0 

a’ 


7/>s 


— cos  0—9  sin  0(3  + 12sin  ©*) 


^5  > 


= — cos  0—9  sin  0(24cos  0*+21  + 84sin  0*) 


äs 


= cos  0-9  sin  0(45-|-6O  sin  0*). 

<\  , * . * • 


' * ^ i 

Durch  fernere  Differentiation  nach  oc  erhält  man  hieraus 

di 
dx 


~ cos  0-9(45  cos  0-4-180  sin  0*  cos  0)  ^ 


— cos  0— 10  sin  ©*(45  + 60  sin  ©*)  d& 


dx 


h* 


= — — cos  0-9(45-1-180  sin  ©2) 

— cos  0- 11  sin  ©*(45-4-60  sin  0*) 


a 

b* 


V ' 


= cos  0-11(45  cos  0*  -f-  180  sin  0*  cos  0* 


.*  . . -1-405  sin  ©*  + 540  sin  ©♦) 


= — cos  0—11(45-1-540  sin  0*+36O  sin  ©4). 

* .c)  >.  K 

Differcntiirt  man  von  Neuem  nach  x,  so  erhält  man 

‘j  i • ■ ■.  '•  * ■ * •*  1 ■ ’•  • jn 

*jj — =s  — ^7  cos  0—n(lO8O  sin  © cos  0-1-  1440  sin  0*  cos  0)  ^ 


~ i * 


4M 


-_1M!  C08  0-12  sin  0(45-4-540  sin  ©*  + 360  sin  04)  d° 

. r\\ . 


— \ cos  0-11(1080  sin  © + 1440  sin  03) 


* X ' * • * | c.  ^ “ \ ' 


dx 


11 A* 


^7-  cos  0—1*  sin  0(45  + 540  sin  0*  + 360  sin  04) 


— — —j  cos  0—1*  sin  0(1.080  cos  0*  -4-1440  sin  ©*  cos  0* 

495  + 5940  sin  ©*  + 3960  sin  0«) 


__  _ C08  0-13  sin  0(1575  + 6300  sin  0*  + 2520  sin  04). 

U ' I ‘ v.T»  »•<<•  r ; . ■ 
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Um  das  Gesetz,  welchem  die  gefundenen  Ausdrücke  unter* 
worfen  sind,  besser  übersehen  zu  können,  wollen  wil*  dieselben  im 
Folgenden  nochmals  zusammcnstellen:  • m . 

y=za  cos  0 


I v.’  i- 


äy  b'  „ 

= cos  0-1  Sln  0 


*V 


\»1  * 

\ i*. 


d*y  . Ä» 

TZ I = «“»  0-1 


dx 

dly 


al 

b1 


dx'z=z~“äZ  cos  sin  • 3 • 

d*u  h 4 ' \ 

= — ^7  cos  0~7(3  4- 12  sin  0») 

>/5«/  As  » < 

= -*>  cos  0—9  sin  0(45  4-  60  sin  0*) 

•jr—  = — cos  0— 1i(454-540  sin  024-36O  sin  04) 

S ...  ' / 

= — cos  0-1«  sin  0(15754-6300  sin  0*4-2520  sin  04). 

* •*  r 

Hieraus  schliesst  man  sogleich  durch  Induction,  dass  allgemein 

^ x:> 

= — ^(“)2n~1  cos  0-(4n-1){^fo  4-^1,  sin  0* 


I . 


• «■  Vi 


\ • - 


. I 


4-  X sin  0* 
2 « 

4-  As  sin  ©• 


u.  s.  w. 

, -‘Ojih  ,*  -i  ■ . 3« 

4-  -dfn_i  sin  02«— 2/ 

• * < o 

und  w;,. 

-,A.  _ 2/J-4-1  2n-+-l 

^+1  = ~ ä(^*)2ä  cos  0-(4/,***O  sin  0{^o  4-  sin  0* 


n 

* «i**  •»:.  . , i- 


t. 

i 


> ! -j~* 


2/i-f-l 

4--^*  sin  04 
2n-4-l 

4--^,  sin  0° 

''"ti'w-I,'1;.  • U.  &•  XV. 

2n+l 

-\rAn— i sin  02«— 2 


ist. 

Um  dieses*  Gesetz  allgemein  zu  beweisen,  und  zugleich  das 
recurrirende  Gesetz  der  in  diesen  Formeln  vorkommenden  numeri- 
schen Coefficienten  zu  finden,  wollen  wir  aus  und  re- 

..  d2«-Hy  rf2n- f-2y  " 

8Pectlve  und  d&di  entwickeln. 
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Aus  dem  obigen  Ausdrucke  von  erkält  man  nämlich  zu- 
vörderst, wenn  man'  von  Neuem  nach  a:  differcntiirt  leicht: 


h 2n  3fl  . 

— — b(-— yin— i cos  0— C4«-i)j2 At  'sin  ©4-4^42  sin  0*  j 


2 n 


-f-6^/,  sin  ©s  l cos  © 


dO 

dx 


U%  8.  W.  v 


2 n 


+{2rt—2)An-\  sin  <&"-*) 

i 2»  2»  : ‘ 

— (4» — 1 cos©— sin  0\Ao~i~u4l  sin  0* 

4-^4,  sin  04 

2n 

i , ' -\-At  sin  0* 


A V- 


i . *V 


U.  S.  W. 


2« 


sin  ©2«— 2 / 

2« 


2»  2rt 

— £(— )2n  cos  0—i (4n— : , sin  0+4^,  sin  0* 


i ■ > > 


i 

r 

ß 

* 


V 


, j. 


2 n 

4-  6y4,  sin  ©‘ 
u.  s.  w. 

4-  (2»  — 2)X-i  sin  ©*•-*, 
2«  2« 


— (4« — 1)£(— )*"  COS  ©-(^+-1)  sin  0{^/o-f-^i  sin  0a 


, 


i i- 


-\-At  sin  0* 

2 n • 

-\-Ai  sin  0*  . 

u.  s.  w. 

-+-A„~ i sin  &**—% 1 


V • 

iw 


s—  lf(~yin  cos  ©—  (-*«+1)  sin  ©{2^4-4^»  sin 

. *v  •.  2 « 

4-4L4,  sin  0* 

u.  s.  w. 
4-(2»— 2)A„-\  sin  02'1~4 


»COS0* 
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— (4« — l)^(“)2n  cos  W»+i)  sin  0[Ao-t-Al  sin  0* 

' 2 n 

-\-u49  sin  04 

' 2 n 

-+-At  sin  0‘ 

•.  ' ’ U.  8.  W. 

2 » 

» ~\rAn—\  sin  02»— 2 j 


Also  ist 


! 


I 

II 

I 

«N 

sffö. 

1? 


ft 

O 

03 


! 


+ + 

LK  KJ  kk  k£ 

J*S? 


+ 


00 

sr 

© 

S 


•fe" 


Ä. 

fit 


J* 

8s 


•k> 

5s 


l ■ | I 


k, 


W 

a' 

© 

•i 

+ 

ft 

L 

v— ✓ 

• 8 

© 

w 

2 

5" 

i 


2. 

5* 


s 

oo 

* 


CB 

5* 


+ 

© 

ei 

o 

00 


BO  QB 

?;*  2. 


5’ 


© © © 

*»  O K) 


+ 

r* 

O 

tn 


+ 

to 

ft 

© 

00 


© © © 


© ® 


Tbett  III. 


16 
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„ Ks  ist  aber  allgemein 

i 

(4 n — l)  sin  G2  4-  2£  cos  G2 
und  folglich 


2X-  4-  (4«  — 2/r  — 1)  sin  0*, 


i 


fr 

14 


? 

+ 


II 

I 

^ V 

a | a» 

6 


c 

c- 

<s 

-J 


I 

+ 


«4. 

«w 

+ 

<«s 


1 

a I a* 


a 


n 

o 

ui 

© 

I 

e 

+ 


+ 

To 

a 

+ 


+ 

To 
a 

+ 

• — - w 

a^S  X>? 

I ? 

*4 

I-  + 

fTo 

a 


ui 

a 

© 


oo 

* 


i I 


i, 

5# 

I 

1 


+ 

+ :. 

+ 

a 

+ 

r— * 

/-s 

l_ 

H 

a 

fc  » 

1 

fr-« 

1 

*4 

1 - 1 
vt  w 

73 

a 

U 

Xs 

W *" 

+ 

! 

• «o 

+ 

+ 

+ 

+ 

C 

00 
rf»  *• 

O *•• 

>!? 

To 

a 

4* 

Ul 

* 

cw. 

WJ  ». 

• __ 

5’ 

es  3 

v— * 

© 

o» 

© 

* 

© .. 

M 

w 

© 

<0 

tn 

3* 

© 

f. 


+ + + 

•S  ht  ^ 

'o*  T*  To 

+ + + 

/—V  rs 
li2>  tiia 


03 

N«  • 

D 

© 

»0 

»3 

5# 


i 

C?» 

ui 

5" 

© 

»» 

w. 

3" 


a 

1 

w 

K 

C* 

© 


© ’ © 


>* 


Vergleichen  wir  dies  mit  dem  Ausdrucke 
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(fln-bly  fr  ■ { o 2/i-f-l  2/i-t-l 

= “*  H—)2*  COS  e-(^-+-D  sin  0\Ao-+-At  sin  0: 


2//-t-l 

-+-^/2  sin  ©4 

2/H-l  * 

+ ^/,  sin  0° 

u.  s.  w. 

2»  4-1 

sln—l  sin  02«—: 2 


so  erhalten  wir  die  folgenden  Gleichungen: 


i 


2/i-t-I  2/<  2/t 

=:=  — 1)^0  ■+*  %A , , 


J N 


2/i 


2/i-f-l  2/t 

^ , ==  (4//  — 3 )Al  -f-  4.dfa , 


I 

# 

. * 


'i 


2«4-l  2/i  2 n ■. 

A2  = (Am  — 5 )A2  -f-  6A  j , 

/ > 

2/i-t-l  2/i  2/i 

-^a  7)A2  *+"  $Aa, 

* i«  *t  :-  - '/  •>  '4  * K f , ; 


u.  s.  w. 


2/i-f-l  2/t  2/7 

i-  An—2  ==  (2«  -f~  3)^f„_2  -f-  (2»  — 2)^/„_1, 


2/7 


2/i 


2/i-f-l 

A»—i  = (2«  -+-  • 


mittelst  welcher,  die  numerischen  Coeificienten 


, i 


2/i +1  2/i-f-l  2/i-f-l  2/i-f-l  2/i-f-l 

A0t  A ,,  ’'A9j  i ,, _df«— i 


aus  den  numerischen  Coeflicientcn 


)- 


2«  2/t  • 2/i  2/i 


2/i 


A oj-  -^2)  • • . An — i 

/ '•  ■ •’ 

berechnet  werden  können.  ^ 

Aus  dem  obigen  Ausdrucke  von  erhält  man  ferner  durch 

neue  Differentiation  nach  oc: 


lJ2*+2 y ‘‘  ' . _ 2/i-t-l  2/t-f-l  x 

^T2  = -^(«)2n  cos  ^+i)M04-3^,  sin  0» 


I 

f 


* /•  r 


i b 


2/i-f-l 

-+-  5^a  sin  04 

2«-l-l 

-f-  7 A,  sin  0° 
u.  s.  w. 

2/i-f-l 

-f-(2» — l)An^i  sin  02«— 2 j 

16* 


► cos  0 


do 
dx  " 


1 
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dO 

du: 


' /,  2n4-l  2k  4-1 

— (4 n-i-l  )£(— j2"  cos  ©— (4n+2)  si  n 02  { A0~\-A  x sin  ©* 

2k4-1 

' sin  04 

' ' 2 «4-1 

-\-At  sin©6 

' , / * 

u.  s.  w. 

* 2k4-1 

• m\-An — i sin  ©2«— 2 1 

A . 2»4-l  2k 4-1 

= — ^(“)27!H_1  cos  ©— 3At  sin  ©3 

2«4-l 

5y^a  sin  04 

2«  4-1 

7.^,  sin  0* 

, U.  S.  W.  ' 

2k4-1 

-+-  (2 n > — 1 i si  n ©2«— 2 J 

A „ 2k4-1  2k  4-1 

— (4»-f-l)Ä(— )2«4-i  cos©—  (4«4-s)  sin©*{  A0+Al  sin©3 

2k  4-1 

-f-^fa8in©4 

' 2k  4-1 

-\-At  sin©*  ’ 

, u.  8.  w. 

2k  4-1 

’ } -A yi — i sin  ©2«— 

, b 2k 4-1  2k4-1 

= — ^(~)2n+1  cos©— (*•+*) co8  0*{^o+3y#j  sin©3 

2k  4-1 

-\-5A  a sin©4 

2/»4-l 

-4-7.^,  sin©* 

* 

' Ä U.  8.  W. 

V 

, 2k  4-1 

H-(2/» — 1 )An— i sin  ©2«— 2 ) 

. A 2k4-1  2k4-1 

— (4»-f-l)^(— )2«4-i  co8©-<^-*-3)8in©3{J^0+J^I  sin©3 

• 2k4-1 

. -f-^2  sin©4 

- . 2w4-l 

. -l-^sin©* 

U.  8.  W. 

2k  4-1 

— I A fi< — i sin  02«— i *} 


und  folglich 
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I 
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O 
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♦ 
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* I 


Es  ist  aber  allgemein 

(An  + 1)  sin  ©a-H(2*+l)  cos  ©’  =2X?+l-h(4«— 2Xr)  sin  0a; 


also 


•f 
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i 


i 

+ 


II 

I 

sfjV 

kit 

S * 

+ 


$• 

+ 


© 

c- 

© 


§* 

t? 


ti 


I 

J 


II 


l 

«X 

% 1 1> 

1F 

+ 

H» 

o 

o 

«> 

© 

I 

? 
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g?  ^ 

1 * 
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i i i i ? 

- * 


D*  + 


© 

$? 


K> 

5: 

I 

M 

r+ 


i 

s 


I 

t» 


ü« 

? t? 
o^+ 


CO 


3 


“'I H Kf 

+ + -± 


k 


cr> 

5* 


CO 
•—  • 

B 


© © _ 


s if 

«*£ 
o T 


% » F's  -- 

M M = . 

— - L-~  ® 

K 


CO 


^5? 

a + 


K» 


+ . 


»w 

a» 


»© 

ir. 
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© 
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Setzen  wir  nun  analog  uiit  dem  Obigen 

<£(«-*-%  Ä 20-H)  204-1) 

5^«4-i)  = ~ H—)^1  cos  + sin  0= 

204-1) 

H--4fa  sin  04| 

' • , • 2(«4-l) 

sin  0e 
u.  s.  w. 

I 

204-1) 

sin  ö2« j 

so  erhalten  wir  durch  Vergleichung  dieses  Ausdrucks  mit  dem  vor- 
hergehenden die  folgenden  Gleichungen: 
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2(77-4-1) 

2ti-4-1 

Aq  — 

Aoi 

2(77-4-1) 

277-4-1  2a-1-I 

At  = 

4 n Aq-\-  3AXi 

2(77-4-1) 

277-4-1  277-4-1 

II 

(in  -2)  Ax  -h  5^3, 

2(77-4-1) 

2ä-4-1  271-4-1 

A,= 

(4  n — 4)  Az  -+-  1A , , 

2(«-4-l) 

2(77-4-1) 

2(/t-4-l) 

2(77-4-1) 

2(77-4-1) 

A o, 

A" 

A2i 

Ag , - 

. . An 

2t» -4-2 

277-4-2 

277-4-2 

277-4-2 

277-4-2 

A o, 

A„ 

A2, 

A ,) . • 

• An 

. • u.  s.  w. 

, • : • • • • ' . , 

• x 2(«-H)  277-4-1  2/i-t-l 

An—\  = (2/Z  4)  An—%  "+"  (2»  — 1 )An—i, 

’ - 

2(«-f-l)  2/1-4-1 

J„  = ( 2« + 2)  A„-m 

I 

mittelst  welcher  sich  die  numerischen  Coefficienten 


oder 


aus  den  numerischen  Coefficienten 

277-4-1  2« -4-1  2/7-4-1  2/H-l  277-4-1 

A$ , Aiy  -A 2 ) A3i  . . « A„ — i i 

berechnen  lassen.  ' 

Durch  das  Vorhergehende  ist  nicht  bloss  die  allgemeine  Gültig- 
keit des  bemerkten  Gesetzes,  nach  welchem  die  Ausdrücke  der 
Dift’erentialquotienten 

....  55*  “Dd  JEW i .... 

fortschreiten,  bewiesen,  sondern  es  sind  <™ch  zugleich  allgemeine 
Formeln  zur  recurrirenden  Berechnung  der  in  diesen  Ausdrücken 
vorkommendeu  numerischen  Coefficienten  gefunden  wordeu , wobei 
nun  noch  die  Auffindung  des  independenten  Fortschreitungsge- 
setzes  dieser  Coefficienten  zu  wünschen  übrig  bleibt,  eine  Unter- 
suchung, zu  der  wir,  wohl  die  Leser  des  Archivs  aufzufordern  uns 
erlauben  möchten. 

Weil  nach  dem  Obigen 

. ~ hx 

sin  (y  = — 
a 

ist,  und  0 zwischen  — und  -{-{-Tt  genommen  wird,  so  ist  für 
sc  = 0 auch  0 = 0.  Da  nun  nach  dem  Obigen 


/- 
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d2nv  h ^ 2 1»  • 2»  „ 

^-^  = — Ä(— )2"-i  cos  |y/0  sin  0* * 

In 

-\~At  sin  04 

; U.  S.  W.  , 

* 2« 

4-  Jln—l  sin  02«— 2 


und 


(fln->r\v  l _ „ 2«-4-l  2«+l 

— — ^(— )2«  cos  0— (4»-H)  sin  0 \Aq~\-Ax  sin  0a 

• 2n-t-l 

sin  04 
u.  s.  w. 

2*+l 

Ar  An—\  sin  02«— 2 

* . ' 

ist,  so  ist,  wenn  die  Werthe  der  Differentialquotienten  für  a:  = 0 
wie  gewöhnlich  durch  Eiuschliessung  in  Parenthesen  bezeichnet 
werden,  ' 


l/ln  2 n 

a ‘2n-l 


und 


ffiH-ly 


= 0. 


Die  Werthe  der  Differentialquotienten  für  0 erhält  man  übri 
gens  ganz  leicht  durch  Entwickelung  von 


in  eine  Reihe  nach  dem  binomischen  Lehrsätze,  weshalb  wir  bei 
dieser  Untersuchung  niÄt  länger  verweilen. 


f 
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XXVII. 

I 

Ceber  die  Wurzelauszielmng  aus  Binomien  von 

der  Form  A + V B.  , v 


Von 

Herrn  A.  Göpel 

zu  Berlin. 


* 

1.  Wenn  man  den  Ausdruck  (< a-\-\/b ) \/ct  wo  a,  b und  c 
rational  sind,  auf  die  nte  Potenz  erhebt,  so  erhält  man  nach  ge- 
höriger Sonderung  der  rationalen  und  irrationalen  Theile  einen 
Ausdruck  von  der  Form  A -\-\/  ß,  wo  A und  B wieder  rational 
sind.  Es  kann  daher  die  nte  Wurzel  mancher  Ausdrücke  A-\-\/ B 

n 

auf  die  Form  ( a-\-\/b ) \/c  gebracht  werden,  wie  schon  Clai raut 
und  Lacroix  bemerkt  haben.  Da  aber  auch  die  nte  Potenz  des 

n 4 4 

Ausdrucks  ( a-\-\/b ) V c\/b  °)  dieselbe  Form  A-\~\/B  an- 
nimmt,  so  kaun  die  »te  Wurzel  von  A-+i\/ß  auch  die  Form 

n , • 

(a-\-\/b)  \/ c\/ b haben.  Mit  Berücksichtigung  dieser  Form  wird 
also  die  Auszieliung  der  «ten  Wurzel  aus  manchen  Binomien 
A-\-\/ß  möglich  sein,  während  sie  den  Voraussetzungen  der  ge- 
nannten Schriftsteller  zufolge  für  unmöglich  erklärt  werden  müsste. 
' 2.  Ist  nun  also 

* 

A -f-  \/ B ■=.  (a  -f-  \/ b)n  c\Zbf  i' 

so  folgt  aus'  der  beziehlichen  Gleichheit  der  rationalen  und  irratio- 
nalen Theile  auch 

A — \/ß  = — {a  — \/by  c\Sb, 

und  aus  der  Multiplication  beider  Gleichungen 

A 2 — B = — («2  — by  c2b. 

I 

Die  Zahl  A2  — ß wird  also  in  zwei  Factoren  zerlegt  werden  kön- 
nen , von  denen  der  eine  ( a 2 — b)n  eine  nte  Potenz  ist  und  der 
andere  — c2b  nicht  Sondert  man  daher  aus  A2  — B die  Factoren 


•)  («-f-t/Ä)  V/ cv  bd 2 würde  nicht  allgemeiner  sein. 
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heraus,  aus  deren  Inbegriff  sich  die  nte  Wurzel  ziehen  hisst,  so 
findet  sich  leicht  der  übrigbleibende  Factor  — c2b  und  demnächst 
auch  c\/b.  Nachdem  dieser  gefunden  ist,  wird  man  durch  c\/b 
dividireu  können  und  ' « 


* JL  I y^c  * 

erhalten;  woraus  folgt  dass', — — nach  vollführter  Division 

wieder  die  Form  Ax-\-\/Bx  annimmt,  so  dass  cs  sich  nur  noch 
darum  handelt,  die  vite  Wurzel  dieses  Quotienten  Ax-\-\/Bx  auf 
die  Form  a-\-\/b  zu  bringen.  Das  eben  angedcutete  Verfahren 
, ergiebt  nämlich  die  Reduction  « 

n 

y .i  -hi/ü  = Y^^-  Vd\/t,  = VA,  +V/Ä,  V7\77,. 

Es  findet  sich  z.  B.  für  -f~  der  Ausdruck 

5 5 5 

; also  cub  — -~ Qx  öder  auth  = 77;  daher 

• ol  i lf* 


5 

144 


144  . 81 


V & 1/80  * ^ °der  auch  =V¥*W>-  IT* 

31/4  V^4 

. 

3.  Wenn  in  dem  Ausdruck  \/  A , -f-  \/ B , die  Buchstaben 
Ax  und  Bx  noch  Brüche  sind,  so  lassen  sich  deren  Nenner  ver- 
mittelst der  bekannten  Regeln  ausserhalb  der  Wurzelzeichen  hin-* 
ausschafi’en  und  man  hat  dann 


n 


VA,  + 1 YB,  = 


Vr+v'Q  . . „ 

y r = «-4-  {/b, 


wo  1\  Q und  N ganze  Zahlen  sind. 

3 

Vermittelst  dieser  Umformung  wird  z.  B.  |/-|-  au^ 

. 2 

1/9  -f-  ^/80  zurückgeführt,  da  sich  j/y.  -+-  = -^1/ 9-f-f/80 

findet. 

Diese  Umformung  kann  auch  an  dem  Ausdrucke  a-\-\/b  aus- 
geführt gedacht  werden.  Bedeutet  also  von  nun  an  jeder  Buch- 
stabe eine  ganze  Zahl,  so  wird  sein: 

. - • f 

1^+17«=:^/  • 

wobei  offenbar  angenommen  werden  darf,  dass  x2y  y und  p2  kei- 
nen gemeinschaftlichen  quadratischen  Theiler  a2  haben,  weil  sonst 

der  Bruch  - — durch  « gehoben. werden  könnte.  Es  kommt  da- 
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her  nnr  noch  darauf  au,  die  »te  Wurzel  des  ganzzahligen  Aus« 


drucks  P-\-  ^ Q.  »uf  eine  Bruchform 


x ■ 


Vy 


.V 


zurückzuführen. 


Hier  stellt  sich  aber  die  Frage,'  ob  diese  zrte  Wurzel  auf  einen 
ächten  Bruch  (wo  p 1 ist)  führen  könne,  oder  oh  p nicht  viel- 
leicht nothwendig  der  Einheit  gleich  sein  müsse.  Eiue  desfullsige 
Untersuchung  führt  zu  dem  folgenden  Satze. 

4.  Lehrsatz.  Wenn  die  ntc  Potenz  des  ächten  Bruches 

— — — ^ ganzzah lig  P-\-\/ (i  ist,  so  ist  l)/>=:2,  2) y=x2 — 4s, 

3)  x und  z ungerade  und  4)  n durch  3 theilbar. 

Beweis.  Da  P-\r\/ und  P—  \/ U=P 

so  folgt  durch  Multiplication  v v ... 

gleich  einer  ganzen  Zahl  s,  mithin  P 2 — Q=zn 


Es  ist  also 


x2—y 
P: 


und  y = x2 — p2z.  Hieraus  geht  hervor,  dass  p und  x keinen 
gemeinschaftlichen  Theiler  haben,  indem  sonst  x2,  y und  p 2 einen 
quadratischen  Theiler  haben  würden,  was  nicht  der  Fall  ist  (3).  Fer- 
ner geht  aus  P 2 — fi=zzn  hervor,  dass  der  ratioualc  Tbeil  P 
der  «ten  Potenz  keine  ganze  Zahl  sein  kann,  ohne  dass  es  auch 
Q ist.  . . 

Aus  der  Addition  jener  beiden  Gleichungen  ergiebt  sich 

\ 

_ (x  -fr-  V / y)n  -f-  (.r  — V/y)'1 (.r-f-V^ x2—p2z)’l-i-(x — 1/ x2—p2z)n 


P= 


2 pn 


2 p*1 


und  weun  der  rationale  Theil  von  (x-f-  V' x2  — p2z)H  entwickelt 
und  nach  Potenzen  von  p2z  geordnet  wird: 

n a0xn  a vxn—-p2z  -+-  a2xn—lp*z2  -f-  . . . 

• pn.  • ~T  > 

* t ‘ _ j * . • . • • . , 

wo  aoy  alf  a2, . . . offenbar  ganzzahlige,  nur  von  n abhängige 
Coeffizienten  sind.  Da  nun  alle  Glieder  des  Zählers  ausser  dem 
ersten  durch  p theilbar  sind,  so  wird  das  erste  es  gleichfalls  sein. 
Man  findet  es  aber,  wenn  man  in  dem  Ausdruck  für  P,  s=0  setzt; 
nämlich  aQxn  = 2"“1^r”.  Es  wird  also  Zn—1xn  und  daher  auch 
2"— 1 durch  p theilbar  sein,  weil  x und  p keinen  gemeinschaft- 
licher Factor  haben;  folglich  muss  p = 2q  gesetzt  werden,  wo  q 
keine  audere  Factoren  als  2 haben,  aber  auch  der  Einheit  gleich 
sein  kann.  Wird  2 q für  p gesetzt,  so  ergiebt  sich  } 


P= 


2 rt—lxn  -+-  haxxn—^g2z  -f-  I6a2x,l—ty*zi 

Vi.qn 


Nun  behaupte  ich,  dass  der  Zähler  dieses  Bruches,  unabhängig  von 
den  Wcrthen  von  x und  q2z  durch  2n~l  theilbar  ist.  Wird  näm- 
lich ( x x2  — 4 a2z  )m  = ««  H-  ßn  \/ x2  — 4 q2z  gesetzt  . und 
sind  am  und  ßm  duren  2»*-l,  dagegen  a, n-hßmx  durch  2OT  theil- 
har,  so  werden  die  nämlicheu  Bedingungen  für  um+ 1 und  ßm+\ 
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. . i ' 

stattfinden ; d.  h.  es  werden  um+ \ und  ßm+i  durch  2°»,  dagegen 
ctm+i  -4-  ßm+i&  durch  2W|-»-1  theilbar  sein.  Denn  da 

— iq2x={x~^-V  a;2 — 4 q2s)  (am-{-ßm\/a;2— kq*%) 
ist,  so  findet  sich 

«ot-4-1  = Mam  *+"  ß>n  &)  — *ßm 

ßrn-t-l dm  ßm  *2? 

«wi-f-1  "+-  ßm+lX  = 2#(öOT  -f-  ß„i&)  — Aßmq7X, 

woraus  die  Richtigkeit  der  Behauptung  erhellet.  Nun  ist  aber 
alz=a:y  ßv  = 1,  al  ßx&  = 2^f;  und  daher  a,  und  durch  2® 
oder  1,  dagegen  a,  -4-  ßxar  "durch  2‘  oder  2 theilbar;  folglich  ist 
auch  wirklich  am  und  ßm  durch  2'*— ?,  daher  auch  a*  und  ßn  durch 
2«— 1 theilbar. 

Nach  Aufhebung  des  Factors  2*— 1 hat  man  also 

„ xn -+-ftlxn—'*f/2z-\-b2xn—*q*%2  -f- . . . . 

r 2.9» 

Hier  sind  wieder  alle  Glieder  des  Zählers  ausser  dem  ersten  durch 
q theilbar;  also  ist  es  auch  das  erste,  was  nicht  anders  stattfinden 
kann,  als  wenn  q=  1 ist,  indem  q und  jc  keinen  gemeinschaft- 
lichen Factor  haben.  Fs  ist  folglich 

1)  ])■=.  2,  weil  p=z2q  gesetzt  worden  ist 

2)  y=.  x2 — 4x,  wegen  yz=.x2 — p2x  °) 

3)  a:  ungerade,  da  es  keinen  Factor  mit  p = 2 gemein  hat;  und 
auch  % ungerade,  weil  sonst  alle  Glieder  des  Zählers  von  P 


•)  Das  bis  hieher  Bewiesene  lässt  sich  viel  kürzer  mittelst  der  folgenden 

x db  l/y 

Schlussfolgerungen  herleiten.  Aus  ( -)n  = einem  ganzzahligen 

Ausdrucke  j P=fcl/$  ergeben  sich  der  Reihe  nach  folgende  ganze  Zab- 

^ x — \/v  • 

len  : — — , — - (ganze  Zahlen  allerdings  nicht  im  Sinne  des 

Textes,  in  welchem 'sie  vielmehr  ächte  Brüche  genannt  wurden,  son- 
dern ungefähr  im  Sinn  der  Congruenzeniheorie,  in  welcher  V/3  = 4 

(mod.  13)  gesetzt  oder  mit  andern  Worten  - — als  ganze  Zahl  be- 

— t/ 

trachtet  wird);  ferner  deren  Product --2-  = s,  daher  y — x 3 — p2s; 


ferner 


a?-f V x2-p2%  odcr^r-hV^ar 


2x 

oder  — , insofern 
V 


V x2 — — \/x* 


V V 

als  ganze  Zahl  anzusehen  ist;  daher  p = 2;  ferner  endlich 


£ 


-h\/x3—4x^  . ,X 

s r -+■  (— 


\S x2  — Az 


an 


> d.  h.  — — — r. 

J 2»— 1 

% * 

Da  jedoch  die  Principien,  auf  denen  diese  Folgerungen  beruhen,  noch 
nicht  als  elementar  betrachtet  werden  dürfen,  ja  vielleicht  kaum  schon 
berührt  worden  sind,  so  mag  es  genügen  beiläufig  darauf  hingedeutet 
zu  haben. 


1 
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durch  den  Nenner  2 theilbar  sein  würden,  däs  erste  acn  aber 
nicht;  mithin  auch  der  ganze  Zähler  nicht. 

Endlich  ist  jetzt 

xn-+Jt , xn~*z  3-+- . . (x-j-l/ ar3— 4g)»-f-(x— ■ — 4 s)* 


P= 


2«+l 


Da  nun  ac11 , ^rrt— 2x,  xn^*x91  . . . beziehlich  von  der  Form  2r-f-l, 
2r,  + 1,  2 r2  -fr- 1, ... . sind,  so  gebt  dieser  Ausdruck  dadurch  in 

. ■ 1 ■ i ■ h , ■ I ■ h*  -4-  ... 

r + ^,ri  + ^ar*  "+"♦••  H 2 

über;  desshalb  ist  * oder  der  Werth  von  P für 

i ^ ^ ^ 

.r  — ~ 1 , t — ~ 1 eine  ganze  Zahl,  nämlich 

(l4-V/-?)"-h(l~“l/-3)” 

2«-K  — »* 

v '*  ^ . • 

Wäre  nun  n von  der  Form  3 m dh  1,  so  hätte  man  wegen 
(1  ztz  \/  — 3)1  =8  = 2*  ' : 


23«}(l-f-V/  — 3)±1+.(1— 1/-3)±1| 

8 2SOK^l+l  ' 


, l 
2* 


In  beiden  Fällen  würde  der  Ausdruck  für  P eiu  Bruch  werden; 
was  jedoch  nicht  der  Fall  ist,  wenn  n=z3m  ist,  denn  man  hat 
dann  > 


8 


2»« -fr- 2*«  t 

■ ■■  ■ i i ' ■ — I# 


2*«h-i 


Folglich  ist  4)  n durch  3 theilbar;  womit  der  Lehrsatz  vollständig 
erwiesen  ist. 

Da  allen  Bedingungen  für  die  Ganzzabligkeit  genügt  worden 

OC  l/ ff 

ist,  so  geht  zugleich  hervor,  dass  der  Bruch  unter  den  im 

* r 

Lehrsätze  angegebenen  Umständen  in  jeder  3///ten  Potenz  einen 
ganzzahligen  Ausdruck  liefert.  Es  sei  z.  B.  x = 7,  s = ll,  also 
y = 5,  so  hat  man 

(^k— )*”  = (56  + 191/5)”. 


’ tl  1 | J 

5.  Dass  die  P~\-\/ Q keine  Bruchform  ~~~ — ~ haben 

kann,  wofern  nicht  n durch  3 theilbar  ist,  hat  soviel  ich  weiss 
noch  Niemand  erwähnt.  Dass  für  » = der  Nenner  p auch 
gleich  2 sein  kann,  erwähnt  Clairaut  für  den  besondern  Fall  der 

Cubikwurzel  und  beweist  es  dadurch,  dass  er  die  Wurzel  — 

annimmt,  die  Ausdrücke  für  P und  V Q ihrer  ganzen  Länge  nach 
entwickelt  und  dann  vermittelst  der  bekannten  Criterien  der  Tbeil- 
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i 


bnrkeit  erst  />  = y und  demnächst  p — 2 findet.  Eben  dies  Ver- 
fahren Hesse  sich  auch  für  ein  allgemeines  n anwenden.  Indessen 
dürfte  die  Entwickelung  der  Coet’ficientcn  in  dem  Ausdrucke  für  P 
(welche  bekanntlich  mit  der  Entwickelung  von  cos  mu.  nach  Po- 
tenzen von  cos  m identisch  ist)  vom  elementaren  Standpunkte  aus 
ihre  Schwierigkeiten  oder  gar  Unmöglichkeiten  haben.  Da  es 
überdies  nur  darauf  ankommt,  den  Werth  von  a0  und  die  Tbeilbar- 
keit  der  Coefficienten  4«,,  lOotj,....  durch  2*“1  nachzuweisen.  und 
da  efr  ferner  weit  einfacher  ist,  wegen  der  Summe  lH-£,-f-£3+... 

auf  den  geschlossenen  Ausdruck  — Yp) 1 ZUrückzu- 

gehen,  als  die  unbegränzte  Reihe  der  ausgewertheten  Coefficienten 
1,  zu  summiren , so  ist  dieser  Weg  zum  Beweise  des 

Lehrsatzes  (4)  nicht  gewählt  worden. 

0.  Mit  Hülfe  dieses  Lehrsatzes  wird  es  nun  leicht,  das  bei  (3)* 
unterbrochene  Verfahren  zur  Ausziehung  der  »ten  Wurzel  aus 
P-\r  Y Q-  zu  beendigen,  wenn  Q positiv  ist.:  Da  nämlich  ihm 
zufolge  ‘ , 

: Y P-\-  \/  Q — X (oder  a:  -f-  Yy) 


V~p—  Yü 


; _x—Yy 


(oder  a:  — Yy) 


ist,  so  folgt,  hieraus  durch  Addition,  dass 

‘ • • • • , : _ . 

n n 

Y~P-\-  Y Q *+-  VP — Y ö — x (o»lcr  2a*) 

* *.y  . 4 

jedenfalls  eine  ganze  Zahl  ist;  wofern  die  Wurzelausziehung 
überhaupt  im  rationalen  Ausdrücken  möglich  ist.  Um  den  rationa- 

len  Theil  der  Wurzel  — (oder  x)  zu  finden,  darf  man  daher  nur 

jene  Summe  der  ntea  Wurzeln  bis  auf  die  Einer  genau  berechnen. 
Hiezu  ist  aber  erforderlich,  dass  jede  einzelne  «te  W’urzel  bis  auf 
halbe  Einheiten,  d.  h.  bis  auf  0,5  oder  am  besten  bis  auf  die  erste 
Decimale  genau  berechnet  wird,  weil  sich  durch  die  Addition  beider 
Werthe  die  Fehler  verdoppeln  könnten.  Wenn  die  so  gefundene 
Zahl  bei  n = 3z«  rt  1 nicht  gerade  sein  sollte,  so  braucht  man 
nicht  weiter  zu  gehen,  indem  dann  die  Unmöglichkeit  der  Wurzel- 
ausziehung in  der  angenommenen  Form  einleuchtet,  ln  allen  an- 
dern Fällen  hat  man  das  gefundene  Resultat  durch  2 zu  theilen, 

& 1 

um  den  rationa  en  Theil  — (oder  a)  der  Wurzel  zu  haben.  Den 
irrationalen  Theil  findet  man  dann  aus  der  Gleichung 

i 

y=a:2 — 4s  (oder  a3  — *). 

Ob  der  so  gefundene  Ausdruck  wirklich  die  «te  Wurzel  aus 
P~\-  Y@  ist,  *uuss  unmittelbar  durch  Erhebuug  zur  z#ten  Potenz 
entschieden  werden,  da  das  angegebene  Verfahren  nur  auf  der  Vor- 
aussetzung beruht,  dass  die  Wurzelausziehung  überhaupt  mög- 
lich ist.  * ' • * 


« 
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Beispiele. 

5 5 5 5 

1.  1/10+1/68+1/10-1/68= 1/18,  ..+1/2,.. =1, 7+1, l=3=2.r. 

Die  Wurzelauszieliung  ist  also  unmöglich. 

5 5 ' • -•  5 5 

II.  1/41+29/2+1/41— 29i/2=V/82,0+1>t-4),0=  2 = 2 

* * ' ' » V ’ . ‘ . l'  4 f 

- 5 • • ’ ’ . ' *• 

Ferner  1/4 12  — 2p*  .2  = — 1 =*,  yz=zx'1  — s = 2. 

\ 5 

Dass  nun  l+\/2  wirklich  die  k 41+29/2  ist,  zeigt  sich  erst 
durch  Erhebung  zurSten  Potenz. 

® .* S 1-  5 5 

III.  1/231  + 1/53329  + 1/231  — V/53329  = 1/461,9  + /0,1 

• — 3,4  + 0,6  = 4 — 2a;. 

5 

Dann  1/2312 — 53329  = 2 = s,  ?/=^r2 — ä=2.  Aber  (2+/2)‘ 
ist;  gleich  232  + /S3792  und  nicht  gleich  231  -f-  / 53329.  Aus 
diesem  letzteren  Binoinium  lässt  sich  also  keine  5te  Wurzel  ziehen. 

3 3 3 • s 

IV.  1/9+41/5+1/9— 4/5=l/l8..+/0,.. =2, 6+0=3=*r. 

• * s 

3 

Ferner  V/9a — 42.5  = 1=«,  y = x1- — 4*  = 5,  und  es  findet 
sich  wirklich  = 9 + 4/5. 


•<* 

' 3 


.1»  :S 


V.  1/6+/35+/6— /35=/ll,9+/0,l=2,3+0,4=3=a?. 


't 


i!  /" 


i 


Ferner  /ö2  — 35  = 1 = z , y = je 2 — 4s  = 5.  Es  findet  sich 
aber  (— ^-—) * = 9 + 4/5  uud  nicht  = 6 + /35. . Dieser  Aus- 

**  i - 

druck  hat  also  keine  Cubikwurzel  von  der  gegebenen  Form. 


’’  . .n  " ; . 


1 .* 

i*  / 


I »V\  * « 1 J H t 


.»  1 

*1.*’  i.i 


» 


i 
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XXVIII. 

Novi  alicujus  theorcmatis  arithmetici  commen 

tatio  analytica. 

, Auctore 

Friederico  Arndt 

muneris  schol.  Cand.  Gryph. 


Neminem  fugit,  permultis  od  coefficientes  binomiales  spectanti- 
bus  propositionibus  similia  rcspondere  theoremata,  quae  od  quanti* 
totem  bujus  formae 

n(n k)  («  + 2^).;.(”  + (P  — 1)&) 

1 • 2 • 3 • • • • ^ 

pertinent,  ita  ut  illas  ex  bis  tanquam  ex  altiori  fonte  deducere  li- 
ceat,  quo  loco  »,  k sunt  quanta  quaelibet,  p vero  numerus  integer 
positivus.  . 

' Qu  um  igitur  bis  rebus  studerein  quumque  inteüexissem,  dcmon- 
strationem  tbeorematis  Lagrangiani  od  summam  quadratorum  coefti- 
cientium  binomialium  pertinentis  non  peti  a geometris  ex  illa  forma 
consideranda.  tale  tbeorema  ex  quo  illud  ipsum  manaret,  statim  in 
mentem  venit  quaerere.  Quod  quidera  nunc  in  promptu  est  itaque 
enunciari  debet: 

k 

Designante  np  quantitatem  supra  commemoratam , demonstran- 
dum nobis  proponimus  aequationem  baue 

k k k k 

itp  = (n  -+-  mk)p  — m1k(n  + mk)p—i  in  2 k 2 (n  + mk)p— 2 — .... 

* 

....  + ( — l)mmmkra(n  mk)p — m> 

ubi  denotat  m numerum  integrum  positivum  ipso  p non  majorem 
atque  ml9  coeflicientes  binomiales  primum,  secundum, 

tertium,  etc.  pro  exponente  m. 

Primum  facile  patebit  esse 

(n  k)p  — itp  . , [n  -+-  k)p-i  = nP  . ■£, 

' ! 

unde  manat 

k k k 

, 1 . np  — {n- f-  k)p  — k{n  + k)p— j. 

Deinde  babetur  simili  modo 
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k l r —v  k 

■ (n  4~  k)})  = (u  4-  2 k)/t  — k(/i  4-  2£)/e_1 

. ' * A * k ' 

(»  -f*  £)/>— 1 — («  4~  — « - X'(«  -f-  2X')/;-2,  ' 

quibus  aequationibus  cum  prima  collatis  prodit 

* ' V 

‘ I ‘ ‘ . 

* \ k ’ • k ' ' . k 

2.  np  — (n  -f-  2k)p  — 2 k{n  + 2k)j^x  -+-  k*{n  -f-  2X-)p_2. 

Porro  siin'ilx  modo  habetur 

• » * * • v1  * r»  . » ' ‘ t - • * 

' . ' ’ O 4~  2k)p  = ( n -+•  3A)p  — k{ii  -+-  3k)p—i 

k , k t lc 

(n  -f-  2lc)p — i = (/»  4-  3£)^  — X(«  -f-  3X-)/,_2 

(«  4-  2k)p—2  = (m  4-  Zkfp—2  — X(«  4-  3k)p—9t 
quibus  aequationibus  cum  secunda  collatis  prodit 

k \ k * A v £ 

3..  = (»  4-  3X)^  — 3X(«4- 4- 3X3(/j  4-3X)^_2 

• — £*(»4-3 £),, 

Jam  ex  bis  lex  patebit,  ex  qua  termiui  sint  conformati;  ut  vero 
theorema  in  genere  probetur.,  assumamus  verum  id  esse  usque  ad 
limitem  quendam.  Sit  igitur 

k - k ' ' k 

7tp=\n  + (m  — l)k\p  ~(m  — l),£{»4-0  _ l)£j  ^ 

• k • k . • 

4-0— l)aX2  { «4-0— 1)X{^_2—  .<•  4-(-l  )"-i£»-i  { »4-0-l)X 
erilque  simili  modo  ut  antea  '*  k 

k , A * 

[»  4-  O — 1)Hp  = (»  4-  «*£)/>  — £(»  4-  mk 
,A  , a ' * ' 

\ n 4-  O — *)£  j/>-i  = (»  4-  mk)p~\  — £(,*  4-  mk),^ ' 

* ’ < * a • . ' ' ' 

{»4- 0-1)*}^=  (»4-  mk)p— 2 — k(/i  4-  mk)p- 3 

. e^c»  etc. 

unde  per  substitutionem 

A ■ ' ' k ■ . v . y , , 

71p  = (»  4-  wXO  — { O — * 1)  I 4-  1 \ k[n  4-  mk)p~x 

k * 

4-  \{m  — 1)3  4-0  — *)i  j£*(»4-0»£);*_2 
' I O — 1)»  4-0  — l)a \k*(n -f-  mk)p—% 

4"  I O — 1)4  4-  O — l)a  j£4(»  4-  mk)p— 4 


Jam  vero  est 

Th  eil  UI. 


17 
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(*»  — 1),  -4-l  = », 

, {m — — l)i ==  mz 

(m  — l)t  -f-  (m — 1)2  = mx 

etc. 

* 

quod  fncile  pcrspicietur,  ergo  erit 

^ ^ \ * 
ftp  = (» -+-  mk)p  — m , k(i»  -f-  mk)p— i 

k ...  - k 

* mzk7(n  -+-  mk)p—<i  — -+-  mk)p—i  -f- 

Quando  igitur  propositio  valet,  si  factorem  ipsius  k accipias  m — l9 
etiam  valebit,  si  in  quantitatis  in — 1 loco  ponas.  Valet  autein  pro 
k 2k,  3k,  ideoque  iu  Universum  vera  erit. 

Habemus  igitur 

» ] fc  k t 

4.  ftp  — («  -4-  ink)p  — m , k(n -+-  mk)p— i Hh  m2k3(»-b*nk)p- 2 — * 

ex  ,qao  sequitur  ponendo  i$^-mk  = q: 

k k k k 

5.  (q  — mk)p  = fjp  — mx  kqp—\  -+-  m9k3qp—2  — ... 

k 

{—\)mk’nqp-m 

* * • t 

vel  si  — k scribas  pro  k 

_Xr  —k  —k  —k 

6.  (q  -+-  mk)p  = flp-f-  mxkqp— \ -+-  mik3qp—2  ... 

—k 

• ....  + kmqp—m  * * 

. * * “ I 

et  pro  £=1 

— 1 —1  —1  — i . ..  ' 

7.  (y  -+-  m)p  = qp  -+-  mxqv- \ -+-  mtfp—2 . 

-k 

....  4“  mrn  qp — m, 

— 1 . ' 

Quo  loco  ex.  gr.  qp  designare  coefficientem  binomialem  ptum 
pro  exponeute  q perspicuum  erit;  qua  re  iodiccm  — 1 omittamus. 
x F QuaudP  denique  accipitur  q—tn  — p prodibit  aequatio  haec  * 

(2 p)p  — pv -\-j)x  . Pp- 1 -\rV-t  • Pp— 2 -+*••..  - \-PpPo 

quumque  sit  pP  ==1Po  Pp—i  -—Pi > Pp-i——?**  ®tc,  pQ  = pp, 

manifesto  habetur 

8.  (2p)p  = {poy  ■+■(/»»)*  + (/**)* + (/*•)* + • • -*-{PpY  . 

qua  aequatione  exhibetur  tbeorema  Lagraogianum,  de  quo  supra 

sermo  erat.  „ 

Scrib.  Grypbiae  d.  5.  m.  Aug.  a.  MDCCCXLI1. 
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XXIX. 

• * 

Ueber  eine  Eigenschaft  des  Kreises. 


Von  ' 

dem  H erausgeber. 

t 


v» 


Die  Gleichung*  des  Kreises  in  Bezug  nuf  ein  beliebiges  recht- 
winkliges Coordinatcnsystem  der  xy  ist  bekanntlich,  wenn  r den 
Halbmesser  bezeichnet  und  a,  b die  Coordinaten  des  Mittelpunkts 
sind: 

1)  (x  — a)9  ~h(y~  b)9  = r9. 

* . Wenn  also  xt,  y, ; x2 , y2;  x„  y% ; x>,  y4  die  Coordinaten 
vier  beliebiger  Funkte  dieses  Kreises  sind,  so  haben  wir  die  vier 
folgenden  Gleichungen: 

(x,  — a)9  -+-  ( yx  — b)9  — r% 

^^t  — ay-\~(y2—by=zr2,. 

J\(x,  — a)9  + (y,  - b)2  = r2, 

f (x4  — a y -1-  (y4  — by  = r2; 

welche  auch  unter  der  folgenden  Form  dargestellt  werden  können: 
4-y,*  — 2axt  —2byt  ==r2  — a9  , — £2, 
j«*2*  4-  y2*  — 2«^a  — %by2  =r2  — a9  — b9,  ‘ 

J & j 8 -+-  Vi 2 “ 2axa  — 2£y,  = r2  — a9  — £2 , 

•*42  4-y4*  —2ax4—2by4z~r9  — a9  — b 2.  - 
Setzen  wir  jetzt  der  Kürze  wegen 

/.  = 0*3  — ^4)y2  4-(.z\  — -*2)y3  -+-(^a  — .r,)y4, 

)/*  = — K-***  — •«'Jys  4-  0*i  — «*3)y4  4-0*3  — (, 

J/j  — G*i  — -*a)y4  4-  (^2  — -*4)y,  4-  0*4  — 

9 (/ « — {(**2  •*  j J 

oder,  was  dasselbe  ist: 

f*——  l(y*  — y4)-*34-(y4  — ya)^,  4-(y2  — y3)^4j, 

5)  /*  = (?4  — y,)^3  4- (yt  ~y3)^4 + (y3  — y4)-*,, 

f l(y»  — ya)4\4-(ya  — y4).*,  4-(y*  — y^»}, 
/•=  (ya  — y3)-*i  4-(y,  ~y,)^a4-(y,  — y»).*,; 

17» 


3) 


4~  (**3  <*i  )y*  4*  (^*1  **a)ys  J » • 
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so  ist,  wovon  man  sich  durch  ganz  einfache  Rechnung  leicht  über- 
zeugen kann: 

f/i  *+*/»  -+-/«  H-/«  ==0» 
ü)  | +^2/2  -4-  1 -+-«^4/4  =Ö, 

' V\f 1 -+-  y*f%  •+■  y*f*  "+-  y*f*  — ®- 

Multiplicirt  man  also  die  vier  Gleichungen  3)  nach  der  Reihe  mit 
fn  /j)  /»i  /«>  und  ad(|irt  dieselben  dann  zu  einander,  so  erhält 
man  wegen  der  Gleichungen  6)  auf  der  Stelle  die  Gleichung 

7)  OrrrCr.’-t-y,*)  \{*t  — arjy*  + (or4  — &2)yt  -+-  (^r,—  xjy* 1 

— (^23h-  y23)  1(^4— ^»)y»  -+-  (•*'.  — ■*«)y4  ■+■(*.  — «^yi  I 
-+-  (^r , 2 -+-  y,  *)  K^-,  — «r»)y4  -4-  (&2  — ^4  )y»  -+-(^4  — ^1  )y*  I 

— (a'4=H-  y4*)  |(^r2  — ocz )yY  -f-  {&,  — )ya-+-  C* , — ^a)y*  I 

oder  auch 

8)  0 = 2 •+■  y , a)  { (y,  — ^4)^*  + {y*  — y2)^3  ■+-  (y3  — y3  )■*%  I 

* — (.r,2  4-y2a)  Ky*  — y.)-*«-Myi  — y.)^4  + (y.  — y*)^! 
-+- (#,* -+-y,2)  Ky  1 — y*)* 4 -f- (y3 ~ y4)^i  + (y*  — y , I 

— (^4 3 h-  y 4 3 ) I (y 2 — y 3 1 *+-  (y * — y » )^» + (y  1 — y»  )^ « I • 

Dies  ist  eine  allgemeine  Relation  zwischen  den  rechtwinkligen  Co- 
ordinaten  vier  in  einem  Kreise  liegender  Punkte. 

Um  nun  die  geometrische  Bedeutung  der  in  dieser  Relation 
vorkommenden  Grössen  zu  erforschen,  wollen  wir  jetzt  die  vier  in 
dem  Kreise  liegenden  Punkte,  deren  rechtwinklige  Coordinaten 
&l9  yii  y*3  ^3»  ysi  y*  sind»  respective  durch  A},  A 2, 
A 3,  A4,  den  Anfang  der  Coordinaten  aber  durch  0 bezeichnen. 
Dann  ist  zuvörderst  bekanntlich 

' Av02  — ac2  -\-yx2, 

A202==t v22-\-y22, 

At  02=a:t2  H-y,*, 

^f4  Ö’  = ^r42  -+-  y4*. 

Ferner  wollen  wir  die  übrigens  schon  oft  behandelte  Aufgabe:  die 
Fläche  eines  Dreiecks  durch  die  rechtwinkligen  Coordinaten  seiner 
Spitzen  auszudrücken,  vollständig  ouflösen,  weil  wir  hei  derselben 
über  das  Vorzeichen  des  Ausdrucks,  den  man  für  die  Fläche  des 
Dreiecks  gewöhnlich  zu  geben  pflegt,  eine  Bemerkung  zu  machen 
haben,  welche,  wie  es  uns  scheint,  sehr  mit  Unrecht  nicht  immer 
- gehörig  hervorgehoben  wird. 

Die  Spitzen  des  Dreiecks,  dessen  gesuchten  Flächeninhalt  wir 
durch  A bezeichnen  wollen,  seien  Al^Az,  At,  und  pt  ; 
<#2*  y2;  #■»»  y%  seien  deren  Coordinaten  in  Bezug  auf  ein  beliebi- 
ges rechtwinkliges  Coordinatensystem  der  &ijx.  öffenbar  wird 
man  immer  ein  dem  primitiven  Systeme  der  xyx,  paralleles  Coordi- 
natensystem der  .ar'yV,  dessen  Anfang  & sein  mag,  so  annehmen 
könnnen,  dass  in  diesem  Systeme  die  Coordinaten  der  Spitzen 
A„  A2,  A3i  welche  durch  dr\,  y*, ; a:’2,  y*2;  y\  bezeichnet 
werden  mögen,  sämmtlich  positiv  sind.  Betrachten  wir  nun,  für 


\ 
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jetzt  immer  dieses  letztere  Coordinatensystem  in’s  Auge  fassend, 
zuerst  den  Fall,  wenn  der  Punkt  A%  zwischen  den  Ordinaten  der 
beiden  Punkte  At  und  A2  liegt,  so  können  in  diesem  ersten 
Hauptfalle  offenbar  bloss  die  vier  verschiedenen,  in  Ta£  IV.  Fig.  5. 
dargestellten  Nebcnfälle  Statt  finden.  In  dem  ersten  dieser  vier 
Fälle  ist,  wie  sogleich  erhellen  wird, 

2A=  (V  — V)  {y\  -hy'z) 

-4-  (V  — V)  (y'a- {-l/i) 

4-(V  — -V)  Wt+l/x) 

2A=—  |(V»— Wi  -MV  + -r  V)Vi- 

• > • 

In  dem  zweiten  Falle  ist,  wie  eben  so  leicht  erhellet, 

2A  = — (V  — V)  (y*  •+•  V) 

; . MV  — a?a)  fy'.H-y,)  ' 

(^.  + ^1)..  •*  - 

• = (V  — V)?'»  + + 

.1.  * * ' , * » *■ 

In  dem  dritten  Falle  ist  auf  ähnliche  Weise 

2A=  (V  — V)  V)  * • • 

. : +K-^)  (y'i+y'i) 

, +(*^1  •B'i)  (y> 

= ^ K^',  + (^,  - + (^,  — V)VI* 

Endlich  ist  in  dem  vierten  der  in  der  Figur  dargestcllten  Fälle  , 

^ 2A  = — (Vt- V)  (y'.+y',) 

— (V  — V)  (j/j  + j/,) 

— (V  — V)  (j^-t-y'i) 

= (V  — V)^  -+-  (^,  — V)V  -f-  ( V — V)V« 

Folglich  ist  überhaupt  , , 

2A  = =F  I (V*  — V)V  ■+■  ( V — V ) V H- ( V — V)  V I > 

wo  im  ersten  und  dritten  Falle  das  obere,  im  zweiten  und  vierten 
Falle  das  untere  Zeichen  genommen  werden  muss;  d.  b.,'  wie  leicht 
in  die  Augen  fällt,  man  muss  das  obere  oder  untere  Zeichen  neh- 
men, jenachdem  man  sich,  um  von  dem  Punkte  Ax  durch  den 
Punkt  A9  zu  dem  Punkte  At  zu  gelangen,  nach  derselben  Rich- 
tung. nach  welcher  man  sich  bewegen  muss,  um  von  dem  positiven 
Theile  der  Axe  der  a;  durch  den  rechten  Winkel  [a:y)  hindurch  zu 
dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y zu  gelangen,  oder  nach  der 
entgegengesetzten  Richtung  hin  bewegen  muss.  Wenn  der  Punkt 
A2  zwischen  den  Ordinaten  der  Punkte  Ax  und  A%  liegt,  so  ist 
nach  dein  Vorhergehenden,  indem  man  die  Coordinaten  der  Punkte 
A2  und  At  gegeneinander  vertauscht,  . ' . 

2A  = =F  {(V  — V)y\  -*-(V  — V)V  “MV  — V)VI 

. ’ ► 

oder,  was  dasselbe  ist, 

« . 2A  = =£={(  V — V)V-MV  — ^'i)y'i  + (V  — V)VI»  • 


> 
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wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  zn  nehmen  ist,  jenachdem  man 
sich,  um  von  dem  Punkte  Ax  durch  den  Punkt  At  zu  dem  Punkte 
A2  zu  gelangen,  nach  derselben  Richtung,  nach  welcher  man  sich 
bewegen  muss,  um  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  a:  durch 
den  rechten  Winkel  (ary)  hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der 
Axe  der  y zu  gelangen,  oder  nach  der  entgegengesetzten  Richtung* 
hin  bewegen  muss.  Weil  nun  aber  die  Richtung  von  Ax  durch 
A2  zu  At  der  Richtung  von  Ax  durch  At  zu  A2  offenbar  entge- 
gengesetzt ist,  so  ist  augenscheinlich 

2A  = =F  I (x'z  — Wx  + (&%  — 

wenn  man  nur  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem 
man  sich,  um  von  dem  Punkte  Ax  durch  den  Punkt  A2  zu  dem 
Puukte  At  zu  gelangen,  nach  derselben  Richtung,  nach  welcher 
man  sich  bewegen  muss,  um  von  dem  positiven  Theile  der  Axe 
der  a:  durch  den  rechten  Winkel  {a:y)  hindurch  zu  dem  positiven 
Theile  der  Axe  der  y zu  gelangen,  oder  nach  der  entgegengesetz- 
ten Richtung  hin  bewegen  muss.  Wenn-  endlich  der  Punkt  Ax 
zwischen  den  Ordinuten  der  Punkte  A2  und  A3  liegt,  so  ist  nach 
dem  ersten  der  beiden  vorhergehenden  Fälle,  wenn  mau  für  &fl, 
y'i?  •*'%>  ya;  x\>  y'x  respective  ad  2X  y1 2-,  a/3J  y,l-,  ac\,  y\  setzt, 
offenbar 

‘ 2A==Fi(^/J  — — ^\)y',  + (•*'»  — 

oder,  was  dasselbe  ist, 

2Ä  = :FiK-^)y.  -t-fa/«  * U 

wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen  werden  muss,  jenach- 
dem man  sich,  um  von  dem  Punkte  A2  durch  den  Punkt  Aa  zu 
dem  Punkte  Ax  zu  gelangen,  nach  derselben  Richtung-,  nach  wel- 
cher man  sich  bewegen  muss,  um  von  dem  positiven  Theile  der  Axe 
der  a:  durch  den  rechten  Wiukel  y)  hindurch  zu  dem  positiven 
Theile  der  Axe  der  y zu  gelangen,  oder  nach  der  entgegengesetz- 
ten Richtung  hinbewegen  muss.  Weil  nun  aber  die  Richtung  von 
A2  durch  A,  zu  Ax  offenbar  mit  der  Richtung  von  Ax  durch  A2 
zu  A3  völlig  einerlei  ist,  so  ist 

2A==f:K^*—  — «VtöMt 

und  in  dieser  Gleichuug  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  neh- 
men, jenachdem  man  sich,  um  von  dem  Punkte  Ax  durch  den 
Punkt  A2  zu  dem  Punkte  At  zu  gelangen,  nach  derselben  Rich- 
tung, nach  welcher  man  sich  bewegen  muss,  um  von  dem  positiven 
Theile  der  Axe  der  a:  durch  den  rechten  Winkel  (&y)  hindurch 
zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y zu  gelangen,  oder  nach 
der  entgegengesetzten  Richtung  hin  bewegen  muss. 

Nehmen  wir  nun  alles  Vorhergehende  zusammen,  so  ist  in  völ- 
liger Allgemeinheit 

2A  = =f\(*\  — ^3)y\  h-(^,  + 

wenn  man  nur  in  dieser  Gleichung  das  obere  oder  untere  Zeichen 
nimmt,  jenachdem  man  sich,  um  von  dem  Punkte  Ax  durch  den 
Punkt  A2  zu  dem  Punkte  A3  zu  gelangen,  nach  derselben  Rich- 
tung, nach  welcher  man  sich  bewegen  muss,  um  von  dem  positiven 
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Theile  der  Axe  der  x durch  den  rechten  Wiukel  (xy)  hindurch  zu 
dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y zu  gelangen,  oder  nach  der 
entgegengesetzten  Richtung  hin  bewegen  muss. 

Bezeichnen  wir  jetzt  die  Coordinaten  des  Anfangspunktes  des 
' secundäreu  Systems  der  xfy'  in  Bezug  auf  das  primitive  System 
. der  xy  durch  b\  so  ist  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  • 

der  Coordinaten  bekanntlich  in  völliger  Allgemeinheit 

• < 

X = a ~h  x',  yzzzb-y-y’ 

oder 

i 

x’—x  — a,  y’zrzy—b, 

und  folglich 

x,l=x1—  a,  y\  = y, — b2 
x'2  = x*  —a,  y,9z=y9—b ; 
x/,  =x3  — a,  y,  = y,  — b.  ' 

Also  ist  nach  der  vorher  gefundenen  Gleichung 

2A  = =F  \ l(x>  — a)  — (x2  — ä)\  (y,  — b) 

*+•  K^*  —a)  — (x  x — a)\  (y9  — b) j 

-h  ((^,  — «)  — — «)]  (y*  “ 

' oder 

-2A  = ^F|(^a  — xx)  (y,  -b)~\-(xt  — xx)  (y2  — b) 

-h{xx  — x2)  (y,—b)\, 

und  folglich,  weil 

(x2  — xx)-\-{x%  —x^  + ix,  — x2)  = 0,  . x 

also  auch 

b(x9  — x,)  -j-b(x9  — xx)-\-b(x  1 — x2)  = 0 
ist,  in  völliger  Allgemeinheit  , - 

9)  2A  = =p  \{x9  — xt)yx 

wo  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  hat,  jenachdem 
man  sich,  um  von  dem  Punkte  Ax  durch  den  Punkt  Ä9  zu  dem 
Punkte  A%  zu  gelangen,  uach  derselben  Richtuug,  nach  welcher 
man  sich  bewegen  muss,  um  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der 
x durch  den  rechten  Wiukel  (xy)  hindurch  zu  dem  positiven  Theile 
der  Axe  der  y zu  gelangen,  oder  nach  der  entgegeugesetzteu  Rich- 
tung hin  bewegen  muss.  v 

Kehren  wir  nun  wieder  zu  dem  oben  betrachteten  Palle,  wenn 
die  vier  Punkte^,,  A9iAiX  Aa  in  einem  Kreise  liegen,  zurück,  und 
nehmen  an,  dass  dieselben  in  dem  Kreise  nach  der  Ordnung  der 
Zahlen  1,  2,  3,  4 auf  einander  folgen,  so  sind,  weil  keiner  dieser 
Punkte  innerhalb  des  durch  die  drei  andern  bestimmten  Dreiecks 
liegt,  offenbar  die  Richtungen,  nach  denen  man  sich  bewegen  muss, 
um  von  Ax  durch  A9  zu  At , von  A9  durch  A%  zu  A4 , von  At  . 
durch  Aa  zu  AXi  von  Aa  durch  Ax  zu  A9  zu  gelangen,  nicht  von 
einander  verschieden,  und  nach  9)  ist  folglich  mit  Beziehung 
der  obern  und  untern  Zeichen  auf  einander  jederzeit- 


i , 
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2^A2A3Ax  = =p  ff*«  — 4- (^4  — ^2)yi  +(a?3  — ^abM, 

^\A  3A  XA , — — |—  {(.#4  ~f~  («^i  *Kz)y*  ■ i (^j  - *^4)3^1 1» 

2A  ^4^i^3==fI(^i  ~^,)y4  + (^,  — o?4)y. -f-(^4  — or.Jy»}, 

2 ^A XA.XA 3 — — §—  j(«^*  *^4)3^1  I O^j  “f“  C^»  *^z)y»  I* 

Also  ist  Dach  7)  jederzeit 

0=zpizA102  . &A9A9A4 
dbAz02  . t\AtA4Ax 
zpAtO*  . ^A4AxA2 
d=:A402./^AlAiAtt 

und  folglich  immer 

0=  Jt02.^A2A3A4 

— A2  02 . hAtAAAt 
-\-A302 . ^A4AXA% 

— A402  . \AlA2At.  . , 

Weil  der  Anfang  Ö der  Coordinaten  natürlich  ganz  willkühr- 
lieh  ist,  so  ergiebt  sich  aus  dem  Vorhergehenden  unmittelbar 
der  folgende  nicht  uninteressante  Satz  vom  Kreise: 

Wenn  At,  A2 , A33  A4  vier  beliebige  Punkte  eines 
Kreises  sind,  die  auf  dem  Kreise  nach  der  Ordnung  der 
Zahlen  1,  .2,  3,  4 auf  einander  folgen,  so  ist  für  jeden 
Punkt  O in  der  Ebene  dieses  Kreises 

0=  Ax  0*  . \A%AtA4 
— A20*  . hAtA4At 
' \ ‘ A t.0*  • /\xA4Al  A2 

—a4o*.&a%a9a9 

. 1 ' * 

oder 

Ax  O 2 . ^A%A3A4-\-Ax  O2  . ^A4A3A% 

= A202 . &A3A4Al  -h  A4  02 . j\AlA2Ax. 

• 4 ‘ * 

» 4 ^ % , 

Anmerkung.  Nachdem  dieser  Aufsatz  ausgearbeitet  und  zum  Druck 
abgesebickt  war,  fand  ich,  dass  Herr  Dr.  Luchter  band  denselben  Satz 
vom  Kreise  gefunden  und  in  Crelle* s Journal.  B.  XXIII.  H.  4.  mitge- 
tbeilt,  auch  auf  die  Kugel  erweitert  hat.  Wegen  der  anderweitigen  in  die- 
sem Aufsatze  enthaltenen  Bemerkungen,  und  weil  der  vorstehende  Satz 
, vom  Kreise  jedenfalls  weiter  bekannt  zu  werden  verdient,  wollte  ich  aber 
diesen  Aufsatz  nicht  unterdrücken,  wie  ich  sonst  gethan  haben  würde.  Na- 
türlich gebührt  Herrn  Dr.  Luchterhand  die  Priorität  der  Erfindung. 
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Ueber  einen  Reihenausdruck  für  den  Umfang 

. der  Ellipse.  . .. 


Von 


\ 


Herrn  R.  Hoppe 

Candidaten  des  höhern  Schulamts  zu  Greifswald. 


-i  * 


Gewöhnlich  wird  der  Umfang  einer  Ellipse  durch  folgende  un- 
endliche Reihe  dargestellt:  . 


! f . 


™ « «^*1.3. 5. ..(271-1),,  «2* 

£=**-**  2 ( 2.4.6:.’.2n~)  5T-T’ 

wo  die  grosse  Halbaxe  = 1,  die  Excentricität  = e gesetzt  ist.  Ejr 
lässt  sich  jedoch  in  eine  weit  schneller  convergirende  Reihe  ent- 
wickeln. 

Ist 

die  Gleichung  der  Ellipse,  und  setzt  man 


” = C08  9; 


. * y « 
so  ist  -^  = sin  9,  und  man  hat 

dx  dy  , 

di~~a  8,0  f\  d^  = b cos  V' 

Nennt  man  s den  zugehörigen  Ellipsenbogen,  so  ist 

t 

%~V O’  + = '/a’  8in  **> ■+•  **  cos  **> 

— \/ 4«3(  1 COS  29)  -f-  ££3(1  •+■  COS  29) 

= $(a2  -f-^3) — — ^*)  cos  29 

+ ^3)  Vl  | ifi  cos  ^9* 

Nun  ist  der  ganze  Umfang  der  Ellipse 


\ 
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£=4/„2!rf*’ 


daher 


71 

£=2l/2(a*  + i*)/^<ty\/1  — cos  2?i  . 

also,  wenn  man  die  letzte  Quadratwurzel  in  eine  Reihe  entwickelt, 

n 

E=  2V/2(a*  + «*j  f*  M 1 — i 2SP 

L (g*  ~^Y  cosa  2„ Ll*_  (“*  - ?*)■  COS*  2» 

- 274  V-+-A2'  y 2.4.6  V+A*'  ^ 

1.3.5  ,«a  — 4 * 

" I 1 . " 1 •»  f C08  m^p  • « 

'2. 4. 6. 8 V -*-**' 

Nun  ist  bekanntlich 

^»71 

/ - . cos2”-*-1  9X/5P  = 0, 

/:. . 

*.  -» 

Setzt  man  liier  2$p  statt  g>,  so  hat  man 


2*i(2*  — l)...(»-hl)  n 
cos»»  5prf5p  = t.ü.i...,, au- 


7X 


2^  cos2*+12gp</<jp  ss  0, 

* 

~ /*2  , 2»(2»  — 1)  . . . («  -4-  1)  * 

2/o  cos2»  2cpdcp  = A .2 .3  . .7* 3** 

In  unserm  Ausdrucke  für  E können  wir  demzufolge  die  Glieder 
mit  ungeraden  Potenzen  von  cos  2 9 weglassen,  und  es  bfeibt  noch 
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•»la 


4- 


- ; 


> • * 

Der  Coefficient  des  allgemeinen  Gliedes  der  Summe  lässt  sich  ver- 
einfachen; man  kann  ihn  schreiben: 


das  ist 


' 1.3...  (4 n — 3)  (2n)  (2 n — 1) . . . (»  -f. 1) 

1.2...  »(«-Hl)  (»- f-2)  . ...  (2»)  .1.2...».  2*»* 

1 « 3 . • • (4ä  3)  - 1 • 3 « • » (4ä  3) 


(1 . 2 ...n)2  24*  (4.8.12.#.  4 n)%  # ^ * 

\ • * . 

Hiernach  erhält  man 

„ • 1 /n/ ' i — \~ITI  m . 3 ...  (4«  — 3)  ,«»  — b*. 

Ez±7rV2(a2-\-b2)  [1—2  77—5 — — - (— rr)2»]. 

v ff_1(4 . 8 . 12  . . . 4»)*  ya*-i-b2r  1 

Setzen  wir  noch  die  grosse  Halbaxe  a ss  1 und  die  Excentricität 
\/ a%  — b2  = *,  so  ist 


‘ \ 


Digitized  by  Google 


X 


/ 

268 


E=*v **-.•) 


Beispiel.  Es  sei  f = f,  denn  ist 

^2(2-t>)  = f 1/34,  (j^)*  = 

daher 

— — 1/34 — 1/34  1 — L — 1/34  —— ---  — 1— 

^ — 3 3K>  4*289  3 K **’  4*  . 8*  289* 

1 

7t  1 /^r  1 . 3 . 5 . 7 . 9 1 71  | y,jV  1 « 3 . • • • 13  1 

— jK  34 . 4,  # 82  # 12a  289*  ~ ~lV  M * 4*  .8*  . 12*  . 16*  289* 


= «,  — «3  — «,  — uA  — «,  — , . . 

Nun  ist  j 1/34  = ^34^" 

Tr*  = 9,8696044010893586  . . . 
-V/34  = 6,10615854542716  = «, 

v2=-p~-9  «,=0,00132053601761 

«,=8^9  "*  = 0,0000001070937 

7*  9 * - 

«,  =0,0000000001621 

«,  = ^17^9  »*  = 0,0000000000003 

Summe  =0,0013206432737 
«,  =6,1061585454272  , 

E= 6,1048379021535 


y 
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XXXI. 

* » • 

I » 

Ucber  die  Methode  der  unbestimmten  Coeffi- 

zienten  und  verwandte  Gegenstände. 

\ 

\ . . % , 

•v  1 - . Von  • ... 

% 

Herrn  Doctor.O.  Schlömilch  . 

i 

l ' * • 

' . zu  Weimar. 


Zur  Verwandlung  der  Funktionen  in  Reihen  bedient  inan  sich 
immer  noch  so  häufig  der  Methode  der  unbestimmten  Coeffizienten, 
dass  es  wohl  nicht  überflüssig  sein  dürfte,  auf  die  Mängel  solcher 
Entwickelungsweisen  genauer  hinzüweisen  und  das  Gebiet  ihrer 
Anwendbarkeit  näher  zu  bestimmen. 

1)  Das  Verfahren  besteht  bekanntlich  darin,  dass  man  die  zu 
entwickelnde  Funktion 

> fW  = ca:2  J 

und  die  noch  unbestimmten  Coeffizienten  a,  b,  c, . . , mittelst  irgend 
einer  Eigenschaft  der  Funktion  f(&)  bestimmt.  Das  ist  aber  bei 
weitem  nicht  genug.  Es  müsste  nun  auch  noch  gezeigt  werden, 
dass  jene  Eigenschaft  die  Funktion  f(&)  vollkommen  charakteri- 
sirt,  d.  h.  dass  es  keine  andere  Funktion  5p(^r)  giebt,  welche  die 
nämliche  Eigenschaft  besitzt,  ohne  mit  f{ac)  identisch  zu  sein  *). 
Geschieht  diess  nicht,  so  kann  man,  wenn  umgekehrt  a , b,  c... 
' gegeben  sind,  von  der  Summe  der  Reibe 

a -f-  bac  -f-  c&2  -1-  . . . . 

> * s ' *• T * / 

• nichts  Anderes  sagen,  als:  es  ist  dieselbe  eine  gewisse  Funktion 
von  a:,  welche  die  und  die  Eigenschaft  hat,  dass  u.  s.  w.  Als  Bei- 
spiel will  ich  nach  der  gewöhnlichen  Weise  zeigen,  wie  sich  die- 
jenige Funktion  vou  ac  in  eine  Reihe  verwandeln  lässt,  Welcher 
die  Eigenschaften  zukommen: 


/(*)_/(*)=/( 


XIJ' 


Lim  = 1 Für  abnehmende  ö. 


")  So  haben  die  Funktionen  \(ax-\-a—x)  und  cos  ax  die  Eigenschaft  ge- 
mein, dass  f(x  -f- y)  -\-f\x  — y)  = 2/(.r)  •fiy)  ist,  und  die  Funktio- 

s‘  JJ 

nen  \a{ba  -+-ba  und  ax-\-b  die,  dass — — 
mehr  von  n abhängt,,  u.  s.  w. 


nicht 
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Aus  der  ersten  Gleichung  folgt  für  y = .ar,  0=/*(0),  also  darf  die 
fragliche  Reihe  kein  von  x freies  Glied  besitzen;  ferner  für  xx=z O 
giebt  die  Benutzung  des  eben  Gefundenen  — f{y)z=zf{ — y),  so 
dass  mithin  nur  ungerade  Potenzen  von  x Vorkommen  können. 
Wirssetzen  daher 

f{x)  = a,.r  •+•  as&*  -+-  aixi  + 

woraus  folgt 


fix)  — /(y) 
x — y 


a. 


x — y 
x —y 


-hat 


x*—y* 
x — y 


-f -<*% 


x*  — y* 
x — y 


Vermöge  der  ersten  für  f{x)  angegebenen  Eigenschaft  muss  aber 
auch  sein 


fix)  — /(y) 1 . (x  — y)*  • 

x—y  *1  +xy~*~  a%  {\-\-xy)t~*~ 


(2) 


Bekanntlich  hat  man  aber  für  jedes  positive  ganze  n>  0 


X*  — ytl  • 

— = xn~'  -f-  xn~~y  -f- 

x — y 

folglich  für  y — t v 


-+-  xyn~2  -+-  yn~x 

« \ 


xn—yn 

x — y 


=?  nx*—1. 


Nehmen  wir  auch  in  (1)  und  (2)  y = x,  so  ist  vermöge  dieses 
Satzes 

-+-  Zatx*  -+-  5atx*  + 


= j +X2  — ax—  axx^  -f-  axx*  — 

, \ 

Durch  Vergleichung  der  Coeflizienten  gleicher  Potenzen  von  x er- 
halten al9  at,  ati  . . . ihre  Bestimmung  und  es  wird  dadureh 


f(x)~  ax{x — \x' 


Der  Coefüzient  a x findet  sich  vermöge  der  Eigenschaft  Lim 


m 


=i. 


Derselbe  ist  = 1 , und  somit  sind  wir  zu  folgendem  Theorem 
gelangt: 

Die  Summe  der  Reihe  » 

« > • 

X — \xl  -f-  jX&  — ... 

ist  diejenige  Funktion  von  x,  welche  die  Eigenschaften  besitzt: 


/(^)“/(y)=/(j^~),  Lim^rsrrF,  für  abnehmende  d. 

Welche  nun  diese  Funktion  sei  lässt  sich  auf  elementarem  Wege 
nicht  gut  entdecken.  Weiss  man  umgekehrt  aus  anderen  Betrach- 
tungen, dass  die  Mumme  der  vorliegenden  Reihe  Arctan  x ist,  so 
kann  allenfalls  jene  Rechnung  als  ein  elementarer  Beweis  dienen, 
dass  die  genannten  Eigenschaften  für  den  Arctan,  charakteristisch 
sind. 

Jene  nothwendige  Vervollständigung  lässt  sich  aber  nur  hei 
wenigen  Funktionen  geben,  nämlich  dann  wenn  f{x)  der  Quotient 
zweier  Reihen  von  der  Form  a -f-  ßx  yx2  -+*  . . . oder  wenn 


/ 


1 
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f(x)~a*  und  =slog  (1  -+*  a:)  ist.  (Cauchy,  Cours  d’Analysc, 

I.  partie,  Cliap.  V.T  ‘ 

2)  Bin  zweiter  Vorwurf,  welcher  die  Methode  der  unbestimm- 
ten Coeffrzienten  trifft,  wie  sie  bisher  angewendet  wurde; 
ist  die  Nichtbeachtung  des  Restes  der  entspringenden  Reihe,  wo- 
durch die  natürlichste  Bestimmung  der  Convergenz  oder  Divergenz 
derselben  verloren  geht  Wie  man  vielmehr  jene  Methode  anzu- 
wenden habe,  will  ich  hier  an  einem  Beispiele  zeigen,  welchem  ich 
jedoch  einen  Satz  von  den  bestimmten  Integralen  vorausschicken 
muss. 

Wenn  M und  A das  Maximum  und  Minimum  der  Funktion 
innerhalb  des  Intervalles  &z=za  bis  & = ß sind  und 
^(o:)  eine  Funktion  bedeutet,  welche  während  des  nämlichen 
Intervalles  positiv  bleibt  so  ist  jederzeit. 

M ty{x)dx>N f^o^da:.  (3) 

Oenn  vermöge  der  Bedeutung  von  M und  JV  ist  für  das  ganze 
Intervall 

* • ' * * t' 

M — y>(ar)  positiv,  A — <jp(.#)  negativ, 

folglich,  weil  ip(ar)  und  da:  positiv  sind,  auch 

\M — <f(a:)]  tp(a:)da:  positiv,  [/V — Sp(^r)]  y>(a:)dar  negativ 
und  ebenso 

y*£  «.  - ■ 

— y{a:)]  tl)(ar)da:  positiv,  / [A — 9>(.r)]  fp(a:)da:  negativ. 

li  V /y 

X * ' , 

Durch  Integration  der  einzelnen  Glieder  folgt  daraus  sogleich  da» 
ausgesprochene  Theorem.  * 

Ich  will  nun  setzen 

• 1 , S • * 

(1  +^)“=  I + + -f- . . . . anocn Rn 

eine  Annahme,  die  sich  für  ganze  positive  Exponenten  durch  ge-  ' 
meine  Multiplikation  und  für  andere  fi  durch  die  Analogie  recht- 
fertigt. Nun  beweist  die  Differenzialrechnung  unabhängig  vom  Bi-  * 
nomialtheorem,  dass  für  jedes  beliebige  reelle  (i,  d(xf*)  = fixt*— idx 
ist.  Vermöge  dieses  Matzes  haben  wir 

- * ; . i • ^ % • * > 

^(1  -f-  -z*)“-1  = «,  + 2«2^c  uana:n-1 

und  durch  Multiplikation  mit  (1-I-^r),  m 

i * 

“b’  &Y*  — ® i ■+*  (2a,  + «,  )a:  + (»»«+» — latfl_i)^*“* 

+ uan&n  -f-  (1  + ■£■)  » 

Aus  der  für  (1  -{-  a?)u  angenommenen  Reihe  folgt  aber 

- /*(1  + a;)/1  = /*  + iit«,  + 

-I-  fiana^  fiRn* 

Durch  Vergleichung  der  Coeffizienten  von  ar°,  d?1, . . . . a:n~ 1 er- 
halten wir 
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(. 4 fi — 1 * ( ' fi  — n — I 

®i  — * "j- » ®j  — o — ^ &n—  1 

, K“—  ])  M/*  — !)♦♦♦•(/* — n-j-l) 

1.2’,  1.2 n 

Durch  diesen  Werth  von  an  werden  aber  die  mit  x»  multiplizirten 
Glieder  nicht  identisch;  es  muss  daher  im  Uebrigen  sein 

t»ana*- —^  — fi  anxn-\-fiRn 

oder 


(1-H^r) 


ARn 

dx 


— fjblln  — (fi  — n)anxn. 


Um  aus  dieser  Differenzialgleichung  Rn  zu  finden,  sei 

R„  = (fi  — »)«f„(l  -h  &Yy 

l 

wo  y eine  noch  zu  bestimmende  Funktion  von  x ist  Die  Diffe- 
renzialgleichung wird  jetzt  folgende. 

' du 

(fi — n)a»{{\ -+-  £ h-  M1  ■+■  xYy — K* *+■ *Yy\ 

« 

— (fi  — tt)anxn 

d.  i.  sehr  einfach 

(1 

. ' . ■ i ax  • • 


woraus 


-fl 


x»dx 


(1  -+-  x¥*+i 


Const. 


und 


Rn=z(ji  — n)a„(l  -f-  xY  \_J 7 


xndx 
(1  -H  x)>u+i 


Const 


] (•')'  •• 


folgt.  Dieser  Rest  ist  es  nun,  welcher  die  gefundene  Reihe 

* * * 

= l + 


i •<%«•••»  t 

, * \ 

ergänzt.  Für  ein  positives  ganzes  fl  =r  n bricht  die  Reihe  bei  dem 
Gliede  xn  nb,  weil  das  nächste  den  Faktor  n — n = 0 enthält. 
An  dieses  wäre  daun  noch  der  obige  Rest  anzuliängen,  der  aber 
ebenfalls  den  Faktor  fi  — » = 0 enthält  und  daher  sich  annullirt. 
Für  jedes  andere  fi  dagegen  wird  keins  der  Glieder  uuserer  Reihe 
= 0 und  es  liegt  daher  sehr  nahe,  sie  ins  Unendliche  fortgehen 
zu  lassen.  Dabei  fragt  es  sich  aber  noch,  was  aus  dem  Reste 
werden  wird.  Würde  derselbe  über  alle  Gränze  hinaus  wachsen,  so 
wäre  durch  die  unendliche  Verlängerung  der  Reihe  Nichts  gewon- 
nen, weil  sich  dann  der  ganze  Ausdruck  auf  das  vieldeutige  Resul- 
tat (l-f-o:)M  = oo  — oo  reduziren  würde;  wir  müssen  dessbalb  den 
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Rest  so  einzurichten  suchen,  dass  sich  derselbe  hei  wachsendem  n 
entweder  einer  endlichen  bestimmten  Gränze  oder  der  Null  nähert. 
Um  zuvörderst  die  Constante  der  Integration  in  (4)  zu  bestim- 
-men,  setzen  wir  in  (5)  ^r  = 0,  wodurch  sich  die  Reihe  auf  die 
identische  Gleichung  1 = 1 reduzirt.  Es  muss  also  dann  der  Rest 
= 0 oder 

Const  = -fn  (für  <r  = 0)  ' 

sein.  Es  ist  aber  sehr  leicht  einzusehen,  dass  dieses  Integral  für 
az  = 0 verschwindet,  also  Const  =0  wird.  Geben  wir  ferner  oc 
den  grössten  absoluten  Werth  c , so  können  wir  schreiben 

VLirfSsi] 

. = (.  - «im1 + 

Ohne  diese  Integration  auszuführen,  können  wir  leicht  mittelst  des 
früher  bewiesenen  Lemma  von  den  bestimmten  Integralen  den  Rest 
in  zwei  Gränzen  einschliesseD.  Bezeichnen  wir  das  Integral  mit  J 

' • | 

und  setzen  a = 0,  ß = c,  yO)  = 80  ist 

M=  1,  N = ([  _h‘£¥t+v  und  mithin 

J^xnda:  > J>  ^ + cy*-w«/o  x*da; 

oder 


cn+i  1 cn+i 

n+1  ^ J ^ (1  * 71+1 


und  daher:  ‘ 


(fi  — n)an(\  -+-  c)f*  — > Ä*  > (/u  — »)«„(! 


r)-1 


« -f- 1 

* 


oder,  weil  a»+ i = “T77  «n  ist, 

#C  A 

(1  -+-  c)“af„-HC«+i  ;>  Ä«  >■  (1  -+-  c)— 

Daraus  geht  hervor,  dass  der  Rest  in  den  nämlichen  Fällen  wach- 
sen oder  abnehmen  wird,  in  welchen  diess  mit  den  Gliedern  der 
Reihe 

(1  -+-  ar)u=  1 axx  -\-  a^oc1,  -+-  anxn  (für  az  = c) 

\ 

geschieht.  Bezeichnen  wir  ancn  mif  p„f  so  ist 

Vn+l=Pn.^~  « = -*,(! 

P^=+PA1  -£±i)  o-£±i>«’ 

pn+i — p„(  1 n+^C 

u.  s.  f. 


Theli  III. 


18 


274 


Soll  nun  abgesehen  vom  Zeichen  ..../>«.+* <pn+* <ipn+\ <Lp»  sein, 
d.  h.  die  Grösse  p„  bei  wachsenden  n beständig  abnehmen , so 
folgt  daraus 


(‘-srl)«1*  o-£tt1*<». 


was  hei  dem  wachsenden  n auf  das  gemeinsame  Resultat 

c<l 


hinausgeht.  In  jedem  anderen  Falle  nehmen  die  Glieder  p„, 
pn+i  ....  nicht  ins  Unendliche  ab,  sondern  werden  entweder  am 
Ende  constaut  oder  unendlich  gross,  und  das  Nämliche  gilt  dann 
von  dem  Rest  der  Reihe.  Schliessen  wir  diese  Fälle  aus,  so  bleibt 

(l  + ^ = l+-y  «g  + ^77 »n  inf., 

4-1  — 1 


eine  Reihe,  deren  Glieder  immer  kleiner  werden  und  deren  Rest 
verschwindet,  d.  h.  eine  convergente. 

ln  dieser  Weise  muss  die  Methode  der  unbestimmten  Coeffi- 
zienten  angewendet  werden,  wenn  man  auf  Strenge  Anspruch 
machen  will.  Hätte  man  früher  diesen  an  und  für  sich  so  natür- 
lichen Weg  verfolgt,  so  würde  der  leidige  Streit  über  Convergenz 
und  Divergenz  der  Reihen  gar  nicht  entstanden  sein.  , Statt  dessen 
liess  man  gleich  die  Reihe  ins  Unbestimmte  fortgehen  und  bemühte 
sich  später  den  offenbar  widersinnigen  Resultaten  (sobald  eine  Di- 
vergenz eintrat)  eine  irgend  plausible  Bedeutung  zu  vindiciren. 
Wie  es  scheint  hat  man  sich  immer  daran  gehalten,  dass  durch 
eine  richtige  Rechnung  auch  etwas  Richtiges  zum  Vorschein  kom- 
men müsse.  Dazu  gehört'  auch  Richtigkeit  der  Voraussetzung. 
Wenn  man  aber  eine  Funktion  einer  unendlichen  Reihe  gleich 
setzt,  so  will  man  damit  sehr  oft  der  ersteren  eine  Form  aufzwin- 
gen, die  sie  gar  nicht  an  nehmen  kann. 

Dergleichen  Fälle  gieht  es  mehr.  Setzt  man  z.  B. 


fix)  — al  sin  x 4-  az  sin  2x  4-  .-•  • • 4-  sin  nx  -f-  . . . . 


multiplizirt  beiderseits  mit  — sin  nx  dx  und  integrirt  zwischen  0 
und  77,  so  findet  man 


sin  nx  dx  = an. 


Man  nehme  z.  E.  f{x)z=l, so  hat  man  darnach 

7 X 9 ^ ( \ »x  . 

— = sin  x 4—  t sin  Zx-+-\  sin  ox  ~f~  . • . 

/ 

Aber  für  x = 0 oder  x = tv  kommt  der  WTiderspruch  — =0  zum 

Vorschein.  Darüber  braucht  sich  Niemand  zu  wundern , denn  cs 
liegt  diess  lediglich  in  der  Form  der  Reihe,  die  für  fix)  angenom- 
men wurde.  Hier  kann  man  die  Unrichtigkeit  der  Voraussetzung 
Für  .2:  = Ü und  xz=.n  gleich  a priori  erkennen,  hei  den  nach  Po- 
tenzen von  x fortschreitenden  Reihen  dagegen  erst  a posteriori 


/ 
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durch  die  Betrachtung  des  Restes;  aber  gerade  diese  letztere  hat 
mau  gewöhnlich  vernachlässigt  und  daher  der  ganze  Streit. 

Zu  welchen  entsetzlichen  Resultaten  man  durch  dergleichen 
Nachlässigkeiten  gelangen  kann,  will  ich  hier  an  einer  Rechnung 
zeigen,  die  ich  parallel  einer  von  Euler  herrührenden  fortführen 
will  °).  Nach  der  Formel 

. ' i • 

cos  (ä+ l)o?  = 2cos  nx  cos  ar  — cos  (u  — 1 Jur- 
ist 

cos  x = cos  x 

' cos  ~x  = 2cos  x cos  x — 1 

cos  3,r==2cos  2x  cos  x — cos  x 
cos  \x  = 2cos  3x  cos  x — oos  2x 


u.  8.  w.  in  inf. 


Also , wenn  man  das  Aggregat  der  Grössen  auf  der  linken  Seite 
der  Gleichheitszeichen  setzt, 

S = cos  x -J-  2*S*  cos  x — 1 — 8, 

' i * • 

woraus  man  sogleich  erhält  < 

S = cos  x cos  2x  -f-  cos  3x  -f-  . . . in  inf.  = — / 

Entwickelt  man  jeden  Cosinus  in  eine  Reihe,  so  ist 
£==  — £=  1 4-  1 •+- 1 *+*  1-h 


— (I2  -1-2*  + 3*  -f- 
-t-(l4  -}-24  3 4 -+- 


x2 
1 .2 
x* 

1 .2 . 3 . 4 


I 


V 


woraus  augenblicklich  folgt 

1 + 1 -f-  1 -4-  1 4-  • in  inf.  = — \ 

p 22  -h 3’  -+- =0 

1 4 —f—  2*  —J—  34  -4—  ...... . —0  u.  s.  f.  • 

Dazu  werden  sich  schwerlich  Gläubige  finden  !x 

Untersuchen  wir  nun,  worin  der  Fehler  liegt.  Nehmen  wir  die 
Reihe  erst  als  endliche  bis  zum  nten  Gliede,  setzen 

\ 

S„  = cos  x -f-  cos  2x  + . ...  + cos  nx 


*)  Supplemente  zu  Klügels  Wörterbuch  S.  536. 
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und  denken  uns  zu  der  obigen  Darstellung  (6)  noch  das  letzte 
Glied 

cos  na'  = 2cos  ( n — 1)  cos  x — cos  ( n — 2)  x 

hinzugeschrieben,  so  ist  jetzt 

Sn  = cos  a:  4-  . cos  x — 1 — Sn— 2 

und  weil  =£„ — cos  nx,  S„—2—Sn‘—(cosnx-\-cos  (n — l)x) 
ist,  so  findet  sich  leicht  nach  einiger  Reduktion 

Sn  = cos  x -f-  cos  2x  4-  cos  3x  4- ....  4~  cos  nx 


. 2n-+- 1 
sm  — - — x 

2siu 


Für  wachsende  n nähert  sich  aber  der  Sinusquotient  (der  Rest  der 
Reihe)  keineswegs  der  Null,  sondern  oszillirt  beständig  zwischen 

-f-  — — und  — ■ . so  dass  also  jene  Reibe  ins  Unendliche 

2sin  \x  2smiar’  J 

fortgesetzt  gar  keine  bestimmte  Summe  hat.  Entwickelt  man  da- 
gegen auf  der  linken  Seite  die  Cosinus  und  auf  der  rechten  den 
Sinusquotienten  nach  Potenzen  von  x>  so  erhält  man  durch  Ver- 
gleichung 


1°  2°  — f-  3°  -j—  ....  — |—  n°  = n 


1*  4- 2*  4- 3*  4- 


-f-  «* 


n{n  -4-  1)  (2«  4-  1) 
2.3 


u.  s.  w. 


die  ohnehin  schon  bekannten  Formeln.  Auf  gleiche  Weise  kann 
man  die  übrigen  Reihen  der  Art  prüfen  und  wird  immer  den  alten 
Fehler  finden,  dass  ein  Rest  (der  Quotient  zweier  trigonometrischen 
Funktionen)  weggclassen  worden  ist,  ohne  dass  er  für  wachsende 
n sich  der  Null  uähert.  (Die  Frage  des  Herrn  Dr.  Hellerung, 
Archiv  Th  eil  I.  Heft  3.  S.  321.  erledigt  sich  dadurch  von  selbst.) 

Vielleicht  ist  es  nicht  überflüssig,  zur  Ergötzlichkeit  der  Leser 
noch  einige  Folgerungen  aus  den  gewöhnlichen  Resultaten  zu 
ziehen. 

Wir  fanden 


cos  x-\-  cos  2.2: 4- cos  3x-{- . . . . -f-  cos  nx=. — *4- 
und  wenn  wir  n — x für  x schreiben 


sm 


2n  -f-  1 


2sin  $x 


cos  x — cos  2.2: 4- cos  3.2:4- 


:cos  nx‘. 


. t • 


2«  4-1 

cos  — — — X ' 


2c  os  $x 


wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt,  je  nachdem  n gerade  oder 
ungerade  ist.  Nun  soll  aber  auctore  Eulero  sein 
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cos  x -+-  cos  2x  -f-  cos  3 x in  inf.  = — £ 

cos  x — cos  2 x -+-  cos  3x  — ....  in  inf.  = -f-  {• 

also  müsste,  wenn  wir  in  unseren  Formeln  n = x nehmen,  auch 
sein 

sin  ocx  = 0,  qp  cos  ocx  = 0 

folglich 

sin*  ocx  -+-  cos*'  ocx  = 0.  (!) 

Man  multiplizire  ferner  die  erste  Reihe  mit  f(x)dx  und  integrire 
zwischen  zwei  Gränzen  0 und  a so  kommt 


cos  x dx 


^ r)  cos  ^ dx  - 1-  . . .„.  in  inf.J  =0  (8), 

während  dagegen*  die  Summe  derselben  nach  (7) 


si 

= Lim  / - 
**  o 


« . 2n  -+- 1 
sin  — - — x 


sin  $x 


■f(x)dxy  für  wachsende  n 


ist,  worüber  man  einen  früheren  Aufsatz  von  mir  (Archiv  Theil  I. 
S.  417)  nachseheu  kann.  So  würde  aus  jener  Reihe  (8)  für 
f(x)  = e~x,  a — oc  folgen 


1 _i - 1 

V l2  -4-  1 ^ 2- 


-f-I 


-j  . in  inf.  =r0  . (!) 


Doch  genug  von  diesen  Verkehrtheiten,  deren  Zahl  sich  leicht  ver- 
mehren liessc.  Schliesslich  noch  ein  Paar  Worte  über  die  Methode 
der  unbestimmten  Coeflizienten.  Wirft  man  einen  Blick  auf  die 
oben  gegebene  Darstellung,  so  ergieht  sich  von  selbst,  wo  die  frag- 
liche Methode  ihren  Platz  finden  kann,  ln  der  allgemeinen  Arith- 
metik wird  man  sie  ausser  zur  Entwickelung  von  Reihenquotienten 
nicht  benutzen  können,  weil  die  zu  strenger  Untersuchung  nöthigen 
Vervollständigungen  die  Kräfte  der  niederen  Analysis  übersteigen. 
Es  ist  daher  besser  nicht  von  der  Entwickelung  in  Reihen,  son- 
dern von  der  Suinmirung  derselben  auszugehen  und  dabei  mit 
der  Binomialformel  anzufangen,  aus  welcher  sich  die  übrigen  Rei- 
ben für  die  wichtigsten  Funktionen  ableiten  lassen.  Das  Bedürf- 
nis der  Convergeuz  stellt  sich  hier  von  selbst  dar,  weil  man  nicht 
eher  die  Bestimmung  einer  Reihensumme  unternehmen  wird,  als  bis 
man  weiss,  dass  eine  solche  in  endlicher  Form  exlstirt.  Dieser 
Weg,  den  unter  Andern  Cauchy  in  seinem  Cours  d’Analysc 
eingesclilagen  hat,  bleibt  daher  .jedenfalls  der  strengste. 
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XXXII. 


Ueber  die  Integration  unendlicher  Reihen. 

Von 

Herrn  Doctor  O,  Schlö milch 

zu  Weimar. 


Der  Missbrauch,  den  man  mit  unendlichen  Reiben,  welche  nicht 
jederzeit  convergiren,  getrieben  hat,  führte  unter  Andern  auch  da- 
zu, dass  man  Reihen  der  Art  zwischen  Gränzen  integrirte,  inner- 
halb deren  sie  nicht  beständig  convergiren.  Dass  diess  im  Allge- 
meinen nicht  erlaubt  sei,  ist  leicht  einzusehen.  Denn  ein  bestimm- 
tes Integral 

/’f/M  dx 

. 


ist  bekanntlich  die  Gränze,  welcher  sich  der  Ausdruck 

/(«)  4-/(« 4-  <?)  4-/(«  4-  4- 4-/(«  4-  » — !<*)! . 


ß — a 


n 


(n  eine  positive  ganze  Zahl) 


für  wachsende  n,  also  abnehmende  d nähert.  Will  man  nun  für 
f{x)  unter  dem  Integralzeichen  eine  unendliche  Reihe  setzen,  so 
wird  man  erst  den  vorliegenden  Ausdruck  um  die  Befugniss  dazu 
befrageu  müssen,  ln  demselben  durchläuft  oc  stetig  die  Werthe 

ct,  u d,  ct  — f—  2rf, ........  ^ — d, 


Und  inithiu  wird  jene  Rcihenverwandlung  dann  erlaubt  sein,  wenn 
die  Reihe  für  f[pc)  für  alle  diese  Werthe  von  a:  richtig  ist,  d.  h. 
convergirt. 

Wie  leicht  man  hei  der  Nichtbeachtung  dieser  Regel  auf  Irrthü- 
mer  stossen  kann,  zeigt  u.  A.  folgendes  Beispiel.  Es  ist  be- 
kanntlich 


/o 


o 1 — xn 


n 


n tan 


tun 

n 


folglich  für  »i  = l,  » = 2 

./o  1—  X- — • 


1—  X2 


Wollte  mau  unter  dem  Integralzeichen  statt 


die  Reihe 
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\ 


. 1 -f-sa?*  + + 


setzen,  so  würde  man  dagegen  erhalten 


y"*«  dx 

0 jfzr^ä  = 00+f^,  + i«s-H. 


also  überhaupt  das  Integral  = 00,  ein  ganz  falsches  Resultat. 

Indessen  fehlt  es  auch  nicht  an  Beispielen)  dass  trotz  der  Ver- 
nachlässigung jener  Regel  richtige  Resultate  zum  Vorschein  ge- 
• kommen  sind.  Dies  liegt  dann  an  einer  besonderen  Beschaffenheit 
des  Restes  der  Reihe.  Vorausgesetzt  dass 

0 1 4 


f{x)  = «o  ■+*  a 1 & H“  <*nXn  •+-  Rn 


eine  Reihe  sei,  welche  für  a:=zß  divergirt,  d.  h.  in  welcher  für 
wachsende  n sowohl  der  Rest,  als  die  vorhergehende  Summe  unbe- 
grenzt wachsen,  so  trifft  cs  sich  doch  häutig,,  dass  in  dem  Aus- 
drucke 

J^f{x)dx  = aa{ß—  a)  + a , -+• 


an 


ßn-i-l  • — 
n-+-l 


+-  r* Rndjc 

«/  a 


das  letzte  Glied  Tür  wachsende  n abnimmt  und  folglich  das  Näm- 
liche herauskommt,  als  wenn  man  den  Rest  gar  nicht  berücksich- 
tigt hätte.  *, 

Der  Sicherheit  wegen  ist  es  daher  immer  nöthig  den  Rest  mit 
atu  nehmen,  sobald  die  Integrationsgränzen  die  Werthe  von  x für 
welche  allein  die  Reihe  convergirt,  übersteigen.  Natürlich  ist  diess 
in  manchen  Fällen  eine  blosse  Vervollständigung,  durch  die  man 
. nichts  Neues  erfährt,  die  aber  von  einer  strengen  Begründung  wohl 
verlangt  wird. 

So  hat  man  z.  B.  die  Integrale 


yr*<»xa~^(lx  dx 

0 1-f-ar’«/  0 1 — x 5 ' ' 


mit  deren  Entwickelung  sich  ein  Theil  des  Aufsatzes  vom  Herrn 
Herausgeber,  Archiv  Theil  II.  Heft  3.  S.  283 — 301  beschäftigt, 
auch  auf  einem  sehr  kurzen  Wege  entwickelt,  welcher  aber  gerade 
jene  Vervollständigung  nöthig  hat  °).  Es  sollen  desshalb  jene  In- 
tegrale hier  besonders  betrachtet  werden. 

1)  Theilen  wir  in  dem  ersten  derselben,  welches  kurz  J heis- 
sen möge,  das  Intervall  0 bis  oc  in  zwei  andere  von  0 bis  1 und 
1 bis  so , so  ist 

9 1 « > . * 


1 dx  P 


l dx 
1-f  x ' 


*)  Supplemente  Nzum  mathein.  Wörterb.  Jste  Abth.  S.  154.  Wahrscheinlich 
hat  auch  der  Herr  Herausgeber  das  Ungenügende  jenes  Beweises  ge- 
fühlt, und  daher  in  seinem  Aufsatze  einen  zwar  längeren  aber  gründ- 
licheren Beweis  gegeben. 


\ 
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Nehmen  wir  in  dem  Integral  von  1 bis  oe , x = — , so  wird 

xa — lrfx  — x — adz  . , 

xa~‘^dx  = — 55— . dz  und  i x'  “ '•  Die  Integrations- 

gränzen für  x müsseu  =0  und  =1  genommen  werden,  damit  sie 
mit  denen  für  x identisch  werden.  Also  ist  nun 

j f‘^xa—^dx  /^z~adz 

J 0 1+X  e/  1 2 -f-  1 

oder,  weun  wir  im  zweiten  Integrale  die  Integrationsgräuzen  ver- 
tauschen und  x für  x schreiben: 

j p\x<*—^dx  g^x~adx 

J 0 l -+-X  J 0 1 + 

Bekanntlich  ist  nun  identisch 

T+x  = l — * + — + (—  *+■ ' y+T* 

Wollen  wir  diese  Reihe  unter  das  Integralzeichen  substituiren , so 
dürfen  wir  sie  nicht  ins  Unendliche  fortsetzcn,  weil  sie  für  x=l, 
der  oberen  lntegrationsgränze,  nicht  convergirt.  Wir  haben  dann 
folgende  Entwickelung 
/»1 

J—  / [&“— 1 — Xa  -f-  — -+-  ( — 1 )«— l&a+n— 2]  dx 

+1 

— a — X — 1 + X — — (— * — a-\-n — 1J 

f f*^x — a~^~ndx 

+ (-1)V0-7T^ 

= 1 2 — 1 1 + ( — iy* — 1 1 

a « -f-  1 a -f-  2 ' 1 ' a-\~n  — 1 

l ' 

-4- _I_ -4-  ( — 1 )«— 2 L 

' — a-+- 1 — a ~t~2  ’ * ' ' — a-+-n — i 

' ’ —a-\-n 

. 1 f*X*+n-ldx  . , f*lx~«+ndx 

+ »Vo  i"+*  + ‘V,  i+x  • 

Damit  nun  keines  der  Glieder  jener  beiden  Reiben  unendlich  gross 
werde  ist  nüthig,  dass  a ein  positiver  achter  Bruch  sei.  Ziehen 
wir  ferner  beide  Reihen  durch  Vereinigung  der  unter  einander 
stehenden  Glieder  in  eine  zusammen,  so  ist  noch 

J — — _i — — _i_  _l_  { j y« — 2 — 

n ^ l2  — «2  22  — a2  ' l) 

. -H- 

• . . , , /»l xa+n—idx  , . n ' /^l x~a+ndx 

+(-  ‘f/.Trr-H-  ^Vo-rnr 
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Laasen  wir  nun  das  beliebige  n ins  Uueudliche  wachsen,  so  wird 
die  obeustebende  Reibe  eine  unendliche  convergenle,  wovon 
man  sich  sehr  leicht  überzeuget)  kann.  Es  fragt  sielt  nur  noch, 
was  in  diesem  Falle  aus  den  ungehäogten  Integralen  wird. 

Jedes  derselben  lässt  sich  nach  dem  Theorem  (3)  in  dem  vor- 
hergehenden Aufsätze  über  die  Methode  der  unbestimmten  Coeffi- 
zienten  in  zwei  Gränzen  einschliessen,  wenn  man  das  dortige 

« — 0 , ß = 1 . q(x)  = t--1  ■ , ip(&)  — oder  = ar-"*** 

setzt.  Vermöge  der  Bedeutung  von  M und  N a.  a.  0.  ist 

*=rh’ ' - 

folglich  weDn  wir  a-\-n — 1 und  — a-\-n  mit  m bezeichnen, 
welches  gleichzeitig  mit  n wächst: 

>/?;£>»/>» 


oder 


«i-+- 1 


> 


l xmda : . 

0 l-i-x  ^ 2(zw-j-  1)’ 


Für  wachsende  m nähern  sich  aber  beide  Gränzwerthe  der  Null 
und  mithin  verschwindet  auch  das  Integral  selbst  für  «m/gmoc. 
Lassen  wir  daher  in  (3)  die  beiden  Integrale  weg  und  setzen  die 
Reihe  ins  Unendliche  fort,  so  ist 


¥ __  1 • -fl  2fl  2«  . . » / r \ 

J ~ä  + l2  — a*  ” 2~— * — «3“*  * * In  lnf‘  ^ ) 


n 


Die  Summe  dieser  Reihe  ist  aber  bekanntlich  =-71 } und  also 


sin  an1 


haben  wir,  uns  an  die  Bedeutung  von  ./  erinnernd, 

y*<xxa—\dx  n 

0 1 X 


sin  «7i 


-+- 1 > « > 0 . (5) 


m 


Für  «m  — , wo*  also  n^>  m sein  muss,  und  x -=.%n  ergiebt  sich 
noch 


y»aesm— \d%  

0 1 + X'1 


71 


n sm 


tnn 

n 


, n m.  (6). 


1 

Man  findet  auch  leicht  durch  unmittelbare  Integration,  dass  diese 
Formeln  noch  für  «ml,  tn  — «,  richtig  sind,  was  aber  wegen 
des  Unendlichwerdens  derselben  keinen  Nutzen  gewährt. 

2)  Der  bisher  verfolgte  Weg  führt  auch  unter  einigen  Modifi- 
kationen zur  Kenntniss  des  ähnlichen  Integrales 


j f'<*ixa—}dx 

J 0 1 — x ' 


Nimmt  man  mit  demselben  die  Reduktionen  vor,  welche  früher  den 
Ausdruck  (1)  in  (2)  verwandelten,  so  findet  sich. 
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• < 

v j*\xa—l<lx  p^x~ndx 

J o 1 — X ,/o  1 — x 

uud,  weil 

i xn 

1 r=  1 -f-  .*•-+-  .ar*  + -+-  xn~l  -+-  , _ 

l—X  l—x 

ist,  auch  , 

j=f;  [xa~\  x»  -I-  o;a+ 1 xa+-n-'i]<lx 

yii^+» — l djc 
0 1 — X 

[x~a  -f-  xr~a+1  -+-  x~a+'1  -I- *+-  x -a+n-'\dx 

' ‘ \ /»lj: — a~^ndx 

~~Jo  1 — X 

- — I 1 1 1 1_ 4- 

— a Tfl  + 1 « -f-  2 * ^ a + n—  1 

' # * i i L_ 

-a-h  I — a-f-2  — i — *-*-» 

^»i^d+n — lrfj  /»lx — a~^"ndx 

0 i — X Jo  l—X 

t 

\ 

1 o r 1 1 . . 1 i 

_ _ _ 2a[____  + „s  _ a,  + + 

— }(8). 

n — «1  7 

«/  o 1 — -r  ^ ’ 

Wollte  man  die  früher,  auf  die  in  (3)  angebängten  Integrale  angc- 
wrendeten  Schlüsse  hier  wieder  für  die  beiden  Integrale  in  der  vor- 
letzten Keihe  benutzen,  so  würde  man  für  jedes  das  Unendliche 
als  Gränzwerth  finden.  Desshalb  wurden  sie  in  der  letzten  Reibe 
in  ein  Integral  zusammengezogen,  was  wegen  der  gleichen  lntegra- 
tionsgränzen  leicht  geschehen  konnte.  Dasselbe  lässt  sich  aber 
auch  so  schreiben 

/’^l  1 — X\~ 2«  . , , 

— - — xn+a~ldx 

o 1 — x 

worin  wir  1 — - -2a  mit  b,  n-\-a  — 1 mit  m bezeichnen  wollen. 
Um  nun  für  dieses  Integral  zwei  Gränzwerthe  angebcn  zu  können, 
nehmen  wir  in  dem  früher  citirten  Satze  von  den  bestimmten  Inte- 
gralen (f(x)  = ^ ip{x)  = xm , « = Ü,  ß=l,-.  Ks  wären  nun 

für  das  Intervall  .#  = 0 bis  xzzzl  das  Maximum  und  Minimum 
(M  und  A7)  der  Funktion  <p(x)  zu  bestimmen.  Diess  könnte  nach 
der  gewöhnlichen  Weise  geschehen  wenn  b in  Zahlen  gegeben  ist, 
für  unseren  Zweck  reicht  es  aber  hin  zu  bemerken,  dass  dieselben 
endliche  Grössen  sind.  Denn  während  des  Intervalles  0 bis  1 kann 


% 
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1 — X^ 

die  Funktion  ^ _x  nicht  unendlich  werden.  Dazu  würde  nöthig 

sein,  dass  der  Nenner  =0,  also  x = \ wäre;  dann  wird  aber 
auch  der  Zähler  =0  und  der  wahre  Werth  des  Symboles  £ findet 
sich  nach  den  gewöhnlichen  Regeln  =zb.  Eben  so  wenig  kann 
jene  Funktion  =0  werden,  weil  dann  der  Zähler  =0  sein  müsste, 
in  welchem  Falle  auch  der  Nenner  sich  annullirt  und  wieder  das 
Vorige  eintritt.  Also  sind  M und  JV  zwei  endliche  Grössen,  und 
wir  haben  in  Folge  des  früher  citirten  Theorems 

>yi*T xmdx  > . ■ 

oder,  wenn  wir  die  Integrationen  ausführen  und  die  Werthe  von 
m und  b wieder  einführen  • 


M 


y’U—  xi-2* 
o 1 — 


n 


a 


x 


X°~*~n  \dx;  >► 


IV 


n 


a 


woraus,  sich  ergiebt,  dass  für  wachsende  n das  Integral  sich  unhe* 

5 ranzt  der  Null  nähert.  Lassen  wir  dasselbe  in  (8)  weg  nnd  setzen 
ie  vorhergehende  Reihe  ins  Unendliche  fort,  so  ist  nun 


J a ^*h3  — a~  23  — a3  32  — aa 


in  inf. } 


Vorausgesetzt  dass  a ein  positiver  ächter  Bruch  ist,  haben  wir 
n cot  an  als  Summe  dieser  Reihe,  und  mithin 


yi 


<*>xa—^dx 
o l — x 


71 


— . — , •+■  1 ^ a ^ 0,  (9) 

tan  an*  ’ v * 


tn 


woraus  für  a = — , xz=%n  sich  noch  ergiebt 


y'*acsOT — irfs 

o i — %n 


71 


n tan 


~mn'  »>»».  (10) 


71 


Die  bisher  befolgte  Methode  ist  noch  vieler  Anwendungen  fähig. 
So  findet  man  z.  B.  leicht  die  Integrale 

»ao  xadx  n 1 


L 


o 1 -t-a;s 


n 

"o" 


cos 


an 


/o 


<ixa  — x—a 


;f  tan  1>«>0 


an 


0 1 — x* 

die  viel  Analogie  zu  den  oben  entwickelten  besitzen. 
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XXXIII. 

Die  Algebra  in  Italien  seit  Fibonacci  *). 

Von  dem 

Herrn  Doctor  Gerhardt 

Lehrer  am  Gymnasium  zu  Salzwedel. 


Die  Algebra,  namentlich  die  Auflösung  der  Gleichungen,  hat 
seit  den  denkwürdigen  Arbeite!!  der  italienischen  Mathematiker  des 
löten  Jahrhunderts  wenig  Fortschritte  gemacht  und  die  Hemmnisse, 
die  sie  nicht  zu  beseitigen  vermochten,  sind  im  Allgemeinen  noch 
jetzt  vorhanden.  Es  scheint  der  Mühe  werth  zu  sein,  den  Weg  zu 
verfolgen,  welchen  die  Wissenschaft  seit  dem  Auftreten  Fibonacci’s 
zu  Anfang  des  13ten  Jahrhunderts  cinscblug,  bis  sie  zu  jenem 
Höhepunkte  gelangte. 

Jahrhunderte  vergingen,  ehe  jemand  auftrat,  der  den  hohen  Ver- 
diensten Fibonacci’s  sich  hätte  würdig  zur  Seite  stellen  können.  Die- 
ses Factum,  so  wie  dass  die  Arbeiten  dieses  Mannes  Jahrhunderte 
hindurch  fortwährend  benutzt  und  die  Gräuzen  der  Wissenschaft, 
wie  er  sie  gesteckt,  erst  nach  langer  Zeit  erweitert  wurden,  ver- 
anlassen uns  zu  behaupten,  dass  Fibonacci  unter  die  bedeutendsten 
Mathematiker  des  Mittelalters  gerechnet  werden  muss.  Zwar  ha- 
ben wir  gesehen,  dass  er  theilwreise  nach  arabischen  Vorbildern 
arbeitete;  dies  thut  jedoch  seinen  Verdiensten  wenig  Eintrag,  denn 
er  hat  gezeigt,  dass  er  allein  in  jenen  Zeiten  der  tiefsten  Unwis- 
senheit dem  Fluge  der  Wissenschaft,  den  sie  bei  den  Arabern  ge- 
nommen, zu  folgen  und  sie  in  sich  aufzunehmen  vermochte. 

Noch  ihm  linden  wir  im  13ten  Jahrhundert  kaum  die  Namen  < 
einiger  Mathematiker  erwähnt;  von  ihren  Werken  ist  wenig  bis 
auf  uns  gekommen,  < So  schrieb  ein  Dominikaner  Leonardo  von 
Pistoja  um  1280  über  Geometrie  und  Arithmetik,  dessen  Werke  wir 
aber  gegenwärtig  nicht  mehr  haben,  und  um  dieselbe  Zeit  ein  von 
Ximenes  erwähnter  Anonymus  einen  Abbaco.  Auch  beschäftigte 
man  sich  mit  Uebersetzungen  aus  dem  Arabischen;  so  übersetzte 
Guglielmo  di  Lunis  eine  Schrift:  die  Regel  über  die  Algebra  (Re- 
gola  delP  Arcibra)  aus  dem  Arabischen  ins  Italienische.  Man  hat 
' dieses  Werk  für  eine  Uebersetzung  der  Algebra  des  Mohammed 
ben  Musa  gehalten;  dieser  Annahme  jedoch  widerstreitet  das,  was 


°)  Grösstentbeils  nach  Libri  liistoire  des  mathematiques  en  Italie;  dabei 
benutzt  sind  die  Werke  von  Montucla,  Chasles  und  Kästner. 
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Ghaligai  daraus  mittheilt.  Späterhin  schrieben  Franzesco  di  Donati 
Michelozzi,  Paolo  Gherardi,  Pietro  Strozzi  und  Antonio  ßiliotti, 

f enannt  dall’  Abbaco,  sämmtlich  aus  Toskana,  wo  Fibonacci’s  Ein- 
uss nicht  ohne  Wirkung  gewesen  war,  über  Arithmetik  und  wahr- 
scheinlich auch  über  Algebra;  der  berühmteste  aber  unter  den  Flo- 
rentinischen  Mathematikern  der  damaligen  Zeit  war  Paolo  Dago> 
inari , genannt  auch  Paolo  dall’  Abbaco  oder  Paul  der  Geometer 
(f  136b).  Er  besass  ein  ausserordentliches  Talent  und  gleichzei- 
tige Schriftsteller  haben  ihn  neben  Dante  und  Petrarca  gestellt. 
Von  seinen  Schriften  existiren  noch  handschriftlich  Bücher  über  den 
Abbaco,  worin  zuerst  das  Komma  gebraucht  wird,  um  grosse  Zah- 
len in  Gruppen  zu  3 Ziffern  zu  theilen;  ferner  eine  Schrift  über 
Arithmetik  und  Algebra,  welche  für  Kaufleute  bestimmt,  die  Auflö- 
sung der  Gleichungen  der  beiden  ersten  Grade,  die  der  zweitheili- 
gen cubischcn  Gleichungen  und  mehrere  schwierige  Probleme  aus 
der  unbestimmten  Analysis  enthält.  Dagomari  gab  auch  zuerst  in 
Italien  einen  Almanach  heraus,  den  man  damals  Taccuino  nannte. 
Um  dieselbe  Zeit  schrieb  Giovanni  Danti  von  Arezzo  eine  Abhand- 
lung über  den  Aigorismus  nach  den  Werken  des  ßoetius,  und  eine  , 
Geometrie,  wobei  er  arabische  Schriftsteller  benutzte.  Ein  anderer 
Florentiner,  Raphael  Canacci,  verfasste  im  14ten  Jahrhundert  in 
italienischer  Sprache  eine  Abhandlung  über  die  Algebra,  die  für  die 
Geschichte  der  Mathematik  von  Wichtigkeit  ist  und  eine  nähere 
Berücksichtigung  verdiente.  Sie  findet  sich  noch  handschriftlich  in 
der  Palatinischen  Bibliothek  zu  Florenz. 

Prosdocimo  Beldomando  von  Padua  verfasste  gegen  das  Ende 
des  14teu  Jahrhunderts  ausser  andern  mathematischen  Schriften  eine 
Abhandlung  über  den  Aigorismus,  die  1483  zu  Padua  gedruckt 
wurde,  und  unter  seinen  noch  handschriftlich  vorhandenen  Werken 
giebt  es  eines,  das  nach  indischen  Vorbildern  gearbeitet  ist. 

Dies  sind  die  bekanntesten  Männer,  die  nach  Fibonacci  im 
13ten  und  14ten  Jahrhundert  über  Arithmetik  und  Algebra  geschrie- 
ben haben.  Ausser  ihnen  Hessen  sich  noch  viele  iVamen  mathema- 
tischer Schriftsteller  anführen,  die  zwar  nicht  unmittelbar  die  Wis- 
senschaft weiter  förderten , aber  doch  zu  ihrer  Verbreitung  beitru- 
gen und  das  Jahrhundert  des  Ferro  und  Tartaglia  vorbereiteten. 

Die  noch  handschriftlich  vorhandenen  Werke  über  die  Algebra  - 
aus  dieser  Zeit  enthalten  gewöhnlich  die  Auflösung  der  Gleichun- 
gen des  ersten  Grades  und  allgemeine  Regeln,  öfters  jedoch  ohne 
Beweis,  für  die  Lösung  der  quadratischen.  Einige  Schriftsteller 
haben  Gleichungeu  des  3ten  und  höherer  Grade  behandelt,  die  zur 
Lösung  derselben  gegebeuen  Regeln  sind  aber  falsch;  für  den  Fall 
nämlich,  dass  diese  Gleichungen  dreitheilig  sind,  haben  sie  mittelst 
luduction  Formeln  gemacht,  die  denen  ähulich  sind,  die  zur  Lö- 
sung der  quadratischen  Gleichungen  dienen;  für  Gleichungen,  die 
aus  4 oder  mehr  Gliedern  bestehen,  gaben  sie  sehr  bizarre  Regeln, 
die  auf  falsche  Principien  gegründet  waren  °).  — In  diesen  Manu- 


°)  Libri  ist  im  Besitz  eines  Manuscripts  aus  dem  14ten  Jahrhundert,  wo 
eine  Regel  zur  Auflösung  der  Gleichung  von  der  Form  px*  —ax  -f-Ä 

s 

• t 

gegeben  wird;  nach  derselben  soll  x=s 


sein* *  — 


t 
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scripten  lindet  man  auch  Probleme  der  beiden  ersten  Grade  aus  der  ' 
unbestimmten  Analysis  uud  einige  Bemerkungen  über  Wurzelaus- 
drücke. Die  Zeichen  der  Addition  und  Suhtractiou  finden  sich 
noch  nicht:  die  Addition  wird  dadurch  augezeigt,  dass  die  beiden 
zu  addirenden  Ausdrücke  neben  einander  gestellt  werden,  und  die 
andern  Operationen  werden  durch  Umschreibung  ausgedrückt.  Das* 
Wort  Biuom  findet  sich  schon,  nicht  aber  das  Wort  Gleichung;  - 
das  Wort  Algebra  wird  sehr  häufig  getroffen,  Almucabala  weit  sel- 
tener. Einige  Anwendungen  der  Algebra  auf  Geometrie^  die  im 
Allgemeinen  keinen  andern  Zweck*zu  haben  scheinen,  als  die  Pro- 
bleme aus  der  unbestimmten  Analysis  zu  construiren,  und  einige 
leichte  l ntersuchungen  über  Maxima  vervollständigen  öfters  die 
wissenschaftlichsten  dieser  Werke.  So  kommen  z.  B.  in  dem  oben 
erwähnten  Manuscript  über  Algebra,  die  für  Kaufleute  geschrieben 
war,  wie  ausdrücklich  am  Eingänge  bemerkt  ist,  folgende  Aufga- 
ben vor:  1)  Es  sollen  in  einem  Kreise,  in  einem  Dreiecke  oder  in 
einem  Quadrate  eine  gegebene  Anzahl  Kreise,  gleichschenkliger 
Dreiecke  oder  Quadrate  beziehungsweise  eingeschrieben  werden, 
so  dass  die  Summe  der  Flächen  der  eingeschriebenen  Figuren  ein 
Maximum  ist;  2)  in  einem  Kubus  eine  dreiseitige  Pyramide  einzu- 
sebreiben,  so  dass  der  Inhalt  derselben  ein  Maximum  ist;  3)  es 
sollen  die  Gleichungen 

. 4 yx*  — x*  = ya, 


x*  — yx*  = y* 


in  ganzen  Zahlen  gelöst  werden;  u.  s.  w.:  sämmtlich  Probleme, 
die  Deweisen,  dass  es  dem  unbekannten  Verfasser  nicht  an  Sagaci- 
' tat  gefehlt  hat. 

In  der  ersten  Hälfte  des  15ten  Jahrhunderts  widmete  man  sich 
vorzugsweise  dem  Studium  der  classischen  Werke  des  Alterthums; 
daher  begegnen  wir  in  dieser  Zeit  keinem  Namen,  der  in  den  Wis- 
senschaften etwas  geleistet  hätte.  Damals  wurden  die  Untersuchung 

5en  über  die  Algebra  unterbrochen.  In  der  zweiten  Hälfte  dieses 
ahrhunderts  beschäftigten  sich  einige  Gelehrte  mit  den  Schriften 
der  Mathematiker  des  Alterthums;  sie  wurden  übersetzt  und  erläu- 
tert. oder  auch  vervollständigt  und  angefangene  Untersuchungen 
weiter  fortgeführt;  besonders  mit  der  Geometrie  war  dies  der  Fall, 
während  andere  sich  ausschliesslich  mit  der  Algebra  befassten  und 
ihr  einen  Grad  von  Allgemeinheit  gaben,  der  von  den  Alten  nicht 
geahndet  wurde  und  den  zum  Theil  die  Mathematiker  der  neueren 
Zeit  nicht  haben  übersteigen  können. 

Maurolykus  (geb.  1494  zu  Messina,  gest.  1575)  gehört  zwar  zu 
denen,  die  ihre  ganze  Thätigkeit  auf  das  Studium  der  griechischen 
Geometer  verwandten;  er  hat  sich  jedoch  auch  mit  Algebra  be- 
schäftigt, wiewohl  er  sie  für  eine  barbarische  Wissenschaft  hielt. 
Seine  Schrift  über  die  Algebra  ist  zwar  verloren  gegangen,  indes- 


Uebrigens  ist  zu  bemerken,  dass  wenn  hier  von  Gleichungen  die  Rede 
ist,  stets  numerische  zu  verstehen  sind. 
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seu  beschränkte  sie  sich  nach  dem.,  was  wir  davon  wissen , auf 
die  ersten  Elemente.  Die  Arithmetik  des  Maurolytais  euthält  in- 
teressante Untersuchungen  über  die  Theorie  der  Zahlen;  unter  an- 
dern sind  darin  die  Eigenschaften  der  Polygonalzahlen  weit  voll- 
ständiger behandelt,  als  es  von  Diophantus  geschehen  ist. 

Die  Reihe  der  Algehraisten  Italiens  im  ltiten  Jahrhundert  er- 
öffnet Lucas  Pacioli  °),  von  seinem  Geburtsorte  Borgo  San  Sepolcro 
in  Toskana  Lucas  di  Borgo  S.  Sepulchri  geuannt.  Er  wurde  da- 
selbst gegen  die  Mitte  des  loten  Jahrhunderts  geboren  und  trat  in 
den  Orden  der  Minoriten.  Von  seinem  Lehen  ist  wenig  bekannt; 

. aus  den  Vorreden  seiner  Schritten  und  aus  den  Registern  der  Uni- 
versitäten, wo  er  lehrte,  geht  hervor,  dass  er  nach  und  nach  zu 
, Perugia,  Neapel,  Pisa  und  Venedig  Professor  war.  Später  begab 
er  sich  nach  Mailand  an  den  Hof  des  Ludwig  Moro,  wo  er  mit 
Leonardo  da  Vinci  zuSammentraf,  mit  dem  er  auch  bei  der  Ankunft 
der  Franzosen  die  Lombardei  verliess.  Die  letzten  Jahre  seines 
Lebens  scheint  er  zu  Florenz  uud  Venedig  zugebracht  zu  haben. 

Er  starb  wahrscheinlich  bald  nach  1509. 

Das  Hauptwerk  Pacioli’s  ist:  Summa  de  Aritbmetica  Gcometria 
Proportioni  e Proportionalität  es  wurde  zum  ersten  Mal  1494  zu 
Venedig  gedruckt  und  1523  nochmals  aufgelegt.  Da  dieses  Werk 
vorzugsweise  den  Mathematikern  des  löten  Jahrhunderts  als  Basis 
ihrer  Forschungen  gedieut  hat,  so  mag  hier  eine  ausführliche  Dar- 
stellung seines  Inhalts  folgen.  Es  besteht  aus  2 Haupttheilen,  von 
denen  (ler  erste  Arithmetik  und  Algebra,  der  zweite  Geometrie  ent- 
hält. Die  Unterahtheiluugen  heissen  distinctiones.  ln  der  ersten 
ist  zum  Theil  die  Arbeit  Fibonacci’s  über  die  Quadratzahlen,  die 
in  neuerer  Zeit  verloren  gegangen  ist,  enthalten.  Aus  derselben 
reproducirt  hier  Pacioli  die  Auflösung  mehrerer  unbestimmter  Glei- 
chungen des  2ten  und  4ten  Grades  nach  einer  Methode,  die  oliue 
allgemein  zu  sein,  dennoch  bemerkt  zu  werden  verdient00).  Der  ' 

Beweis  fehlt;  Leonardo  von  Pisa  hatte  sie  durch  geometrische  Be- 
frachtungen und  an  Figuren  bewiesen.  Diese  Auflösungen,  besonders 
die  der  Gleichung  x2  -f-  jf*  = H,  sind  von  denen  Diophant’s  ver- 
schieden, und  man  hielt  früher  Euler  für  den  ersten  Erfinder  der- 
selben; eine  nähere  Bekanntschaft  jedoch  mit  den  algebraischen 
Schriften  der  Indier  bat  gelehrt,  dass  sie  sich  schon  in  der  Algebra 
des  Brahmegupta  finden,  aus  der  sie  die  Araber  eutlehnten,  denen 


*)  Nicht  Paciolo;  er  selbst  nennt  sich  Frater  Lucas  de  Borgo  Sancti 
Sepulchri,  oder  Frater  Lucas  Patiolus  Burgensis,  oder  Pacioli. 

#0)  Nach  derselben  setzt  man,  um  die  Gleichung  x* — <6*  = »*  in  rationa- 
len Zahlen  aufzulösen, 


1)  (2»-f-l) 

6 


dann  wird 

_ 2n2  -f-  2n  -+-  1 

' x — 

. u 

sein.  Sind  i.  B.  die  Gleichungen 

x2  -f-  6 =yv 


\ 


X*  — 6 ssD* 


Digitized  by  Google 


288 


ja  Fibonacci  seine  Kenntnisse  verdankte  °),  Ausserdem  fiuden 
sieb  noch  iu  dieser  ersten  Distinction  die  Summen  einiger  numeri- 
schen Reihen  und  eine  Tafel  der  vollkommenen  Zahlen.  Die  zweite 
enthält  die  4 Specics  mit  allen  damals  gebräuchlichen  Arten  der 
Multiplication  und  Division,  mit  den  Recbnungsvortheilen , die  sich 
keim  Gebrauch  von  7 und  9 ergehen;  ferner  die  Rechnung  mit  den 
einfachsten  Wurzelgrössen,  Regeln  zur  Bestimmung  der  Summe 
der  Reihen  der  Quadrate  und  Cubikzahlen,  die  ebenfalls  von  Fibo- 
nacci entlehnt  sind  und  den  jetzt  gebräuchlichen  Formeln  vollkom- 
men entsprechen,  und  die  Auflösung  einiger  sehr  interessanten 
arithmetischen  Probleme.  In  den  beiden  folgenden  Distinctionen 
wird  die  Buchstabenrechnung  vorgetragen;  die  fünfte  enthält  die 
Regel  de  tri  und  schliesst  mit  einer  Darstellung  der  von  Pacioli 
gebrauchten  algebraischen  Bezeichnungen.  Die  sechste  behandelt 
die  Progressiouen  im  Allgemeinen.  Die  Rejfel  Helcataym  oder  die 
regula  falsi  findet  sich  in  der  siebenten,  zugleich  mit  einer  grossen 
Anzahl  Vorschriften  für  die  Lösung  der  Probleme  des  ersten  Gra- 
des. Die  achte  Distinction  enthält  die  Algebra  e Almucubaln,  auch 
Arte  Cosa  oder  Arte  maggiore  genannt.  Pacioli  vervollständigt 
hier  die  Rechnung  mit  Wurzelgrössen;  er  lehrt  wie  man  hei  der 
Multiplication  und  Division  mit  ihnen  verfährt,  und  wie  in  gewis- 
sen Fällen  die  Wurzel  aus  einem  Binom  gezogen  wird;  er  lehrt 
ferner  die  arithmetischen  Operationen  mit  irrationalen  Grössen  und 
beweist  den  grössten  Theil  der  Sätze  aus  dem  lOten  Buche  der 
Elemente  Euklids.  Sodann  geht  er  zu  den  Gleichungen  des  2ten 
Grades  über,  die  er  ähnlich,  wie  es  in  der  Algebra  des  Muhammed 
ben  Musa  und  hei  Fibonacci  geschieht,  in  einfuche  d.  h.  reine  qua- 
dratische und  zusammengesetzte  eintheilt;  von  den  letzteren  unter- 
scheidet Pacioli  3 Fälle,  die  sich  durch  Gleichungen  von  der  Form 

x2  -f-  nix  = ay  x2  = mx  a,  x2  -+-  a = mx 

ausdrücken  lassen.  Die  Auflösungen  derselben  sind  in  Verse  ge- 
bracht, welche  Kästner  in  seiner  Geschichte  der  Mathematik  Bd.  I. 
p.  70.  ff.  initgetheilt  hat.  Wir  werden  weiter  unten  seheu , dass 
auch  Tartaglia  die  Regeln  für  die  Auflösung  der  cuhischen  Glei- 
chungen in  Verse  fasste.  Es  folgen  nuu  die  Gleichungen  höherer 
Grade,  die  sich  auf  quadratische  zurückführeu  lassen ; hierbei  unter- 
scheidet Pacioli  8 Fälle,  die  sich  auf  folgende  Art  ausdrücken 
lassen:  * 

x*  = a x*-\-ax  = bx2 

x 4 = ax  x*  -i-  a=  bx2 

x 4 = ax2  x 4 -+-  ax2  = b 

x*  -+- ax2  =tbxy  x 4 = a- f-  bx. 

Die  Auflösungen  der  drei  ersten  und  der  drei  letzten  werden  mit- 


gegeben,  so  setzt  man  n — 1 und  erhält  u2  — 4,  folglich  x — — , 

x2  —b  = v2  = —,  x2+  6=ya  = — , mithin  y — —y  f = — . 

, *)  Eine  sehr  interessante  Darstellung  hierüber  bei  Chasles  p.  494.  495. 
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getheilt;  die  der  vierten  und  fünften  hält  er  für  unmöglich,  was 
beweist,  dass  da  diese  beiden  Gleichungen  sich  nicht  auf  quadrati- 
sche zurückführen  lassen,  die  Auflösung  der  Gleichungen  des  3ten  v 
Grades  damals  noch  nicht  gefunden  war.  Ueberhaupt  hat  sich  Pa- 
cioli mit  der  Lösung  aller  Arten  vou  Gleichungen,  die  sich  auf 
quadratische  zuriickbriugen  lassen,  beschäftigt;  unter  andern  giebt 
er  auch  die  Auflösung  einer  vollständigen  Gleichung  des  4teu  Gra- 
des nach  einer  Methode,  die  sich  auch  iu  andern  Fällen  anwenden 
lässt,  so  wie  die  Auflösung  gewisser  Exponentialgleichungen  durch 
Näherung,  ln  der  neunten  Distiuction  endlich,  welche  den  ersten 
. Haupttheil  beschliesst,  linden  sich  die  Hegel  der  Gesellschaftsrech- 
' nuug  und  eine  Menge  von  Aufgaben,  die  sich  auf  Handelsoperatio-  * 
neu  beziehen,  bei  deren  Lösung  zuerst  Spuren  der  Wahrscheinlich- 
keitsrechnung Vorkommen.  Auch  ist  dieser  Distinction  eine  Ab- 
handlung über  deu  Handel,  die  von  einem  gewissen  Chiarini  her- 
rührt, vollständig  einverleibt,  wo  zum  ersteu  Mal  von  der  doppelte« 
Buchhaltung  gesprochen  wird. 

Der  zweite  Haupttheil  der  Summa  umfasst  in  8 Distinctioncn 
eine  vollständige  Abhandlung  der  theoretischen  und  praktischen 
Geometrie.  Die  Ceberscbrift  eines  Capitels  der  3ten  Distinction : 
Modus  solvendi  varios  casus  flgurarum  quadrilaterarurn  rectangula- 
rum  per  viam  algebre,  zeTgt , dass  hier  schon  Anwendung  der  Al- 
gebra auf  Geometrie  vorkommt,  die  überhaupt  viel  älter  ist,  als 
inan  gewöhnlich  annimmt. 

Dieses  grosse,  inhaltreiche  Werk  Pacioli’s  ist  nur  eine  Com- 
pilation aus  den  damals  vorhandenen  Schriften  über  Arithmetik, 
Algebra  und  Geometrie;  namentlich  siud  die  Fibonacci’s  benutzt, 
ja  der  Verfasser  sagt  sogar,  dass  wenn  er  einen  Schriftsteller  ci- 
tire,  ohne  seiuen  Namen  zu  nennen,  er  aus  Leonardo  von  Pisa  ent- 
lehne. Die  Wissenschaft  seihst  hat  wreder  an  Umfang  noch  in  der 
Behandlung  gewonnen;  die  Gleichungen  werden  noch  immer  durch 
Worte  ausgedrückt;  nur  zur  Abkürzung  bedient  sich  Pncioli  hier 
und  da  der  Buchstaben  p (piü  d.  h.  plus)  und  t/t  (tueno  d.  h.  mi- 
nus). Das  Zeichen  ==  kommt  nicht  vor,  dafür  gebraucht  er  das 
Wort  eguale.  Für  das  Wurzelzeichen  steht  der  Buchstabe  und 
die  Uubckaunte  a:  wird  durch  co.  (cosa),  ac2  durch  ce.  (censo), 

durch  cu.  (cubo),  acx  durch  ce.  ce.  (censo  censo)  u.  s.  w.  aus- 
gedrückt. Auch  der  Charakter  dieses  Werkes  ist  vou  dein  der 
früheren  nicht  verschieden;  es  beruht  auf  einer  beständigen  Ver- 
einigung der  Algebra  mit  der  Geometrie:  eine  Eigcuthüuilichkeit, 
die  demnächst  beinahe  in  allen  mathematischen  Schriften  des  löten 
Jahrhunderts  gefunden  wird. 

Pacioli  ist  noch  der  Verfasser  eines  zradteu  Wrerkes,  das  je- 
doch nicht  dieselbe  Wichtigkeit  hat,  als  daneben  besprochene;  der 
Titel  desselben  ist:  Lucne  Pacioli  divina  proportione,  opera  a tutti 

glingegni  perspicaci  c curiosi  necessaria:  ove  ciacun  studioso  di 

philosophia,  prospettiva,  pictura,  sculptura,  arcbitectura , musica  e 
altre  matematiche,  soavissima,  sottile  e admirabile  dottrina  conse- 
quira  e delectarassi  con  varie  questione  di  secretissima  scientiu. 
Veuetiis  1509.  iu  fol.  °).  Unter  proportio  divina  versteht  der  Ver- 


°)  Eine  vollständige  Darstellung  seines  Inhaltes  bei  Kästner,  Gesch.  der 
Math.  Bd.  I.  p.  417.  sqq. 
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fasscr  die  Theilung  einer  geraden  Linie  in  das  mittlere  und  änssere 
Verhältnis , die  auch  sonst  sectio  aurea  oder  der  goldene  Schnitt 
genannt  wird;  er  will  sie  zur  Grundlage  aller  der  im  Titel  des 
Werkes  erwähnten  Wissenschaften  und  Künste  machen.  Gegen* 
wärtig  ist  dasselbe  nur  insofern  noch  von  Interesse,  dass  Leonardo 
da  Vinci  mit  eigener  Hand  die  Figuren  dazu  gravirt  und  vielleicht 
selbst  Antheil  an  der  Redaction  gehabt  hat  °). 

Kurz  nach  der  Divina  proportione  erschien  im  Jahre  1521  zu 
Florenz  ein  für  die  Geschichte  der  Mathematik  höchst  wichtiges 
Werk:  Die  Summa  de  arithmetica  des  Franzesco  Gbaligai,  das  wir 

schon  häufig  citirt  haben.  Fs  besteht  aus  13  Büchern,  und  enthält 
die  Lösung  der  Gleichungen  der  beiden  ersteu  Grade,  die  mehrerer 
sehr  schwierigen  Probleme  aus  der  unbestimmten  Analysis  (im  8ten 
Buche,  das  wiederum  näch  Fibonacci  gearbeitet  ist)  und  die  Rech- 
nung mit  den  einfachsten  Wurzelgrössen.  Aber  namentlich  dadurch 
gewährt  dieses  Werk  ein  eigentümliches  Interesse,  dass  es  ge- 
wissermassen  ein  historisches  Repertorium  ist,  denn  man  findet 
darin  • bedeutende  Fragmente  aus  den  Schriften  Fibonacci’Sj  Aus* 
züge  aus  einer  Algebra,  die  von  dem  oben  erwähnten  Guglielmo 
di  Lunis  aus  dem  Arabischen  übersetzt  wurde,  einige  Untersuchun- 
gen aus  den  Schriften  des  Giovanni  del  Sodo,  welcher  der  Lehrer 
des  Ghaligai  war,  und  wiederholte  Anführungen  eines  Beuedetto, 
dessen  Werke  wir  gegenwärtig  nicht  mehr  kennen. 

Diese  Schrift  Ghaligai’s  ist  weniger  weitschweifig,  als  die  Pa- 
cioli’s,  und  desshalb  musste  sie  auch  zu  ihrer  Zeit  mehr  Einfluss 
auf  das  Studium  der  Mathematik  haben.  Sie  enthält  ein  sehr  gutes 
Resume  von  dem,  was  man  damals  wusste,  und  zeichnet  sich  in 
dieser  Hinsicht  vor  allen  früheren  Schriften  ähnlicher  Art  aus. 

Ausser  diesen  beiden,  die  ganze  Wissenschaft  der  damaligen 
Zeit  umfassenden  Werken  erschienen  nun  noch  zu  Anfänge  des 
lfiten  Jahrhunderts  einige  Abbachi,  die  zwar  nur  die  ersten  Kle-' 
mente  enthalten,  die  aber  ihres  Alterthums  wegen  hier  eine  Stelle 
finden  mögen.  Sie  sind: 

Pellos,  compendion  de  abacho,  Thaurino  1492.  4.  (im  Dialekt 
von  Nizza  geschrieben); 

Pietro  di  Borgo,  libro  de  abacho,  Vcnctia  1561.  4.;  . 

Sfortunati  von  Siena,  nuovo  lume  di  arithmetica,  Venef. 
1561.  4.; 

Uberti,  thesoro  universale  de  abacho,  Vincgia  1548.  8.; 

Feliciano,  libro  di  arithmetica  e geometna,  intitulato  scala 
grimaldelli,  Vinegia  1550.  4.; 

Verini,  spcchio  del  mercatante,  Milano  1542.  8.. 

Catani  von  Sient^fcpractica  delle  due  prime  matematiche,  Ve- 
netia  1546.  4.; 


°)  Montucla  (Hist,  des  math.  Tom.  I.  p.  552.)  und  Chasles  (Geschichte  der 
Geomet.  d.  Uebers.  p.  C37)  führen  noch  ein  drittes  Werk  von  Pacioli 
an:  Libellus  in  tres  partiales  tractatus  divisus  quorumeunque  corpo* 
rum  regularium  et  dependentium  active  perscrutationis,  Venedig  ]508. 
in  4.;  aus  Kästner’s  Gesch.  der  Math.  Bd.  I.  p.  438  geht  jedoch  her 
vor,  dass  dasselbe  nur  eine  besondere  Abtheilung  der  Divina  propor- 
tione ist.  Hiermit  scheint  Libri  übereinzustimmen,  der  es  nicht  er- 
wähnt hat. 
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Ortego,  summa  de  arithmetica,  Roma  1515.  fol.  (Juan  de  Ortega 
war  ein  Spanier,  der  dieses  Werk  in  Italien  verfasste)  °). 

Alle  diese  Werke,  die  Hauptwerke  Pacioli’s  und  Ghaligai’s  mit 
eingesclilosscn,  behandeln  nur  Gleichungen  der  beiden  ersten  und 
solche  höherer  Grade,  die  sich  auf  den  zweiten  zurückführen  las- 
sen,  und  auch  diese  nicht  einmal  vollständig,  denn  man  zog,  wie 
es  auch  die  Araber  und  nach  ihnen  Fibonacci  gethan  hatten,  weder 
die  negativen  noch  die  imaginären  Wurzeln  in  Betracht,  und  hielt 
die  Gleichungen  für  unlöslich,  bei  denen  man  auf  solche  Wurzeln 
kam.  Kaum  hatte  man  in  einzelnen  Fällen  die  Mehrheit  der  Wur- 
zeln erkannt.  Vergleichen  wir  hiermit  den  Zustand  der  Algebra, 
wie  er  sich  aus  den  um  dieselbe  Zeit  in  Deutschland  erschienenen 
Werken  ergiebt,  so  bietet  sich  ein  in  der  That  erfreulicher  Unter- 
schied dar;  die  Arithmetica  integra  von  Michael  Stifel,  die  1544 
zu  Nürnberg  erschien,  legt  eine  tiefere  Kenntniss  und  eine  ältere 
Ausbildung  der  Wissenschaft  dar,  als  wir  in  den  bisher  betrachte- 
ten italienischen  Werken  sahen.  Besonders  bemerkt  man  in  der- 
selben eine  Annäherung  an  die  abstrakte  Form,  welche  die  Alge- 
bra seitdem  angenommen  hat.  Ausser  den  Zeichen  -+-  und  — 00), 
den  jetzt  gebräuchlichen  Wurzelzeichen,  der  Bezeichnung  der  Un- 
bekannten durch  Symbole  u.  s.  w.  findet  sich  darin  das  Princip 
der  Mehrheit  der  Wurzeln  einer  höhern  Gleichung  ausdrücklich  er- 
wähnt und  bewiesen.  Dieses  Werk  von  Stifel  ist  aber  nur  eine 
Bearbeitung  einer  im  Jahre  1524  erschienenen  Schrift  des  Christoph 
Rudolph  von  Jauer  000),  mithin  muss  jene  glückliche  Ausbildung 
der  Algebra  in  Deutschland  wenigstens  zu  dieser  Zeit,  oder  auch' 
noch  früher  statt  gefunden  haben,  und  in  der  That  hat  Drobisch 
in  der  neuesten  Zeit  in  einem  alten  Rechenbuche  des  Joh.  Wiede* * 
mann  von  Eger  vom  Jahre  1489  die  Zeichen  -j-  und  — schon  ge- 
funden f).  — Vielleicht  wird  einmal,  wenn  die  Bibliotheken  des 
südlichen  Deutschlands  durchforscht,  und  aus  den  noch  vorhandenen 
Manuscripten  • über  den  Zustand  der  Mathematik  im  15ten  und 
löten  Jahrhundert  neue  Aufschlüsse  gewonnen  sein  werden , diese 
bisher  räthselhafte  Erscheinung  sich  aufklären. 

Wir  kehren  nach  Italien  zurück.  Wir  sahen,  dass  daselbst  die 
Algebra  zu  Anfänge  des  löten  Jahrhunderts  noch  nicht  über  die 
ersten  Elemente  hinaus  vorgeschritten  war;  aus  diesem  Zustande 


•)  Eine  spanische,  zu  Sevilla  gedruckte  Schrift  desselben  Verfassers  über 

* Arithmetik  und  Geometrie  führt  Kästner  Gesch.  der  Math.  Bd.  1. 

, n.  96  — 99  an. 

•°)  Libri  sagt  zwar,  dass  diese  Zeichen  zuerst  in  den  Manuscripten  des 
Leonardo  da  Vinci  sich  fänden;  derselbe  muss  sie  jedoch  nicht  mitge* 
theilt  haben,  denn  Pacioli,  der  zugleich  mit  ihm  am  Hofe  des  Ludwig 
Moro  lebte,  gebraucht  sie  nicht. 

•##)  Diese  Schrift  ist  höchst  selten  und  schon  Stifel  klagt,  dass  zu  seiner 
Zeit,  also  ohngefähr  20  Jahr  nach  ihrem  Erscheinen,  kein  Exemplar 
um  den  drei-  oder  vierfachen  Preis  zu  haben  sei.  Sie  muss  sehr  bald 
eine  grosse  Verbreitung  erlangt  haben,  denn  es  existirt  von  ihr  eine 
in  Italien  angefertiffte  lateinische  Uebersetzung,  die  noch  unter  den 
Manuscripten  der  Königl.  Bibliothek  zu  Paris  vorhanden  ist.  Siehe  ■ 

- Chasles  p,  638.  * 

f)  Drobisch,  de  Joan.  Widmanni  Egerani  compendio  arithmeticae  mercato* 
rum  etc.  Lips.  1840. 

' ' 19° 
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aber  wurde  sie  gegen  die  Mitte  dieses  Jahrhunderts  durch  die  ver- 
einten Anstrengungen  eines  Ferro,  Tartaglia  und  Cardan  bis  zur 
Lösung  der  allgemeinen  Gleichungen  des  3ten  und  4ten  Grades 
erhoben,  und  die  Rechnung  mit  imaginären  Grössen  wurde  er- 
funden. 

Die  Auflösung  der  cubischen  Gleichungen  gelang  nicht  auf  ein- 
mal; Libri  theilt  Auszüge  aus  zwei  alten  Manuscripten  des  14ten 
und  laten  Jahrhunderts  mit,  die  sich  in  seinem  Besitz  befinden,  in 
welchen  mehrfache  Versuche  zur  Lösung  solcher  Gleichuugen  ge- 
macht sind.  Die  grösste  Schwierigkeit  hierbei  war  die,  dass  man 
nicht  auf  analogem  Wege,  wie  bei  den  Gleichungen  des  2ten  Gra- 
des, dahin  gelangen  konnte,  sondern  dass  neue  Methoden  geschaf- 
fen werden  mussteu.  Der  Name  des  ersten  Erfinders  einer  solchen 
ist  nur  durch  Zufall  auf  uns  gekommen;  kein  gleichzeitiger  Schrift- 
steller gedenkt  seiner  und  sein  Verfahren  ist  unbekannt  geblieben. 
Scipione  Ferro,  von  1496  bis  1525  Professor  zu  Bologna,  löste  zu- 
erst die  Gleichung,  die  man  damals  ,,capitulum  cubi  et  rerum  nu- 
mero  aequalium“  (d.  h.  ac*  -f-  mx-=.  a)  nannte,  allgemein  auf;  er 
starb  aber,  ohne  seine  Entdeckung  bekannt  gemacht  zu  haben.  Die 
gefundene  Formel  hatte  er  jedoch  dem  Antonio  Fiore  anvertraut, 
der  unterschiedenen  Geometern,  so  auch  1535  dem  Tartaglia,  Pro- 
bleme zur  Lösung  vorlegte,  die  nur  mit  Hülfe  der  Formel,  in  deren 
Besitz  er  war,  erhalten  werden  konnte.  Da  Fiore  nur  ein  gewöhn-  * 
lieber  Rechner  war,  so  glaubte  anfangs  Tartaglia,  dass  er  selbst 
nicht  im  Besitz  der  Lösnng  seiner  Probleme  sei;  als  aber  Fiore 
versicherte,  dass  ihm  die  Methode  dazu  vor  30  Jahren  von  einem 
grossen  Mathematiker  mitgetheilt  worden  sei,  so  beschäftigte  Tar- 
taglia sich  ernstlich  damit  und  fand  die  Lösung  °).  So  "findet  sich 
die  Erzählung  in  Tartaglia’s  Schrift:  Quesiti  et  inventioni  diverse 
(Venet.  1554.);  Fcrro’s  Name  wird  jedoch  nicht  genannt,  Cardan 
indessen  kommt  auf  denselben  Gegenstand  in  dem  ersten  Capitel 
seiner  Ars  magna  zu  sprechen  und  citirt  den  Scipione  Ferro  als 
den,  welcher  dem  Fiore  seine  Entdeckung  mitgetheilt  habe.  So 
war  demnach  das  erste  Hiuderniss  beseitigt,  das  Pacioli  und  alle 
andere  nach  ihm  für  unübersteiglich  gehalten  hatten,  und  die  Bahn 
zu  weiteren  Fortschritten  war  eröffnet.  — Mit  welcher  Freude  die  , 
Entdeckung  Ferro’s  und  Tartaglia’s  von  ihren  Zeitgenossen  aufge- 
nommen wurde,  davon  giebt  nicht  allein  Cardan  Zeugniss  **),  sie 
verursachte  eine  allgemeine  Bewegung  in  Italien.  Es  wurden  öffent- 
liche Wettkämpfe  veranstaltet,  woran  alle  Classen  der  Bevölkerung 
Theil  nahmen.  Von  allen  Seiten  wurden  Probleme  vorgelegt; 
Fürsten,  Mönche,  Gelehrte,  Gesandte.  Professoren,  Architekten 
wetteiferten  in  der  Lösung  derselben.  Die  oben  erwähnten  Quesiti 
✓ 


•)  Auch  sie  ist  unbekannt  geblieben;  Tartaglia  sagt  nur,  dass- er  mit 
Hülfe  einer  geometrischen  Construction,  die  den  Cubus  der  Summe 
zweier  Geraden  giebt,  dabin  gekommen  sei. 

•“)  Temporibus  nostris,  Scipio  Ferreus  Bononiensis,  capitulum  cubi  et 
rerum  numero  aequaliutn  invenit,  rem  sane  pulchram  et  admirabilera. 
Quutn  omnem  humanam  subtiiitatem,  oinnis  ingenii  mortaiis  claritatem 
ars  haec  superet,  donum  profecto  coeleste,  experiinentum  autem  virtutis 
animorum,  atque  adeo  iliustre,  ut  qui  haec  attigerit,  nihil  non  intelii- 
gere  posse  se  credat.  Cardan.  Ar.  mag.  cap.  1. 
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etc.  des  Tartaglia  enthalten  eine  Sammlung  von  Antworten,  die  er 
auf  die  ihm  vorgelegten  Probleme  gab.  öhngeacbtet  dieses  allge- 
meinen Enthusiasmus  wurde  jedoch  der  Name  des  ersten  Erfinders 
kaum  genannt. 

Der  bemerk  enswertbeste  Incidenzpunkt  dieser  langen  Discussio- 
nen  war  der  Streit,  der  zwischen  Cardan  und  Tartaglia  sich  erhob.  x 
Der  letztere  war  nämlich  nicht  bloss  bei  der  Lösung  des  erwähn- 
ten Falles  stehen  geblieben,  er  hatte  sieb  indessen  io  Besitz  den 
Lösung  aller  übrigen  Arteu  der  cubischen  Gleichungen  gesetzt. 
Diese  Entdeckung,  die  er  sorgfältig  geheim  hielt,  muchte  Aufsehen. 
Hieronymus  Cardan  zu  Mailand,  der,  obgleich  Arzt,  sich  dennoch 
vielfältig  mit  Algebra  beschäftigte,  interessirte  sich  lebhaft  dafür. 
Zu  verschiedenen  Malen  bat  er  nicht  nur  seihst,  sondern  iiess  auch 
durch  andere  den  Tartaglia  um  Mitteilung  seiner  Methode  bitten. 
Nachdem  dieser  es  mehrmals  verweigert  hatte,  erhielt  Cardan  end- 
lich im  Jahre  1539  einige  Verse,  in  welchen  die  Art  und  Weise 
beschrieben  war,  wie  man  die  Wurzel  einer  jeden  cubischen  Glei- 
chung erhalten  könnte.  Cardan  fand  dazu  den  Beweis,  der  ihm 
nicht  mitgetheilt  worden  war.  Er  stimulirte  nun  seine  Schüler, 
unter  welchen  Ferrari  der  bedeutendste  war,  die  Entdeckung  des 
Tartaglia  durch  andere  zu  überbieten.  Ferrari  fand  die  Auflösung 
der  Gleichungen  des  4ten  Grades;  man  legte  sich  wiederum  gegen- 
seitig Probleme  vor,  es  erfolgten  Herausforderungen  und  öffentliche 
Wettkämpfe  zu  Mailand  im  Jahre  1547.  Das  aber  reizte  den  Tar- 
taglia am  meisten,  dass  Cardan  öhngeacbtet  des  feierlichsten  Ver- 
sprechens von  seiner  Seite  in  seiner  Ars  magna  die  Auflösung  der, 
cubischen  Gleichungen  bekannt  machte.  Zwar  hatte  er  die  Priori-  , 
tat  des  Geometers  von  Brescia  gebührend  anerkannt;  diesem  war 
es  jedoch  höchst  Hnangenehtn,  seine  Entdeckung  zum  ersten  Male 
in  einem  fremden  Werke  veröffentlicht  zu  sehen.  Er  beklagte  sich 
schmerzlich  darüber;  dazu  hatte  er  auch  alle  Ursache,  denn  die 
Formel  Tartaglia’s  zur  Lösung  der  cubischen  Gleichungen  trägt 
den  Namen  Cardau’s.  - - ' ; v - : , . 

Nachdem  wir  so  den  Gang  der  Wissenschaft  im  Zusammen- 
hänge dargestellt  haben,  dürfte  es  nicht  ohne  Interesse  sein, 
die  dabei  auftretenden  Personen  etwas  näher  kennen  zu  lernen. 
Scipione  Ferro,  den  ersten  Erfinder  der  Auflösung  der  cubischen 
Gleichungen,  kennen  wir  nur  dem  Namen  nach;  umständlichere 
Nachrichten  besitzen  wir  von  dem  zweiten.  Nicolo  Tartaglia.  Ge- 
boren zu  Brescia  im  Anfänge  des  löten  Jahrhunderts  war  er  kaum 
6 Jahr  alt,  als  er  seinen  Vater  verlor,  der  ein  Postillon  war.  Da 
derselbe  kein  Vermögen  hinterliess,  so  befand  sich  die  Mutter  mit 
ihren  drei  Rindern  — Tartaglia  hatte  noch  zwei  Brüder  — in 
traurigen  Umständen.  Unser  Nicolo  war  noch  ein  Rind,  als  Gaston 
de  Foix  jene  furchtbare  Metzelei  zu  Brescia  anrichtete,  vor  welcher 
sich  die  Familie  in  die  Cathedralc  flüchtete.  Wiewohl  sie  sich 
daselbst  vollkommen  sicher  glaubte,  so  wurde  Nicolo  dennoch  von 
v einem  Soldaten  verwundet  und  schrecklich  verstümmelt.  Seine 
Hirnschale  war  an  drei  Stellen  durchlöchert  und  das  Gehirn  lag 
offen  da.  Er  erhielt  quer  über  das  Gesicht  eineo  Schlag,  der  seine 
beiden  Kinnbackeu  spaltete  und  den  Gaumen  bloss  legte.  So 
konnte  er  weder  sprechen  nocli^  essen.  Da  auch  das  Haus  der 
armen  Tamilie  vou  den  Franzosen-  verwüstet  worden  war,  so  litt  ' 
die  Mutter  mit  ihren  3 Söhuen  die  grösste  Noth;  um  ihr  vcrunstal- 
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tetes  Kind  zu  pflegen,  leckte  sie  nach  Art  der  Hunde  die  Wunden 
desselben.  Sie  heilten,  aber  Nicolo  stotterte  noch  lange  nachher, 
wesshalb  man  ihn  Tartaglia  nannte.  Diesen  Spitznamen  behielt  er 
hei,  da  er  den  Namen  seines  Vaters  nicht  mehr  wusste.  Tar- 
taglia  bildete  sich  seihst:  im  fünften  Jnhre  lernte  er  lesen,  im  14ten 
nahm  er  Scbrcibunterricht,  der  jedoch  schon  beim  Buchstaben  K 
wieder  autbörte,  weil  er  seinen  Lehrer  nicht  bezahlen  konnte;  er 
sah  sich  desshalb  genöthigt,  die  übrigen  Buchstaben  des  Alphabeths 
allein  nachzubitden.  Seitdem  hatte  er  niemals  einen  Lehrer  wie- 
der, aber  unermüdlich  fleissig  studirte  er  eifrig  die  Schriften  der 
grossen  Männer  früherer  Zeiten.  So  hatte  es  Tartaglia  in  seinem 
30sten  Jahre  so  weit  gebracht,  dass  er  das  Geheimniss  des  Ferro 
entschleierte  und  die  allgemeine  Lösung  der  cubischen  Gleichungen 
fand,  um  welche  sich  die  Mathematiker  schon  so  lange  vergeblich 
bemüht  hatten.  Durch  diese  Entdeckung  gewann  erst  die  neuere 
Zeit  ein  üehergewicht  über  die  Zeiten  der  Griechen  und  Araber, 
denn  bisher  war  in  den  mathematischen  Wissenschaften  noch  kein 
wesentlicher  Schritt  vorwärts  geschehen. 

Tartaglia  ühcrliess  den»  (Jardan  seine  Entdeckung  und  dieser 
erndtete  die  Frucht  davon;  wer  würde  sich  nicht  ebeuso  bitter,  wie 
er,  darüber  beklagt  haben?  Bin  unglückliches  Loos  verfolgte  ihn 
überall;  man  rief  ihn  nach  Mailand,  nach  Venedig,  aber  bald  ge- 
riet!» er  in  Vergessenheit;  seine  Vaterstadt  wünschte  ihn  wieder  in 
ihren  Mauern  zu  sehen,  jedoch  auch  hier  kümmerte  man  sich  wenig 
um  ihn  und  behandelte  ihn  mit  Geringschätzung.  Tartaglia  kehrte 
.nach  Venedig  zurück,  wo  er  im  Jahre  1559  starb.  Das  ist  das 
Leben  eines  der  grössten  Männer  des  löten  Jahrhunderts.  Man. 
hat  gesagt  und  wiederholt  es  noch  fortwährend , dass  Tartaglia 
einen  sehr  reizbaren  Charakter  gehabt  habe;  cs  mag  sein  — wer 
aber  dürfte  unter  so  bewandten  Umständen  wohl  mehr  unsere  Nach- 
sicht in  Anspruch  nehmen? 

Tartaglia  hat  viele  Werke  geschrieben,  aber  dus,  worin  er  die 
Auflösung  der  cubischen  Gleichungen  und  seiue  algebraischen  Un- 
tersuchungen überhaupt  niederzulegen  gedachte,  ist  nicht  erschie- 
nen. Sein  grosses  Werk:  General  trattato  di  numeri  e misure 

(Vinegia,  1556.  6 part.  in  fol.)  enthält  einen  vollständigen  Cursus 
der  reinen  Mathematik.  Man  findet  darin  Arithmetik,  Algebra,  Geo- 
metrie und  Kegelschnitte  Dach  einander  abgehandelt.  Unter  andern 
bemerkenswerthen  Sachen  enthält  dieses  Werk  die  Entwickelung 
eines  Binoms  für  ganze  positive  Exponenten  nach  einer  Regel,  aus 
der  sich  eine  allgemeine  Formel  ableiten  lässt;  ferner  Probleme 
aus  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung,  deren  richtige  Lösung  aber 
von  Pacioü  bereits  gesucht,  von  Tartaglia  ebenfalls  nicht  getrof- 
fen wurde.  . Die  Rechnung  mit  Wurzelgrössen  \%ird  vollständiger 
abgehandelt,  geometrische  Probleme  mittelst  einer  einzigen  Cirkel- 
öffnung  gelöst  und  algebraische  Gleichungen  construirt.  Ferner 
finden  sich  in*  diesem  umfusseuden  Werke  Probleme  über  Maxima 
und  Minima  algebraischer  Funktionen,  die  rein  algebraisch  hehan-  - 
delt  werden;  unter  anderen  ein  Problem,  das  Tartaglia  von  Cardan 
vorgelegt  wurde:  die  Zahl  8 in  zwei  Tbeile  so  zu  theilen,  dass 
das  Produkt,  welches  entsteht,  weon  der  eine  mit  dem  andern  und 
mit  der  Differenz  beider  multiplicirt  wird,  ein  Maximum  ist. 
Dieses  Werk  ist  übrigens  nicht  vollendet;  dem  Verfasser  fehlte  es 
wahrscheinlich  an  Zeit  die  Redaction  selbst  zu  verbessern,  und 
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. mehrere  Abschnitte  sind  erst  nach  seinem  Tode  erschienen.  In- 
dessen alle  darin»  abgehandelten  Gegenstände  sind  für  die  Ge- 
schichte der  Wissenschaft  von  Interesse:  der  grosse  Streit  des  Ver- 
fassers mit  Cardau  und  Ferrari  wird  vollständig  erzählt,  und  die- 
vou  den  verschiedenen  Tbeilnehmern  nm  Streite  vorgelegten  Fra- 
gen sind  beinahe  sämmtlieb  erwähnt.  Sie  beziehen  sich  vorzugs- 
weise auf  die  Lösung  cubischer  Gleichungen  und  geometrischer 
Problemei 

Tartaglia  hat  auch  der  Ballistik  die  erste  wissenschaftliche- 
Grundlage  gegeben.  In  der  Schrift:  Scientia  nova  (Venctia  1550. 
4.)  findet  sich  das  merkwürdige  Resultat,  dass  man  die  grösste 
Wirkung  erhält,  wenn  unter  einem  Winkel  von  45°  gerichtet  wird. 
Tartaglia  war  schon  im  Jahre  1532  darauf  gekommen.  Ohngeach- 
let  aller  Anstrengungen  gelaug  es  ihm  aber  dennoch  nicht,  die»; 
Wurflinie  zu  bestimmen  und  die  Wahrheit  dieses  richtigen  Satzes 
zu  beweisen.  Eben  so  wenig  vermochte  er  die  Mechanik  wissen- 
schaftlich zu  begründen,  denn  er  verstand  nicht,  die  hergebrachten 
Definitionen  und  Einteilungen  zu  verlassen  und  an  iure  Steile 
neue  ztt  schaffen.  Indessen  sieht  man  dennoch  aus  seinen  lrrthü- 
. rnern  einige  richtige  Grundgesetze  der  Mechanik  hervorschimmern,, 
und  man  muss  es  ihm  Dank  wissen,  dass  er  zuerst  die  Geometrie 
auf  die  Bestimmung  der  krummlinigen  Bewegung  und  auf  den  Fall 
der  Körper  anwaudte.  Auch  diese  Schrift,  die  aus  fünf  Büchern 
bestehen  sollte,  ist  unvollendet  geblieben,  denn  die  beiden  letzten 
fehlen.  Das  fünfte,  das  nach  des  Verfassers  Ankündigung  eine  Art 
Handbuch  über  Chemie  in  ihrer  Anwendung  auf  Verfertigung  des 
Pulvers  und  der  Kunstfeuer  im  Allgemeinen  werden  sollte,  würde 
gegenwärtig  interessante  Beiträge  zur  Geschichte  der  Pyrologie 
tlarbieten.  - -J> 

Das  schon  oben  erwähnte  Werk  Tartaglia’s:  Quesiti  et  inven- 
tioni  diverse,  enthält  eine  grosse  Anzahl  Probleme,  die  dem  Ver- 
fasser von  vielen,  namentlich  erwähnten  Personen  vorgelegt  wur- 
den, zugleich  mit  deu  darauf  gegebenen  Autworten.  In  den  drei 
ersten  Büchern  beschäftigt  er  sich  auch  mit  der  Artillerie  und 
Ballistik;  man  findet  unter  andern  darin  die  Dimensionen  der  da-, 
rnals  gebräuchlichen  Stücke,  ihr  Kaliber  und  das  Verfahren,  die 
innere  Weite  derselben  zu  bestimmen,  so  wie  auch  verschiedene 
Recepte  zur  Anfertigung'  von  Pulver;  er  spricht  daselbst  von  der 
allmähligen  Entzündung  des  Pulvers  und  erklärt  aus  der  Erhitzung 
des  Stücks  und  aus  der  daraus  entstehenden  Verdünnung  der  Luft 
die  Absorption,  welche  man  zuweilen  bemerkt;  er  berücksichtigt 
den  Widerstand  der  Luft  bei  der  Bestimmung  der  Schussweite  und 
zeigt,  dass  die  Wurflinie  niemals  eine  Gerade  sein  wird.  Das 
fünfte  Buch  enthält  die  Feldmesskunst  und  das  Aufnehmen  der 
Ebenen.  Die  Instrumente,  die  damal»  die  Feldmesser  gebrauchten, 
werden  beschrieben;  auch  findet  sich  hier  eine  Abbildung  der  da- 
mals gebräuchlichen  Form  der  Boussole.  In  den  folgenden  Büchern 
finden  sich  Untersuchungen  über  Fortification,  Statik  und  Algebra, 
lind  das  neunte  enthält,  wie  schon  erwähnt,  die  Streitfragen  in 
Betreff  der  cubischen  Gleichungen,  die  Tartaglia  von  Fiore  und 
andern  Persouen  vorgelegt  wurden.  Hier  wird  erzählt,  durch 
welche  Mittel  und  durch  welche  Versprechungen  Cardau  endlich 
den  Tartaglia  zur  Mittheilung  der  allgemeinen  Formel  zur  Lösung 
der  cubischen  Gleichungen  bewog.  Zugleich  ergiebt  sich  auch, 
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dass  letzterer  seit  dem  Jahre  1541  das  Princip  der  Mehrheit* der 
Wurzeln  bei  cubischen  Gleichungen  erkannt  hatte,  falls  dieselben 
mehrere  positive  Wurzeln  haben,  denn  die  negativen  lässt  Tar- 
8e*  , bei  deu  Gleichungen,  die  sich  auf  quadratische  zu. 
rucktuhren  lassen,  unberücksichtigt:  eine  merkwürdige  Thatsache 
die  sich  nur  aus  der  hergebrachten  Gewohnheit  erklären  lässt.  Er 
vermochte  aber  nicht  die  Anzahl  der  Wurzeln  zu  bestimmen,  denn 
er  sa^t,  dass  die  cubischen  Gleichungen  immer  zwei  Auflösungen, 
und  vielleicht  auch  mehr  zulasscu. 

'lartaglia  bat  den  Euklid  ins  Italienische  übertragen,  und  auch 
«,c  £r?V,*cl*  griechischen  Original  gefertigte"  Uebersetzung 
der  Schritten  Archimeds  (Archimedis  opera.  Venet.  1546.  4 ) gelie- 
fert.  Von  der  Abhandlung  Archimeds  „über  die  schwimmenden 
Körper  (de  mfidentibus)“  kannte  er  noch  dos  griechische  Original, 
das  seitdem  verloren  gegangeu  ist,  so  dass  gegenwärtig  seine 
Uebersetzung  die  Stelle  desselben  vertritt“).  Aus  der  Bearbeitung 
dieser  Abhandlung  ging  wahrscheinlich  Tartaglia’s  Schrift:  Tra- 
Vttg!'a.ta  »nventione,  hervor,  worin  er  sich  mit  den  Anstalten  be- 
schäftigt, gesunkene  Schiffe  wieder  einporzuheben , und  von  der 
das  dritte  Buch  eine  kleine  Abhandlung  über  Meteorologie  enthält. 
Kr  nahm  später  diesen  Gegenstand  wieder  auf  und  erweiterte  ihn 
in  dem  Ragionamenti  sopra  la  travaglinta  inventione  (Venet.  1551 
4.)  Unter  andern  findet  man  hier  eine  Tafel  der  specifischeu’ 
Schwere  einer  grossen  Anzahl  von  Körpern,  wobei  die  Schwere 
des  Wassers  als  Einheit  genommen  ist.  Sie  scheint  zwar  im  All- 
gemeinen  sehr  ungenau  zu  sein;  man  muss  jedoch  bedenken,  dass 
iartaglia  die  Versuche  zu  Venedig  anstellte  und  wahrscheinlich 
unmittelbar  Seewasser  dazu  gebrauchte,  indem  er  nur  angenäherte 
Bestimmungen  zum  Behuf  des  Emporhebens  gesunkener  Schiffe  ha- 

_ Alle  diese  Werke  Tartaglia’s  enthalten  nur  Mathematik  und 
Anwendungen  derselben  auf  verschiedene  Wissenschaften  Er  küm- 
merte  sich  weder  um  die  zu  seiner  Zeit  so  hoch  geschätzten  ge- 
heimen  Wissenschaften,  noch  um  die  verschiedenen  philosophischen 

Systeme,  die  damals  so  rasch  entstanden,  um  ebenso,  bald  wieder 
zu  vergehen. 

Von  ganz  verschiedenem  Clinrokter  war  sein  Rival,  Hieronymus 
Cardan  geh.  1501  zu  Poti»  “).  Mit  den  ausgezeichnetsten  Geistes- 
fabigkeiten  ausgerüstet,  huldigte  er  denuoch  vollständig  den 
Schwachheiten  seines  Zeitalters.  Auf  der  einen  Seite  zitterte  er 
vor  jeder  Vorhersagung  und  vor  jedem  Traume,  auf  der  andern 
verwarf  er  kühn  jede  Autorität  uDd  folgte  nur  der  Intelligenz  als 
Füll  rer  in  in  das  Reich  der  Wissenschaften,  von  denen  keine  seiner 
Aufmerksamkeit  entging.  Bald  lebte  er  schwelgerisch,  bald  ging 
er  m Lumpen  einher  und  dennoch  hat  er  bei  seiner  ungeregelten 
Lebensweise  zahlreiche  Werke  geschrieben,  die  das  ganze  Gebiet 

W3ir  v-  d‘eSe,  Uebersetzung  Tartaglia’s,  die  Coimnandin 
##  verbesserte.  Vergl.  Kästner  s Gesch.  der  Math.  Bd.  II.  p.  201. 

°°)  Die  Erzählung  de  Thou’s,  dass  Cardan  im  75sten  Jahre  freiwillig  den 

Hungertod  gestorben  sei,  um  seine  Vorhersagung  in  Erfüllung  geben 

widerlegen  ^ ^ P-  «>>  - 
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des  Wissens  umfassen.  Die  gedruckten  allein  füllen  10  Bände  in 
toi.,  aber  sie  sind  nicht  die  Hälfte  von  dein,  was  Cardan  geschrie- 
ben  hat.  Lns  interessieren  hier  nur  die  mathematischen,  besonders 
die  dlgybi aischen  Schriften,  in  welchen  er  sich  als  ein  gewandter 
und  erfindungsreicher  Analyst  zeigt,  ln  seiner  Ars  magna  spricht 
er  nicht  allein  von  der  Mehrheit  der  Wurzeln,  sondern  er  berück- 
sichtigt daselbst  auch  zuerst  die  negativen  Wurzeln,  die  er  falsae 
seu  fictae  nennt.  Ganz,  besonders  ist  aber  hervorzuheben,  dass 
Cardan  zum  ersten  Male  imaginäre  Wurzeln  erwähnt,  deren  Dupli- 
cität  er  nachweist.  Man  verdankt  ihm  auch  eine  Methode  zur  Lö- 
sung der  Gleichungen  durch  Näherung;  er  substituirt  nämlich  nach 
einander  für  die  Inbekannte  zwei  Zahlen,  findet  hierbei  ein 
ejchenwechsel  statt,  so  schliesst  er,  dass  zwischen  diesen  beiden 
Zahlen  die  W urzel  enthalten  sein  muss.  Cardan  hat  unter  andern 
auch  die  Theoreme  gefunden,  dass  jede  cubische  Gleichung  sich 
du* ch  die  l nbcknnnje  vermindert  um  die  Wurzel  dividiren  lässt, 
und  dass  der  Coefficient  des  zweiten  Gliedes  der  Summe  aller 
Wurzeln  mit  entgegengesetztem  \orzeichen  gleich  ist;  ferner  hat 
er  die  gleichen  Wurzeln  gekannt  und  behandelt;  er  näherte  sich 
sogar  dem  1 heorem  des  Descartes  über  Zeichenwechsel  und  Zei- 
chenfolge, uud  er  würde  gewiss  noch  mehr  Entdeckungen  gemacht 
haben,  wenn  er  sämmtliche  Glieder  der  Gleichung  auf  eine  Seite 
gebracht  und  =0  gesetzt  hätte;  aber  zu  seiner  Zeit  verfuhr  man 
noch  ganz  nach  der  Art  und  Weise  der  Araber,  welche  die  Glieder 
der  Gleichungen  auf  beide  Seiten  des  Gleichheitszeichens  vertheil- 
ten, um  sie  sämmtlich  positiv  zu  machen  *). 

. I ardan  das  \ orhandeusein  der  drei  Wurzeln  einer 

cubischen  Gleichung  nicht  allgemein  bewiesen  hat,  falls  sie  sämint- 
hcli  imaginär  sind,  so  hat  er  doch  ihre  Existenz  in  sehr  vielen 
Killen  gezeigt,  indem  er  sie  überhaupt  auf  geometrischem  Wege 
durch  Kegelschnitte  bestimmte.  Zwar  hatten  die  Araber  schon 
a mliche  Untersuchungen  gemacht,  aber  Cardau  kannte  sic  nicht, 
und  seine  Construction  der  allgemeinen  cubischen  Gleichung  ver- 
dient  bemerkt  zu  werdeu,  weil  sie  zuerst  zeigt,  wie  ein  zwischen 
zwei  .Grössen  bestehendes  Verhältniss  durch  Abscissen  und  ördina- 
ten  einer  Curve  allgemein  dargestellt  werdeu  kanu. 

In  allen  Schritten  Cardan's  kommen  mathematische  Unter- 
suchungen vor;  er  versuchte  sogar  die  Mathematik  auf  die  Mcdicin 
anzuwenden,  indem  er  die  Frage  behande||ß,  ob  die  durch  die  Me- 
dicamente  hervorgebrachten  Wirkungen  in  arithmetischer  oder  geo- 
metrischer Proportion  zu  den  gegebenen  Doseu  Stehen. 

Unter  den  Schülern  Cardan’s  war  der  ausgezeichnetste,  Luigi 
Ferrari  aus  Bologna,  der  zu  Mailand  ubd  später  in  seiner  Vuter- 
s adt  I rofe.ssor  war.  Er  entdeckte,  wie  schou  erwähnt,  die  Auflö- 
sung der  Gleichungen  des  4ten  Grades,  die  er  nach  damaliger  Sitte 
geheim  hielt.  Cardan  veröffentlichte  sie  jedoch  in  seiner  Ars  magna, 
und  eine  ausführliche  Darstellung  findet  sich  in  der  Algebra  des  Bom- 
j"1,  Festerer  eutwirft  kein  besonderes  Bild  von  "dem  Charakter 
es  Ferrari;  so  ausgezeichnet  er  in  der  Mathematik  war,  so  wenig 
zeigte  er  sich  mit  den  Regeln  des  Anstandes  im  Leben  vertraut. 


*)  Siefae  Kastuer’s  Gesch.  der  Math.  Bd.  I.  p.  150  ff. 
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Er  war  sehr  reizbar  und  hatte  schon  im  17ten  Jahre  alle  Finger 
der  rechten  Hand  iu  einem  Streite  verloren.  Er  starb  1565  in  der 
Blüthe  seines  Lebens,  43  Jahr  ult,  wie  man  glaubte,  von  seiner 
Schwester  vergiftet.  Von  ihm  sind  nur  einige  Briefe  gedruckt.. 
Seine  Abhandlung  über  den  lrrthum , den  man  bei  der  Bestimmung 
des  Osterfestes  begeht.,  war  noch  1731  als  Manuscript  vorhanden, 
und  Cardau  erwähnt,  dass  Ferrari  auch  über  Geometrie  geschrie- 
ben habe. 

Zu  den  Männern,  die  sieb  um  die  Algebra  so  ausgezeichnete 
Verdienste  erwarben,  gesellt  sich  als  der  letzte  Raphael  Bombelli». 
Von  seinem  Leben  weiss  man  nur  so  viel,  dass  er  in  der  Vater- 
stadt Ferro’s  und  Ferrari’s,  zu  Bologna  — um  welche  Zeit,  ist 
unbekannt  — geboren  wurde,  und  im  Dienste  des  Bischofs  .von 
Melfi  als  Ingenieur  stund,  der  ihn  auch  veranlasste,  sein  berühmtes 
Werk  über  die  Algebra  zu  schreiben.  Es  erschien  1572,  und  ist  - 
in  3 Bücher  getheilt,  von  denen  das  erste  die  Elemente,  die  Rech- 
nung mit  Wurzeln  und  imaginären  Grössen  enthält,  das  zweite  die 
Gleichungen  behandelt,  und  das  dritte  eine  Sammlung  von  Pro- 
blemen ist,  unter  welchen  einige  sehr  schwierige  aus  der  unbe- 
stimmten Analysis  sieb  finden.  Die. ganze  Algebra  der  damaligen 
Zeit  wird  in  demselben  gründlich  dargestellt,  und  die  Beweise  sind 
streng  uud  vollständig.  Einiger  eigentkümiieheu  Bezeichnungen 
bedient  sieb  Bombelli;  es  ist  z.  B. 

L—  a;1,  <£=3  a'2,  v*=^rs  . . . ., 


also 

2 1 *»20d,  p22  = 2a:9  — 20 a:  ■+■  22 ; 

ferner  ist 


2 3 • 

R . r/—  l/,  R . c = \/  . . . 

Die  Rechnung  mit  Wurzelgrössen  °),  so  wie  auch  die  allgemeine 
Theorie  der  imaginären  Grössen,  wovon  Bombelli  eine  glückliche 
Anwendung  auf  den  irreduciblen  Fall  macht,  finden  sich  hier  voll- 
ständig aus  einander  gesetzt.  Er  hat  ferner  zuerst  allgemein  aus- 
gesprochen, dass  jede  cubische  Gleichung  drei  Wurzeln  hat,  falls 
dieselben  sieb  sämmtlich  unter  imaginärer  Form  darstellen,  und 
hat  seine  Behauptung  in  sehr  vielen  Fällen  durch  unmittelbares 
Ausziehen  der  Wurzelnflhus  beiden  Binomen  dargethun.  Bombelli 
benutzt  zwar  die  Schriften  Leonurdo’s  von  Pisa  und  Pacioli’s,  aber 
er  vervollkommnet  die  Beweise,  so  dass  seine  Algebra  zu  den 
Fortschritten  der  Wissenschaft  nicht  wenig  beigetragen  hat. 

Seit  den  Zeiten  Bomb'elli’s  nahm  das  Interesse  für  das  Studium 
der  Algebra  in  Italien  ab.  Nur  Pietro  Antonio  Cataldi  °*),  Pro- 

k 


°)  Leibnitz  und  Hutton,  nach  diesem  auch  Klügel  (Wörterbuch,  Theil  I. 

Art.  Algebra)  haben  das  Gegentheil  behauptet,  indem  sie  Bombelli  hierin 
. Cnvollständigkeit  nachweisen;  Plana  hat  jedoch  in  einer  längeren  Note 
(Libri,  histoire  des  mathem.  tonr.  III.  p.  446.  sq.)  das  Urtheil  von  Leib- 
nitz widerlegt.  Derselbe  führt  auch  mehrere  Stellen  aus  Lagrange’s 
Vorlesungen  an,  die  dieser  1795  an  der  Normalschule  gehalten  hat, 
worin  ebenfalls  zu  Gunsten  ßombelli’s  entschieden  wird. 

°°)  Von  Montucla  nicht  erwähnt.  >• 
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fessor  nn  der  Universität  zu  Bologna,  legte  sich  später  mit  einigem 
Erfolge  auf  die  Wissenschaft.  Unter  seinen  zahlreichen  Werken  — 
er  schrieb  deren  mehr  als  30  — verdienen  nur  die  wenigsten  un- 
sere Aufmerksamkeit,  die  meisten  enthalten  nichts  Neues.  Beson- 
ders ist  hier  zu  erwähnen  sein  Trattato  del  modo  brevissiino  di 
trovarc  la  radice  quadra  delli  numcri  (Bologna  1613.  in  fol.);  es 
findet  sich  nämlich  hierin  nicht  allein  ein  Verfahren,  wie  man 
näherungrweise  eine  Quadratwurzel  ausziehen  bann,  so  dass  die- 
selbe unter  der  Form  einer  unendlichen  Heihe  erhalten  wird,  son- 
dern Cataldi  bedient  sich  auch  zu  eben  dein  Zwecke  der  Ketten- 
briiehe,  deren  ersten  Gebrauch  man  sonst  4em  Lord  Brouncker 
zuschrieb.  Er  setzt  z.  B. 

/ . ö -f-  . . . 

und  beweist,  dass  je  nachdem  man  zum  letzten  Nenner  einen  neuen 
Bruch  hinzugefiigt  oder  weglässt,  Zahlen  erhalten  werden,'  die  ab- 
wechselnd grösser  und  kleiner  sind  als  der  wahre  Werth,  und  dem- 
selben zugleich  immer  näher  kommen.  Nachdem  er  so  lomal 
2 

, den  Bruch  -g*  wiederholt  hat,  erhält  er  zuletzt  einen  Werth  von 

V 18,  bei  dem  man  noch  um  einen  Bruch  irrt,  dessen  Zähler  = 1 
und  desseu  Nenner  eine  23  ziffrige  Zahl  ist.  Auch  stellt  Cataldi 
eine  Vergleichung  dieser  beiden  Näherungsmethoden  an.  Es  ist 
überhaupt  merkwürdig,  dass  sich  schon  in  dieser  Schrift  die  ersten 
Spuren  der  Entdeckungen  finden,  die  sonst  gewöhnlich  Wallis  zu- 
geschrieben werden. 

Unter  den  algebraischen  Schriften  Cataldi’s  sind  ferner  noch 
die  zu  erwähnen,  worin  er  die  Ausziehung  der  Cubikwurzel  aus 
gewissen  .Binomen  und  sogar  Trinomen  lehrt  (Nova  algebra  pro- 
portionale, Bologna  1619  in  fol.  und  Elemcnti  delle  quantitä  irra- 
tional^ Bolog.  1620  in  fol.).  Viele  Geometer  hatten  sich  schon  mit 
Problemen  ähnlicher  Art  beschäftigt,  um  namentlich  die  Schwierig- 
keiten, welche  die  Cardanische  Formel  verursacht,  zu  beseitigen; 
Cataldi  nimmt  im  diesen  beiden  Schriften  den  Gegenstand  von 
treuem  mit  Erfolg  war. 

Besonders  hat  aber  Cataldi  in  den  Anwendungen  der  Algebra 
die  Schärfe  seines  Geistes  dargelegt.  Seine  Algebra  discorsiva 
numerale  et  lineare  (Bolog.  1618  3 part.  in  fol.)  enthält  analytische 
Geometrie;  er  gebraucht  hier  Linien  anstatt  der  Zahlen  und  con- 
struirt  allgemein  die  Gleichung  des  zweiten  Grades.  Auch  in  der 
Algebra  applicata  (Bolog.  1622  in  fol.)  finden  sich  viele  beachtens- 
werte Sachen;  es  existirt  ferner  von  ihm  eine  trigonometrische 
Algebra  (Algebre  triangulaire),  die,  wie  alle  übrigen  Werke  Catal- 
di’s, sehr  selten  zu  sein  scheint. 

Cataldi  hat  sich  auch  mit  Geometrie  beschäftigt.  Er  commen- 
tirte  den  Euclid  und  verteidigte  ihn  gegen  die  Angriffe  Molina’s  °) ; 
ebenso  nahm  er  sich  auch  für  Archimed  gegen  die  Anmassuogen 


#)  Cataldi,  elementi  di  Euclide,  Bolog.  1620.  21.  25.  3 voll,  in  fol..  und 
Difesa  d’Euclide,  Bolog.  1626  in  fol.  (wahrscheinlich  seine  letzte  Schrift). 
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. Scaliger’s  auf  (Difesa  d’Archimede,  (rattato  del  misurare  o trovare 
la  grandezza  del  cercbio,  Bologna  1620,  in  fol.).  Auch  hat  Cataldi 
den  berüchtigten  Satz  über  den  Parallelismus  zweier  Geraden  zu 
beweisen  versucht  (Operetta  delle  linee  rette  equidistanti , Bolog. 
1603.  4.),  jedoch  der  Fehlschluss  darin  ist  sehr  leicht  zu  bemerken. 

Cataldi  war  um  1563  Professor  zu  Florenz;  aber  schon  1572 
finden  wir  ihn  an  der  Academie  und  Universität  zu  Perugia.  1584 
wurde  er  zum  Professor  der  Mathematik  an  der  Universität  zu  Bo* 
logna  ernannt,  wo  er  bis  zu  seinem  Tode  blieb,  der  nach  1626  er* 
folgte.  Schon  in  seinem  17ten  Jahre  schrieb  er  den  ersten  Theil 
seiner  Pratica  aritmetica,  der  jedoch  erst  1602  erschien,  worauf 
dann  1606  der  zweite  Theil  folgte,  ln  Bologna  gründete  er  eine 
Academie  für  Mathematik,  vielleicht  die  älteste,  die  wir  kennen; 
sie  wurde  jedoch  vom  Seuate,  ohne  dass  man  wusste  warum,  auf- 
gehoben. Die  Vorlesungen,  die  Cataldi  daselbst  hielt,  sind  erschie- 
nen (Due  lettioni  date  nelP  Accademia  Erigcnda,  Bolog.  1613.  4.). 

Ohnstreitig  verdient  Cataldi  einen  ausgezeichneten  Platz  unter 
deu  Mathematikern  seiner  Zeit,  wenn  er  sich  auch  nicht  mit  den 
grossen  Geistern  des  17ten  Jahrhunderts  vergleichen  lässt.  Er  be- 
sass  einen  erfinderischen  Geist  und  eine  ausgebreitete  Gelehrsam- 
keit, und  nahm  von  Allem  Notiz,  was  im  Auslande  erschien.  Die 
Namen  Vieta’s,  van  Ceulen’s  finden  sich  in  den  Vorreden  zu  seinen 
Schriften  erwähnt.  Uro  die  Ausbreitung  seiner  Wissenschaft  war 
ihm  so  sehr  zu  thun,  dass  er  seine  Schriften  in  mehr  als  100  Städ- 
ten Italiens  mehrmals  an  Handwerker  und  Arme  umsonst  verthei- 
len liess. 

So  sind  wir  bis  zum  Zeitalter  Galiläi’s  gekommen,  der  an 
demselben  Tage  (18.  Febr.  1564)  zu  Pisa  geboren  wurde,  an  wel- 
chem Michel  Angelo  starb.  Durch  ihn  erhielten  die  mathematischen 
Studien  in  Italien  eine  andere  Richtung.  Er  ist  der  Schöpfer  der 
Mechanik  und  der  wissenschaftlichen  Physik;  in  beiden  Disciplinen 
haben  die  Italiener  bis  auf  die  neueste  Zeit  Bedeutendes  geleistet 

< »fl. 


XXXIV. 

Ueber  Reihenentwickelungen  nach  der  Me- 
thode der  unbestimmten  Coefficienten 

Von 

Herrn  T.  Witt  stein 

I.ebrer  am  Lyceuin  zu  Hannover.  r» 


Es  ist  in  diesen  Blättern  mehrfach  von  der  Unzulässigkeit  der 
Methode  der  unbestimmten  Coefticienten  zum  Behuf  der  Eotwicke* 
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hing  der  Funktionen  in  Reiben  die  Rede  gewesen,  und  es  möchte 
desshalb  nicht  unpassend  sein,  hier  auch  die  Gründe  dieser  Unzu- 
lässigkeit vollständig  zusammengestellt  zu  sehen.  Man  trennt  sich 
ungern  von  einer  Methode,  die  so  leicht  und  einfach  ihrem  Ziele 
zuführt,  man  sucht  die  Mängel  zu  verbessern,  die  Lücken  zu  ergän- 
zen; und  wenn  auch  das  Resultat  nicht  die  gewünschte  Befriedi- 
gung bringt,  so  trägt  man  wenigstens  den  Gewinn  davon,  dass 
man  mit  Ueberzeugung  die  Methode  fallen  lässt. 

Als  Fundamental- Lehrsatz  der  Methode  der  unbestimmten  Coef- 
ficienten  muss  ein  Satz  angesehen  werden,  den  man  gewöhnlich  in 
folgender  Weise  ausspricht: 

Wenn  zwei  aut  gleiche  Weise  nach  Potenzen  von  x geord- 
nete Reihen 

A0  Ax  x -f-  A tx 2 •+*•.. . und  B 0 -f-  B Xx  -4-  B^x2  *+■  • • • . 

einander  gleich  sein  sollen,  so  müssen  die  Coefficienten 
gleicher  Potenzen  von  x in  beiden  gleich  sein. 

Dieser  Lehrsatz  pflegt  in  den  Lehrbüchern  entweder  gar  nicht,  oder 
nur  mangelhaft  bewiesen  zu  werden.  Im  ersten  Falle  verwechselt 
man  ihn  offenbar  mit  seinem  Umgekehrten: 

Wenn  die  Coefficienten  gleicher  Potenzen  von  x in  jenen 
Reiften  übereinstimmen,  so  sind  beide  Reiben  gleich; 
welches  auf  der  Stelle  klar  ist,  so  lange  nur  beide  Reiben  weder 
unbestimmte  noch  unendliche  Resultate  geben,  in  welchem  Falle 
der  Begriff  von  Gleichheit  wegfällt.  Im  zweiten  Falle  aber,  wo 
man  im  Laufe  des  Beweises  wiederholt  durch  x dividirt  und  so- 
dann xz=z  0 setzt,  begeht  man  den  Fehler,  dass  man  beide  Seiten 
einer  Gleichung  durch  0 dividirt  und  die  Quotienten  wieder  gleich 
setzt,  da  ja  bekanntlich  der  Satz  „Gleiches  durch  Gleiches  dividirt 

Siebt  Gleiches“  eine  Ausnahme  erleidet,  sobald  0 der  Divisor  ist. 

ieser  Beweis  lässt  sich  indessen  mit  Hülfe  von  Grenzbetrachtun- 
gen in  ein  völlig  streuges  Gewand  einkleiden , wobei  jedoch  zu- 
gleich der  zu  beweisende  Satz  selbst  einige  Modifikation  erleidet, 
nämlich  in  folgender  Weise. 

Lehrsatz.  Wenn  zwei  auf  gleiche  WTeise  nach  Potenzen  von 
x geordnete  Reihen 

A0  + Axx  + A tx2  + ....  und  B0  + B Xx  - 4-  B tx2  — f—  ..... 

für  alle  Werthe  von,  x zwischen  x=:0  und  x = £ gleiche  Resul- 
tate geben  sollen,  so  müssen  die  Coefficienten  gleicher  Potenzen 
von  x in  beiden  gleich  sein. 

Beweis.  Da  die  Gleichung 


A o + A , x -f-  A^x2  + . . . — B0  + B Xx  + Btx2  + . . . . 
für  x = 0 bestehen  soll,  so  hat  man  sofort 


• • • • 


1)  A0  = ß0. 


Daraus  folgt  ferner 

t 

A1x-{-A1x2  -+-...  = Bxx  + ß2x2  -4-  . . . innerhalb 


xr=z  0 exel 
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folglich  wenn  man  xy  von  xz=e  anfangend,  sich  dem  Werthe 
ar==0  nähern  lässt,  wo 


,,  // 1 *r  -f-  //,x^  -f-  • » • • 

lim  — 

x 

. B | x — f-  Bxx2  -f-  . • • • 

lim  — 


= lim  — . lim  (At  -f-  Azx  -+- . . .)  = At 

SC 

« 

— lim  — . lim  (Ä,  -4—  Bxx  4- . . .)  = /?, 

SC 


wird, 

2)  Atz=zßim 


Ferner  ist  daraus 


A2x2  + Asx*  + 


l = 0 

. = B~x2  -+-  B.xx  -f-  . . . innerhalb  ) 

\ X=  £ 


A^x2  4*  Axxx  B Xx2  4 B Xxx  4 


x- 


X2 


— innerhalb 


x = 0 excl. 


x: 


und  durch  Uebergang  zu  den  Grenzen,  wie  vorhin, 

3)  A2x=B„ 


u.  s.  w. 

Hiermit -ist  der  vorliegende  Satz  vollständig  bewiesen.  Aus 
der  Beschaffenheit  dieses  Beweises  zeigt  sich  sofort,  wesshalb  in 
dem  Lehrsätze  die  Forderung  aufgestellt  werden  musste,  dass  für 
alle  Werthe  von  x zwischen  den  Grenzen  „r  = 0 und  x=z£  (von 
denen  die  letztere  hier  durchaus  willkürlich  ist)  obige  Reihen  gleiche 
Resultate  geben  sollen;  es  war  nämlich  zur  Auffindung  der  im  Be- 
weise erforderlichen  Grenzwerthe  für  x = Q nöthig,  dass  man  von 
einem  von  0 verschiedenen  Werthe  für  x,  für  welchen  die  suppo- 
nirte  Gleichung  noch  gültig  blieb,  ausgehen  konnte,  um  sich  von 
da  aus  der  0 zu  nähern.  Mehr  aber  bedurfte  es  nicht,  und  die 
frühere  W;eisc  den  Satz  anszusprechen,  wo  man  Gleichheit  beider 
Reihen  für  alle  Werthe  von  x (natürlich  mit  Ausschluss  derjeni- 
gen, für  welche  der  Begriff  der  Gleichheit  keine  Bedeutung  mehr 
hat)  verlangte,  war  dessbalb  fehlerhaft,  weil  die  Bedingung  in  die- 
sem Umfange  in  dem  Beweise  nicht  zur  Anwendung  kommen  kann, 
mithin  der  Satz  mehr  behauptete,  als  der  Beweis  beweiset  , 

Es  lässt  sich  hieran  noch  die  Folgerung  knüpfen,  dass,  wenn 
man  eine  nach  Potenzen  von  x fortschreitende  Reihe  hat,  die  in- 
nerhalb bestimmter  Grenzen  für  x (unter  denen  auch  0 vorkommt) 
die  Entwickelung  einer  gegebenen  Funktion  von  x liefert,  es 
keine  vou  dieser  verschiedenen  Reihe  mehr  geben  kann,  die  inner- 
halb derselben  Grenzen  gleichfalls  als  Entwickelung  dieser  Funktion 
könnte  angesehen  werden.  Diese  Folgerung  auszusprechen  kann 
insofern  von  Nutzen  sein,  als  es  dadurch  uoch  unentschieden  bleibt, 
oh  es  vielleicht  innerhalb  anderer  in  jenen  nicht  enthaltenen  Gren- 
zen eine  andere  Reihenentwickelung  der  vorgelegten  Funktion  ge- 
ben könne. 


Der  Gang,  den  die  Methode  der  bestimmten  Coeflficienten  (um 
zu  dieser  selbst  jetzt  überzugehen)  nimmt,  um  eine  gegebene 
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Funktion'  f(x)  in  eine  Reihe  zu  entwickeln,  die  nach  positiven 
ganzen  Potenzen  von  x fortschreitet,  besteht  im  allgemeinen  darin, 
dass  man.  die  Möglichkeit  einer  solcher  Entwickelung  voraussetzend, 
die  Gleichung 

f{x)  — A0-\-  Axx~{-  A2x*  

i , • 

aufstellt,  von  welcher  ausgehend  man  durch  verschiedene  Kunst- 
griffe — deren  Erörterung  nicht  weiter  zur  Methode  selbst  gehört, 
insofern  die  eigenthümliche  Beschaffenheit  der  Funktion  f(x)  sie 
an  die  Hand  geben  muss  °)  — dahin  zu  gelangen  sucht,  dass  auf 
jede  Seite  des  Gleichheitszeichens  eine  nach  Potenzen  von  x fort- 
schreitende Reihe  zu  stehen  kommt,  worauf  sich  die  Bestimmung 
der  Coefficienten  A0,  Ati  A2i.,..  unmittelbar  durch  den  vor-  . 
stehenden  Lehrsatz  ergibt.  • t - 

Dieser  Gang  gibt  zu  zwei  Bemerkungen  Veranlassung.  Zu- 
. nächst  nämlich  ist  klar,  dass  die  Voraussetzung,  dass  irgend  eine 
willkürlich  vorgelegte  Funktion  sich  in  eine  nach  Potenzen  von  x 
- fortschreitende  Reihe  soll  entwickeln  lassen,  im  allgemeinen  durch 
gar  nichts  gerechtfertigt  wird;  man  kann  im  voraus  nicht  wissen, 
ob  die  gegebene  Funktion  die  Form,  die  man  ihr  aufdringen  will, 
wird  annehmen  können,  und  in  der  That  gibt  es  Funktionen,  die 
«ine  Reihenentwickelung  in  jener  Form  nicht  gestatten,  z.  B.  log  , 
cot  x . Wenn  man  daher  dennoch  jene  Voraussetzung  macht,  und, 
darauf  gestützt,  die  Coefficienten  der  supponirten  Reihe  zu  bestim- 
men sucht,  so  muss  man  es  sich  auch  gefallen  lassen,  wenn  man 
dabei  zu  unbrauchbaren  Resultaten  gelangt.  So  z.  B.  wenn  man 
setzt  ^ 

log  x=z  Aa  ~\-Axx-\-  A2x*  -+- . . . . * 

und  nun  zu  beiden  Seiten  die  derivirten  Funktionen  nimmt,  so 
hat  man 

1 ' 

~ ~ Ai  <2A2x  -f—  . . • 

/ , U*  , \ 

woraus 

1 = A t x -f-  %A2x*  + . . * ., 

welche  Gleichung  offenbar  für  ein  veränderliches  x ohne  Sinn  ist. 

Es  leuchtet  aber  ein,  dass,  wenn  die  Rechnung  wirklich  zu  be- 
stimmten Coefficienten  führt,  die  Voraussetzung  selbst  auch  nichts 
ungereimtes  enthalten  hat,  und  mithin  kann  von  dieser  Seite  die 
Methode  der  unbestimmten  Coefficienten  kein  Vorwurf  treffen. 

Ferner  liegt  in  der  Voraussetzung,  dass  ohne  weitere  Be- 
schränkung 


°)  In  vielen  Fällen  reicht  der  Uebergang  zu  den  derivfrten  Funktionen  zu 
dem  beabsichtigten  Zwecke  aus.  Lacroix  in  seinem  Traite  clementaire 
findet  auf  diesem  Wege  vermittelst  der  Methode  der  unbestimmten 
Coefficienten  die  Taylorsche  Reibe;  er  weicht  jedoch  darin  ab,  dass  er 
auch  die  Exponenteu  der  supponirten  Reihe  als  unbestimmt  voraussetzt 
und  sie  aus  der  letzten  Gleichsetzung  bestimmen  will,  welches  begreif- 
, lieh  nicht  angeht,  da  es  ja  zum  Wesen  der  Methode  der  unbestimmten 
Coefficienten  gehört,  dass  sie  die  Exponenten  von  x bestimmt  vor- 
schreibt. 


I 
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s 

• s 

A0  -|  • A.  j oc  ■ | ■ A.^&^  * \,m  • • • • 

i .»  + * i i 

sein  soll,  implicite  die  Bedingung  ausgesprochen,  dass  für  jedep 
besondern  Werth  des  x der  Werth  der  Funktion  mit  demjenigen, 
den  die  Reihe  dafür  liefert,  übereinstimmen  soll.  Hier  ist  nun  so- 
fort klar,  dass  diese  Bedingung  aufhört,  ihre  Gültigkeit  zu  behal- 
ten, für  alle  diejenigen  Werth e von  x,  für  welche  entweder  die 
Funktion  oder  die  Reihe  aufhört  endlich  und  bestimmt  zu  bleiben, 
weil  in  diesem  Falle  der  Begriff  der  Gleichheit  seine  Anwendung 
verliert;  und  es  tritt  mithin  namentlich  in  Bezug  auf  die  gefundene 
Reihe  hier  mit  Nothwendigkeit  die  Forderung  auf,  die  Reihe  hin- 
sichtlich ihrer  Convergenz  zu  untersuchen,  um  die  unbrauchbaren 
Werthe  ausschliessen  zu  können.  Aber  dieses  allein  genügt  nicht. 
Der  obige  Lehrsatz  verlangt  nämlich  zu  seiner  Anwendbarkeit  das 
Stattfinden  der  Gleichheit  innerhalb  der  Grenzeu  x=z0  und  x=€f 
wo  £ also  nicht  über  derjenigen  Grenze  liinuus,  für  welche  der 
Begriff  der  Gleichheit  verschwindet,  aber  der  0 so  nahe  liegen  darf 
als  man  will.  Fs  sei  nun  u derjenige  positive  oder  derjenige  ne- 
gative Werth  von  xt  der,  wenn  man  von  0 ausgeht,  der  erste  ist, 
mit  welchem  entweder  die  vorgelegte  Funktion  oder  die  gefundene 
Reihe  aufhört  endlich  und  bestimmt  zu  bleiben,  so  darf  jedenfalls 
£ nicht  über  u hinaus  liegen;  ob  man  aber  £ = a setzen  dürfe,  das 
ist  nicht  ohne  weiteres  klur,  denn  es  bleibt  noch  immer  die  Mög- 
lichkeit offen,  dass  es  innerhalb  0 und  a Werthe  von  x geben 
könne,  für  welche  die  Reihe  ein  Resultat  liefert,  welches  nicht  mit 
dem  correspondirenden  Werthe  der  gegebeneu  Funktion  überein- 
stimmt. v Um  dies  durch  ein  Beispielzu  erläutern,  welches  allerdings 
nicht  ganz  hieher  gehört,  so  liefert  die  bekannte  Reihe 

+ i C0S  C0S  X dx 


1 fn 

cos  2x  J cos  2x  dx  . 

sin  x J s*n  x dx 

1 /»TI 

■+•—  sin  2x  J f(&)  sin  dx  *+-  . . 


welche  als  Entwickelung  von  f{x)  gefunden  wird  und  von  — it  bis 
tc  convergent  bleibt,  wenn  nur  f{x)  zwischen  diesen  Grenzen  nicht 
discontinuirlich  wird,  für  x=z±i7t  das  Resultat  — **))» 

welches  mit  dem  correspondirenden  Funktionswerthe  nicht  zu- 

sammenfallt, es  sei  denn  dass  man  habe  f{n)  = /*( — n)  (vgl.  Lc- 
jeune  Dirichlet  in  Crelle’s  Journal  B.  4.  S.  157.  seqq.).  — Wenn 
man  nun,  wie  es  gewöhnlich  geschieht,  in  Ermangelung  des  nöthi- 
gen  Kriteriums  geradezu  £ = ce  setzt,  so  spricht  man  damit  eine 
Behauptung  aus,  die  erst  noch  des  Beweises  bedarf,  und  dies  ist 
* die  eigentliche  schwache  Seite  der  Methode  der  unbestimmten  Coef- 
iicienten.  Also  nicht  etwa  darin,  dass  die  Methode  divergente 
Reihen  liefert,  — denn  hierauf  scheint  manche  Acusserung  hinzu- 
deuten, — sondern  darin  ist  der  Grund  für  die  Unzulässigkeit  der 
Methode  der  unbestimmten  Coefficienten  zu  suchen,  dass  sie  nicht 
lehrt,  innerhalb  welcher  Grenzen  die  gefundene  Reihe  wirklich  als 
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Entwickelung  der  gegebenen  Funktion  gültig  ist.  Dieser  Mangel 
findet  sich  bei  denjenigen  Methoden  nicht,  welche,  nach  dem  Vor- 
gänge von  Cauchy  und  Ampere,  bei  jeder  Eutwickelung  zugleich 
den  ergänzenden  Rest  der  Reihe  mit  in  Betracht  ziehen. 


* \ ' * 


t 


t 

/ 


XXXV 


1 .1  ' * * , • , 

Beitrag  zur  Lösung  des,  im  II.  Bd.  des  Archivs 

S.  220  angeregten,  Euler- Pfaffschen  Theorems 
über  geometrische  Progressionen. 


r 


. ■ * * Von  dem 

\ 

t ' • 

Herrn  Doctor  A.  R.  Lucht erhandt 

zu  Königsberg  i.  d.  N. 

' "V  • • A 


Wir  beabsichtigen  hier  zunächst  die  allgemeine  Entwickelung 
der  Gleichung  des  wten  Grades,  durch  welche  hei  einer  vorgeleg- 
ten Gleichung  des  2/zten  Grades  die  Hülfsgrösse  u bestimmt  wird, 

_ zu  geben.  • 

Zu  dem  Ende  wollen  wir  die  allgemeine  Gleichung  vom 
2»ten  Grade  , .> 

* *1  i * ! . • ✓ 

&2n  _|_  2*-l  ßZ2n~2  Cz&i-Z  -f- 

....  + Cx3  — |—  Hz3  — f—  -4z  — |—  1 = 0, 

auf  folgende  Art  schreiben: 

*2»  +1»]  i*2*“1  -+-  \n\  jX2«“2  -f-  [n]  jX2"“3 

. ...  -f-  [»]  3 z 3 -+-  [/z]  2x  2 -f-  [»]  j x -f- 1 = 0, . . . (1) 

so  dass  also  die  Symbole  (//{,,  [//]2,  . . . . \n\m  den  ersten,  zwei- 
ten . . . #zten  Coefhciquten  vom  Anfang  und  Ende  in  der  Gleichung 
des  2/zten  Grades  vorstellen.  Solcher  Symbole  sind  der  Zahl  nach 
2/z  — 1,  und  das  mittelste  ist 

Wir  denken  uns  die  Gleichung  (1)  auf  die  Form 

(x*  alz  -j-  1)  ( £ 2 — f—  u2z  — 1 ) (x2  -f-  a3x  -f- 1) 

, ., . (ä*  •+-  un—\Z  •+*  1)  (s*  -+-  un%  + 1)  = 0 . . . . (2) 

✓ / # *" 

gebracht,  und  wollen  nun  untersuchen,  wie  die  Coefficieuten  der 

Gleichung  (1)  aus  den  Grössen  al9  a2,  ct3,...un  gebildet  sind. 
Tlieil  UI.  20 


\ 
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Wir  werden  das  Bildungsgesetz  auf  dem  Wege  der  Induction 

suchen,  und  dann  seine  allgemeine  Gültigkeit  darthun.  Wir  be- 
merken noch,  dass  wir  mit  dem  Symbole  die  Combinationen 
ohne  Wiederholungen  der  mten  Klasse  der  p ersten  Elemente  a,, 
as,  «„  . . . . Op  bezeichnen  werden  und  erinnern  an  die  bekannten 
Relationen 

Cm  Cm  -f“  &p+ 1 • ■ — 1 ) 

und  > (3) 

m >72-4-1  I 

Um- 4-1  Cm Cm-+-l  • J 


Wir  haben  also  zunächst 


l 

a2  4-  [1]  tx  -f- 1 = a*  -4-  a,a  4-  1 = a2  Cxx-\-  1, 


ferner 

s4  4-  [2] ,*«  [2],**  4-  [2],*  4-  1 

= (a*  4~  Cxx  4“  1)  (*2  4~  öjä  4“  1) 

l l i 

= s4  4-  («a  4-  Cx)%*  4-  (2  4-  «2  Cx )a2  4-  («*  4-  Cx)x  4- 1 
= a4  4-  Cxx s 4-  (24-  C2)z*  4-  Cxx  4-1; 

ferner 

*'  4-  [3]^*  4-  [3]2a4  4-  [3],**  4-  [3]2s2  4-  [3],a 4- 1 
==|*44-  Ctx*  4-(24-  C;)**4-  A* 4-lj  (a24-«**4-l) 

= ae  4-  («*  Hh  Cx)x*  4-  (3  4~  «,  Cx  4*  C9)x* 

, 4-(2aa+2<7I4-«,4)*,4-(3  4-«,C,i4-^2)** 

4-(«i4-  C'j)*4-1 

= aa  4-  Cxzl  4- (3.4-  CJx*-i-(2Cx  4-  £,)*•  4- (3  4-  C,)** 

s 

4—  C Xx  4—  1, 

i 

ferner 

, l * 

*•  -H*].*’  -t-  •+-  [4],**  •+■  [4].*4  ■+•  W,**  ■+■  W,** 

= {a6  4r  Cx z * 4-  (3  4-  Cz)x*  4-  (2 Cx  4-  Ca)x* 

4- (3  4-  C2 )a2  4-  Cxx  4- 1 } (a2  4”  «4*  4- 1) 


\ 
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= **  *+*(«4  •+*  A)*7  4-  (4  4-*«4C',  4-  C2)%* 

~h  (3a4 4- 3 Cx 4- a4  C2  4-  C,  )z  b 4*  (6  -f-2a4  Cr1-|-2C’,  4-  a4  C,  )s 4 
•+•  (3«4  Hh  äC',  4-  ««C'a  •+■  C'*)**  -fr-  (4  Hh  uACx  4-  C^)%? 

+ K + ^i)«  + l 

= *•  4-  C,%'  4-  (4 H-  c;)*«  4-  (3tf,  4-  C,)*« 

I'  (®  + 64)x4  + (3^,  + CjJa’  -f-  (4  — f—  Cjjs1 

“+*  Ci*4- 1, 

ferner  . ^ 

. \ v 

*10  -H  [ä],*»  -+-  [5],*»  -+-  ,.; •+•  [5]2a*  H-  [5],*  •+-  1 

= !*•  -4-  C,*’  + (4 -+-  C,)**  -f-  (3C,  + C,)x‘ 

-t- (#*+•* C,  ■+■  C4)s*  + (3<7,  •+■  C,  )*■-*- (4  + C,)*» 

-t-P,  * + l| 

X(*s 1) 

= *■«  + £?,*•  +(5  + 4)**  + (4C,  H-  £,)*’ 

+ (10  -+-  3C,  -+-  £„)*•  + (6C,  -h 2C,  -4-  Cs)x‘ 

+ (10  + 3 C,  + C.)x*  + (4  <7,  + C,)x‘  + (5  + C,)s* 

• • -5 

+ C^as  + 1 

ferner  ' 

• k . • 

*13  + ßli*11  ■+■  [6],*’°  4- [6]3**  4-  [6]j*  -H 1 

= *>  * -|-  C^"  4-  (6 -h  K)*' • 4-  (5 Cx  4-  C,)*9 

4-  (15  + 4C3  + C.)*'  4-  (10^  4-  3C,  4-  Ct)z’ 

4-  (20  4- 6Ca  4-  2C4  4-  t\)x*  4-  (10  4-  3<7a  4-  C,)z*  \ 

4-  (15  4-  4^4-  C\ )x*  4-  (5^  4-  £,)**  4-  (6  4-  4)*3 

6 

4”  C*!*  4~  1) 

ferner  ( 

4 

K * — 

\ 

. 20° 
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»' 4 -4-  [7],»1*  + [712»'*  + . . . -I-  [7]a*a  + PJiÄ  + ^ 

= * > * •+■  C,x'  ■ -4-  (7  + C,)**»  ■+-  (6C,  + C,)%' 1 
-4-(21-+-5C2+  C4)*io  + (15C1+4C,  + C>* 

+(35+10C’J+3C4+<7,)ji44-(20C'1+6C1+2C's+C,)*’+... 

•ferner 

s* 9 + [8] ,*» 6 4-lS]^1 4 + • • . • [8]2*2  + [8] x*  + 1 

= »18  + C',«1 6 + (8  -f-  CT2)a14  -+-  ("Ci  -+-  Ci)%l  * 

. + (28  + 60,+  4)*ia  + (2l4  + 50,+  <7‘)ä‘1 

+(56+150,+404+4>1o+(354+1o^.H-34+4)*’ 

8 8 8 8 

+ (7O  + 2O02  + 604  + 20b  + 0*)**  -+-.*• 
und  endlich  • 

*» » + [9] , a 1 7 + [9]2^j  8 + + [9]a*3  + [9]  ,*  + 1 

= x 1 * + 0,  a 1 7 + (9  + Cl  )a 1 6 + (8  0,  + 0S )a 1 5 

+ (36  + 702  + 04)* > 4 + (28 Cx  + 6 03  + 0*)*1  1 

+ (84+21  0,+5 4,+  4 )* 1 *+(56  4 +15  0,+4  0,+  0t  )* 1 1 

+ (126  + 35  02  + 1O04  + 30,  + 0,)a  * 0 

+ (7o4+2O0s+60s+207  + 4)**  + 

Hiernach  ergehen  sich  also  durch  Vergleichung  der  Coeflicienten 
der  gleichen  Potenzen  in  den  einzelnen  Gleichungen  die  Relationen: 

[1],  = 4»  [2]j  = 4,  [3]1  = 4,  [4],  = 4f  l3)*  = 4 u-  s-  w* 

_ Jfc  I. 

12]2=2+ca,  [3],=3+£a,  [4]l=4+C’„  [5],=5+C„  n.  s.w. 

[3] ,  =2C,  + t'„  [4](  =3C|  + C„  [5],  — 4 u.  s.  w. 

[4] «=  6 + 2C,+  C’.=^|  + (4-2)C,+  «?», 

{5J.  = 10  ■+-  3Ca  + C.  = + (5  _ 2)C,  + C„ 

[6J.  = 15  + 4 Ct  -+-  C,  = + (6  - 2 )C,  + C„ 

[7J.  = 21  •+-  5Ca  C.  = ~ + (7  - 2)C,  + C„ 

1 ' * X 


\ 
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6^1  4-2(7,  •+■  C6 

6 6 6' 

(6] t  = 10C,+3<7,  + CV 

[7] ,  = 15C,  +iC,  -+-  C, : 


i 1 5 5 5 

if|<7,+(5-3  )£-,  + «?„ 

K a 6 6 6 

-*^4-(6-3)(7,4-<7„ 


1.2 

ß K 7 7 7 


[6]  8 = 20  + 6(7,  + 2 C4  + Ca 


[7]«  = 35  4- 10  C2  4-  3 C4  4-  C, 


(8] 6 = 56 4-  1$C2  4-  4 C4  4-  C, 


6.5.4  4.3® 

1.2.3  "i“  1 .2^3 


4-  (0  — 4)  C4  4-  C«  > 

$.47 

1 .2°* 

1 I • 

4-  (7  — 4)(74  4-  Cat 

8.7.6,  6.5*  , 

I i 


7.6.5 

1.2.3 


1.2.3 


1.2 

4-  (8  — 4)(74  4-  Cat 


7 7 7 7 A 5 A 7 A37 

[7] t  = 20(7,  4-'  6(7,  4-2(7,  4-  C,  1C*  +I72C« 

i ' 7 7 

4-  (7  — 5)(7,  4-  (77, 

8 8‘  8 8 7658  5.48 

[8] ,  = 35C.  + IOC,  + 3 C,  + C,  = f^C,  + \~t\ 

■'-HS-sjc.  + t*,, 

9.  9 9 9 8.7.6  9 659 

[0J7  = 56 Cx  4- 15(7,  4- 4(7,  4-  C7  = ~ Cx  4-  j ~Ct 

4-  (0  — 5)(7,  4“  (77J 


t , 


•8  8 8 8 e 7 r,  K fi5  48 

[8].=  704-20(7,4-  6^4  4- 2^.  4- C,  ==  4- 

' 1 ‘ r A 3 8 8 8 

4-  | — 2^*  4-  (8  — 6)67,  4-  Cu 


' / 
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9 9 9 9 987  f»  7 ß * 9 

[9] . = 126  4-  35 C2  4-  10 C4  4-  3 C6  -h  C\  = 

5 . 4 9 9 9 

+ jr^C4  4-C»  — ®)C?.  4-  C%% 


9 9 9 9 9 876S9  r,  * * 9 

[9],=70C,  -+-  20  C,  -+-  6 Cs  +2  C,  + C,  = 

' 4 . 3 9 , 9 9 

+rsc>+(9-,)c’+^ 

Aus  dem  Entwickelten  lässt  sich  nun  schliessen,  dass  allgemein 
sein  werde: 


M.  = c 


i » 


n 


[»],  = »+  c 


29 

ft 


[n]t=(n—l)Cl  4-  C\ 


[»]*  = 


n{n  — 1) 

1 .2 


4-  ( n — 2 ) C\  4-  (\ , „ 


M«  = 
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Angenommen,  dass  dieses  Bildungsgesetz  der  Coefficienten  für 
alle  Zahlen  von  1 bis  n gültig  sei,  so  wollen  wir  zeigen,  dass 
dasselbe  auch  für  »-4-1  stattlinde.  — Denkt  man  sieb  nun  die 
Gleichung  vom  2/zten  Grade  in  s mit  %-  -fr-  a„+.\%  -f-  1 multiplicirt, 
so  erhellet  leicht,  dass,  mit  Ausnahme  des  ersten  und  letzten,  jeder 
Coefficient  der  neuen  Gleichung  gebildet  w'ird  aus  drei  auf  einan* 
der  folgenden  Coefficienten  der  vorhergehenden  Gleichung  und 
zwar  nach  folgendem  Gesetze: 

["  1]/,  = («J/t— 2 *+*  aw-4-l["]/<— 1 -+*  [«]a  ; . . . . (4) 

Für  den  ersten  und  letzten  Coefficienten  hat  man 

[n  -f-  1 ] , = un+\  [«) , , 

oder  man  kann  sieb  auch  allgemein  der  Gleichung  (4)  bedienen, 
wenn  man  nur  [✓/]„  = 1 und  [//} — i = 0 setzt. 

Mit  steter  Berücksichtigung  der  Gleichung  (3)  hat  man  also 
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Hieraus  ersieht  man  nun,  dass  das  oben  angenommene  Bil- 
dungsgesetz der  Coeflicienten  aueh  für  n-+- 1 gültig  ist;  denn  wenn 
man  in  den  für  [n] 2«,  und  [n\2,n+\  aufgestellten  Ausdrücken  n-\-  1 
statt  n setzt,  so  gehen  dieselben  in  die  so  eben  für  [n  1J*2 m und 
[»•+- entwickelten  über. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zu  dem  andern  Tbeile  der  Untersuchung 
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nämlich  zur  Bestimmung  der  verschiedenen  C aus  den  Coefficien- 
ten der  Gleichung  vom  2/»ten  Grade;  wollen  aber  fortan  diese 
Coefficienten  mit  Alx  Ati  Ati  ^ . A„—2,  An—i  und  An  bezeich- 
nen. — Durch  successive  Elimination  erhalten  wir  aus  den  oben 
aufgestellten  Gleichungen: 

n ' 

C,=A„ 

C,  = A,  — n,  . 

„ • 

C,  = A,—(n  — l)A„ 

C,^A,-(»-2)C,-^^  = A.-(n-2)Ai+^j^, 


C,=At-(a-Z)C,- }c,  = A,  - 


C.=  A.  - {n-i iA.+f-W-'tA.  - 


•# 


Z)AX 


(n-1)  (n  — 4) 

H-  1-2 
n{n  — 4)  ( n — 5) 


3! 


'»  * 


C,  = A,~  (»  -5 ) A + (J!=*1a,  - , 

C.  =A,~  (»~6)A. <Z~?)A.  - <”-*>  (”~6>  ("-7)A, 


, n(n  — 5)  (n  — 6)  (n  — 7) 

+ 41 


n 


C,=A.-(n-  7)A  4-  (w-5)2[W-%6  - 


* ^ r cx  ^ . (»-C)  (w-9)  ^ 

67, 0 = A10  — (»  — 8)^i  g H ?n  ^ 


(n—  1)  («  — 6)  (n  — 7)  (»  — 8)  ^ 
4! A» 

(n— 4)(«—  8)(»_9)  „ 
3! 


2! 

. {n— 2)  (»—7)  («  — 8)  («—9)  4 n{n— 6)  (n  — 7)  (»  — 8)  (n— 9) 

H 4|  5|  ' * 

• - . « 
Das  Gesetz,  nach  welchem  man  die  auf  einander  folgenden  C 

aus  den  Coefficienten  A zu  bilden  hat,  liegt  deutlich  zu  Tage,  und 

man  schliesst  hieraus,  dass  allgemein  sein  werde: 
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Wir  wollen  nun  wieder  zeigen,  dass,  wenn  diese  Relationen  für 

n n n n 

alle  C von  Cx  bis  C-^m  und  CW+-1  gelten,  sie  auch  für  CWhj  und 
C&i+J  gültig  sind. 

Es  ist  aber  nach  dem  Obigen 
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Substituirt  man  hierin  für  die  verschiedenen  C ihre  Werthe,  so  er- 
giebt  sich  ' ’ 
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Setzt  man  nun  der  Kürze  wegen  n — 2(#w  + 1)  so  erhält 

' . n ' 

man  für  das  allgemeine  Glied  in  C<2jn-+-2  den  Ausdröck: 
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Zieht  man  die  beiden  letzten  Glieder  in  der  Klammer  zusammen, 
so  erhält  man  für  deren  Summe  den  Ausdruck 


/ „(p-f-2*— ' 2)  (p+2k-Z)....(p+k+2)  (p+k-i-1)  p + fc—l 

l— (*-2)!  - k ’ 

fügt  man  dazu  den  drittletzten,  so  wird  die  Summe 

t t\t_«  (p  -fr- 2 k — 3)  (p  -+-2 k — 4) .....  {p-\-k- f-2)  (p  -4-  £-t-  1) 

(_1)  (ifc—2)! 

xo+*- 1) 

_/  nL,(P  + 2i“3)  (p-f-2£— 4)  ...  (p-f-£-t-2)  (??  -+-  1) 

= (-1f  r 2!  (yfc-2)! : 

(p  + k-  2) 

X * 5 

t 

hierzu  das  vierte  Glied  addirt,  giebt:  . • 

— 4)  (p~j-2k  — 5) (p 1) 

" 2!  (k — 3)! 

xo>+*-i)  (>>-*-*- 2)  ) 

/■  1 "U— 4 (P  -fr-  2^  — 4)  (p-\-2k  5)  ..♦(/?  -f-  k -4-  1 ) 

— I— 3!  (k — 3)!  • 

X{p-\-k  — 1)  {p  k — 2)  (p-\-k — 3); 


und  mit  Hinzunahme  des  fünften  Gliedes  bekommt  man 

, ,w.  ,0>-fr-2*  — 5)  (/>-|-2*—  6) (/>-+-*-fr-l) 

r 3!  (k — 4)1  ; 

X(p~hk  — 1)  (p-\-  k — 2)  (p  + k — 3)  (""3“  — ^~^~k ^ 

/ .(/M-2*  — 5)  (p-\-’ik  — 6) . . . (p-\~k-\-  1) 

= (-1)^5 • 4 ! (k  — 5) ! “ 

X(p-hk — 1)  {p-\-k — 2)  (p k — 3)  (p k — 4). 

» 9 * 

Man  schliesst  aus  diesen  Ergebnissen,  dass  man  für  die  Summe  der 
g letzten  Glieder  den  Ausdruck 

/ i \/  „(P-fr-  %k  — ff)  (p  -J-2&  — (ff -4-  1)  ) • • • • (p  -fr-  k-\-  1) 

- 77’:  ns  - 1)'- - g)\ 

X{p-\-k—  1)  (p  + k — 2) (p  + k — (g  — 1)  ) 

erhalten  werde.  Nimmt  man  hiezu  dos  vorhergehende,  das  (gH-l)te 
Glied  vom  Ende,  nämlich  das  Glied 

, , . . * • 


21  • 
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ao  ergiebt  sich  für  die  Summe  der  ^+1  letzten  Glieder 

( 1 (p  + ^~(y  + l))  — (y-f-2)) 

( } U-I)!  {k-g)\ 

X(j>+A-1)  (p+i—2)  . . . (p+Jc—(g—l))  (2±*-£±^l£) 

_ i ivi-fr^D  (p-h2^~(g-4-l))  jp  + 2k  — fe-+- 2)  )♦..(?-*-*-+-  1) 

} g\  (*-(*-*-!))! 

X ? + £■— 1)  (p-t-Jc  — 2)  . . (p-+-A  — • #), 

und  dieser  Ausdruck  gebt  aus  dem  vorhergehenden  hervor,  wenn 
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man  darin  g'+l  statt  g setzt.  Der  fragliche  Ausdruck  gilt  also 
auch  für  wenn  er  für  g gilt;  nun  gilt  aber  derselbe  für  1, 

2,  3,  4.  5,  also  auch  fiir  6,  und  daher  nach  einer  bekannten 
Schlussfolgf  allgemein. 

Das  zweite  Glied  vom  Anfänge  ist  offenbar  das  (k — l)te  vom 
Ende,  und  wenn  man  also  #=£ — 1 setzt,  so  erhält  man  für  die 
Summe  aller  Glieder,  mit  Ausschluss  des  ersten,  den  Werth 

i l ii (p-t-*—  1)  (p -f- £ — 2) (p-h 3)  (p-+- 2) 

l“1'  (Ar — 2)!  * k 

Nimmt  man  dazu  das  erste  Glied,  so  ergiebt  sich  für  die  Gesammt- 
summe  der  Glieder  in  der  Klammer  der  Ausdruck 

Qp-t-A—  l)  {p  + k — 2) (p-\- 2)  ,V_±_k  __  ^ -f- ^ -f- 1 v 

(£  — 2)!  Kk- 1 k ’ 

(p- f-  & — 1)  (p  -4-  * — 2) (p-f  2)  (p  -f-  1) 

__  ^ i 

\ 

und  hiernach,  wenn  man  wieder  für  p seinen  Werth  p=zn — 2(*w-f-l) 

» 

setzt,  für  das  allgemeine  Glied  in  CW4-2  der  Werth 


« 


\ 


/ 
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Dieser  Ausdruck  ist  aber  in  a»-+-l  eben  so  gebildet,  wie  das  all- 

n 

gemeine  Glied  des  Ausdruckes  für  C*m  in  m gebildet  ist,  und  somit 
n t , 

ist  also  das  für  Cz,n  als  gültig  angenommene  Bildungsgesetz  auch  für 

n - n 

Cvm+fi  nachgewiesen.  Ganz  ebenso  zeigt  sich,  dass  das  für  £201+1 

n 

angenommene  Gesetz  auch  für  6W+*  gilt  Wir  bemerken  noch, 
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..  n , 

dass  man  die  Ausdrücke  für  C^n  und  Qtm^A  in  folgenden  zusam- 
menfassen  kann: 

Cm= 2 — {m— 4)  ) — — ^ — — Am-A 

' . ’ - {fi — {m — 6))  . . . 


(—  1 )*(»  — ( m — - 2/c) ) 


X 


(n  — {m  — 1))  {n—  \m  — 2))..  ..(*?  — (w  — (fc—  .1)))  A 

"T*  • « 


wobei  man  nur  zu  beachten  hat,  dass  A0z=z  1 und  jedes  A mit 
negativem  Index  =0  zu  setzen  ist.  - 

Setzt  man  hierin  nach  einander  «i==l,  2,  3 . . . 9,  so  erhält 
man  die  von  Euler  gegebenen,  im  Archiv.  B.  II.  S.  224  mitgetheil- 
ten,  Werthe  der  Coefücienten  der  neun  ersten  Glieder  der  Gleichung, 
für  die  Hülfsgrösse  v . 

Noch  der  Theorie  der  Gleichungen  hat  man  nun  zur  Bestim- 
mung der  Hülfsgrösse  u die  Gleichung: 

un  4-  C\urt-2  — Cjiin-*  4-  . . 4-  (—  \)kCkUn^k  =t 


....  4-  ( — 1)”  1 Cn—\ u 4-  ( — 1)"  — 0* 


,,  XXXVI. 

Ueber  die  Entwickelung  von  e=lim  (H-#)** 

• ••  i •• 

i*  ••  • , Von 

Herrn  T.  Wittstein 

Lehrer  am  Lyceuin  zu  Hannover. 

* * \ , 

' , 

: 


In  dem  ersten  Theile  (2.  Heft  S.  204.  ff.)  dieses  Archivs  ist 
von  dem  Herrn  Professor  Grunert  einer  Einwendung  Erwähnung 
geschehen,  welche  Liouville  gegen  den  von  Cauchy  gegebenen  Be- 
weis des  Satzes,  dass  . „ 

• 9 

iim  (i+^)*=i+y  •+-rrl75+”" 
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sei , während  x gegen  0 convergirt,  gemacht  hat.  Es  wird  dort 
dieselbe  Einwendung  auf  den  von  Moigno  gegebenen  Beweis  des« 
selben  Satzes  ausgedehnt;  indessen  so  sehr  wir  auch  bereit  sind, 
die  von  dem  Herrn  Herausgeber  des  Archivs  bei  dieser  Gelegen- 
heit gemachte  Bemerkung:  „Auf  jeden  Fall  müsste  doch  bewiesen 

L ' 

werden,  dass  {\-\-x)x  sich  wirklich  einer  bestimmten  Grenze 
nähert,  wenn  x sich  der  Null  nähert,  ....  auch  fürs  Erste  ganz 
abgesehen  von  der  Grösse  dieses  Werths,“  aus  voller  Ueberzeu- 
gung  zn  unterschreiben,  so  scheint  es  uns  dennoch,  es  lasse  sich 
die  von  Moigno  gegebene  Darstellung  — dagegen  nicht  die  von 
Cauchy  in  seinen  Le$ons  vorgetragene  — noch  in  einer  Weise  auf- 
fassen, in  welcher  sie  von  allem  Tadel  freizusprechen  ist.  Wir 
wollen  versuchen  unsere  Meinung  hier  aus  einander  zu  setzen. 

Moigno  beweist  nämlich,  nach  unserem  Dafürhalten,  auf  S.  3 

' JL 

bis  5 seiner  Legons  nichts  weiter,  als  dass  der  Ausdruck  {\-\-x)x 
für  x=zO  sich  einer  bestimmten  Grenze  nähert,  welche  zwischen 
den  ganzen  Zahlen  2 und  3 liegt.  Der  Gang  dieses  Beweises,  den 
wir  hier  etwas  ausführlicher  darstellen  wollen,  ist  folgender. 

Es  sei  — ==»»,  und  m zunächst  eine  positive  ganze  Zahl,  so 

OC 

hat  man  nach  dem  binomischen  Lehrsätze  * 

(H-*)*  =(i +-)»=i+T+T — ^ + T — — +•• 

m m — 1 m — 2 m — {rn  — 1)  1 

1 2 3 m m<*  ’ 

oder  indem  man  die  Divisionen  ausführt 

=n-|  + ^ (i  o-s)  t1- f>+- 

- ^r>  t»  - <») 


1 .2 ...  m 


Wenn  x sehr  klein  oder  m sehr  gross  wird,  so  sind  alle  Glieder 
dieser  Reihe-  positiv,  folglich  hat  Ulan  für  x = 0 , indem  nur  die 
beiden  ersten  Glieder  der  Reihe  beibehalten  werden, 

' i_ 

lim  (1  x)x  >2.  ♦ 

• * 

Vergleicht  man  aber  jene  Reihe  (1)  mit  der  folgenden 
, . 1 -f- 1 *+-y  4-  öJ  ■+*  2»  *+■  • • • • 2^* •••  (^) 

/ 

so  findet  sich  für  sehr  kleine  Werthe  von  x oder  sehr  grosse 
Wertlic  von  m , dass  die  successiven  Glieder  von  (1),  von  dem 
dritten  Gliede  beginnend,  sämmtlich  kleiner  sind  als  die  corrcspon- 
direnden  Glieder  der  Reihe  (2);  die  letztere  aber  liefert  für  m=ao 
die  Summe  3,  folglich  hat  man 

lim  (1  -h  x)x  <3. 
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Ist  m eine  gebrochene  oder  negative  Zahl,  so  wird  der  Beweis 
auf  bekannte  Weise  auf  den  vorigen  zurückgefiihrt , was  hier,  als 
unwesentlich  für  den  gegenwärtigen  Zweck,  übergangen  wer. 
den  mag. 


Hiemit  ist  also  dargethan,  dass  der  Ausdruck  (l  + a:)x  für 
47  = 0 sich  wirklich  einer  bestimmten  Grenze  nähert,  welche  zwi- 
schen den  ganzen  Zahlen  2 und  3 liegt,  und  zu  deren  angenäher- 
ter Berechnung  man  nun  sofort  den  Ausdruck  selbst  gebrauchen 
kann.  Diese  Grenze  wird  mit  e bezeichnet,  und  es  ist  wichtig  zu 
bemerken,  dass  hienach  e durch  die  Gleichung 

e = lim  (1  -f-  &)x 

für  47  = 0,  oder  durch  die  Gleichung 


tn  — l 
m 


)! 


für  m = oc,  definirt  wird. 

Cm  nun  aber  e durch  eine  von  dem  Zeichen  „lim“  freie  For- 
mel darzustellen,  bedarf  es  noch  eines  Schrittes,  der  sich  in  der 
That  in  dem  Werke  von  Moigno  gar  nicht  findet;  eine  solche 
Formel  ist  aber  auch  unwesentlich  und  mindestens  zur  Entwicke- 
lung der  Lehren  der  Differentialrechnung,  wie  sieb  bei  Moigno 
zeigt,  unnötbig.  Verlangt  man  sie  indessen  dennoch,  so  lässt  sie 
sich  leicht  aus  den  Le^ons  von  Moigno  herauslesen.  Es  wird  dort 
nämlich  durch  den  Taylorseben  Lehrsatz  die  Entwickelung  von  e x 
gegeben;  es  wird  bewiesen,  dass  dieselbe  für  alle  Wertbe  von  4? 
convergent  bleibt;  setzt  man  also  in  ihr  47  = 1,  so  hat  man  die 
gewünschte  Formel.  ' 


XXXVII. 


Ueber  den  Satz  vom  Parallelogramme  der 

Kräfte. 


Von 

Herrn  Doctor  Dippe 

Oberlehrer  am  Gymn.  Frider.  zu  Schwerin. 


l 


I 


In  dem-  Beweise,  welchen  Poisson  (Traitd  de  Mlcau.  I. 
. 43  — &1)  von  dem  Parallelogramme  der  Kräfte  giebt,  kommt  die 
lehauptung  vor,  dass 


/ 
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0 

(p(x)  = 2cos  ax 
die  einzige  Function  sei,  welche  der  Bedingung 

4 

5p(^r)  (f{z)  = (f{x  -f-  s)  -f-  cp(x  — %) 

Genüge  leiste.  Da  jedoch 

2cos  ax  = e°xV— l e-axV— i 

ist,  so  liegt  der  Schluss  nahe,  dass  anch  die  reelle  Function 

tp(x)  =z  e°x  -f-  e—°x 

r • 

jene  Gleichung  befriedigen  müsse,  was  in  der  That  der  Fall  ist. 

Dieser  Umstand  macht  eine  Abänderung  des  von  Poisson  ge- 
führten Beweises  nöthig.  Vielleicht  findet  der  folgende  Versuch 
Beistimmung. 


. . fl. 

Von  den  Kräften,  die  in  einer  Ebene  auf  einen  Punkt  wirken, 

wird  Folgendes  angenommen: 

. , » 

1)  Wenn  auf  einen  Punkt  zwei  gleiche  Kräfte  nach  entgegen- 
gesetzten Richtungen  wirken,  so  ist  ihre  Resultirende  Null. 

2)  Wenn  zwei  Kräfte  /*,  Q nach  derselben  Richtung  wirken, 
so  ist  ihre  Resultirende  P-\-  Gl,  und  wirkt  nach  derselben  Rich- 
tung. 

3)  Wenn  zwei  Kräfte  Pt  Q nach  entgegengesetzten  Richtun- 
gen wirken,  und  P^>  Q ist,  so  ist  ihre  Resultirende  P — Q,  und 
wirkt  nach  der  Richtung 

4) - Wenn  zwei  gleichefPRifte  P,  P beliebig  gerichtet  sind,  so 

ist  ihre  Resultirende  nicht  grösser  als  P-\-  P,  und  nicht  kleiner 
als  P — P.  ' • ' 

5)  Wenn  die  Richtungen  von  zwei  gleichen  Kräften  mit  ein- 
ander einen  Winkel  2;r<180o  bilden,  so  halbirt  die  Richtung 
der  Resultirenden  diesen  Winkel. 

6)  Wenn  die  Richtungen  von  drei  gleichen  Kräften  Winkel  von 
120°  mit  einander  bilden,  so  ist  die  Resultireude  Null;  auch  ist 
jede  Kraft  der  Resultirenden  der  beiden  andern  gleich,  hat  aber 

die  entgegengesetzte  Richtung. 

• * . 

f 2. 

Wenn  zwei  gleiche  Kräfte  einen  Winkel  von  120°  mit  ein- 
ander bilden,  so  stellt  die  Diagonale  ihres  Parallelogratnmes  die 
Resultirende  nach  Grösse  und  Richtung  dar. 

Der  Beweis  ergiebt  sich  leicht  aus  §.  1.  Nr.  6. 


Wenu  zwei  gleiche  Kräfte  P,  P einen  beliebigen  Winkel 
2x  < 180°  bilden , so  stellt  die  Diagonale  ihres  Paralielogrammes 
die  Resultirende  nach  Grösse  und  Richtung  dur. .. 


* 
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Beweis.  -Die  Richtung  der  Resultirenden  H bildet  mit  der 
Richtung  jeder  Kraft  P den  Winkel  x (§.  1.  Nr.  5.),  und  ihre  In- 
tensität kann  nur  abhängig  sein  von  P und  x\  folglich  ist 

- i ■.  v 

*)•  • 

• * i / • • 1 

Aendert  man  die  Einheit,  welche  den  Grössen  Py  R zu  Grunde 
liegt,  und  Bind  die  neuen  Werthe  derselben  Kräfte  Piy  Riy  so 
muss  - 

P : Pls=zjR*t.  Rf  . { 

und  zugleich 

Rx  = F(Piy  x) 
sein,  woraus  sich  ergiebt  ...  - 

/>:  x)  : F(Ply  x) 

für  jeden  Werth  von  x.  Diess  fordert,  dass  F(P,  x)  = P.f{x) 
sei,  oder  wenn  man  f(x)  = typ(x)  setzt,  . , 


<Ov.: 


R sä  %P . gp (x). 


Denkt  man  sieb  nun  jedes  P als  Resultirende  von  zwei  gleichen 
Kräften  Qy;  deren  Richtungen  mit  der  Richtung  von  P den 
Winkel  * bilden,  so  dass  /*=  2Q(p{x)y  mithin 

R = 4Qg)(x)  gp(») 

/ * * 

wird:  dann  kann  man  die  vier  Kräfte  Q paarweise  zusammen  neh- 
men. In  dem  äussern  Paare  bildet  jede  Kraft  mit  der  Richtung 
von  R den  Winkel  x-+-xy  und  seine  Resultirende  ist 

Rl  = 2Q(p(x-\-%).  - ; 

In  dem  innern  Paare  bildet  jede  Kraft  mit  der  Richtung  von  R den 
Winkel  x — *,  und  seine  Resultirende  ist 

- V . M*s=zZt*p{x *->*).  •’ ' ' » - .... 

. - . . < , ....  , . 

. f • «*  .»•  r j 

Endlich  ist  die  Resultirende  der  vier  Kräfte  Q der  Resultirenden 
der  zwei  Kräfte  P gleich,  also  /2=  Rx  R%y  mithin 

AQ<p{x)  99(3)  = 2 Q<p{x  4-  *)  -f-  2 Qy(x  — *). 

» » ■ / . 
Daher  muss  y*(x)  fiir  jeden  Werth  .2:  <90°  die  folgende  Gleichung 
befriedigen: 

- » • • - * — « • »•  * 

(1)  ...  2gp(.r)  gp(«)  = (p{x  -+-  *)  g>{x  — x)9  - 

Nun  kann  R nicht  grösser  sein  als  P~{-P=:2P,  und  nicht  kleiner 
als  P — jP=0,  und  zugleich  ist 

R = 2Py{x)y  .. 

folglich  muss  <p(x)  immer  zwischen  Null  und  Eins  liegen.  Daher 
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giebt  es  für  x einen  zwischen  Noll  und  90°  liegenden  Winkel  «0, 
v dessen  Cosinus  dem  g>{&)  gleich  ist,  also 

<p(a:)  = cos  w. 

Nun  giebt  die  Gleichung  (1)  für  * = 0 

2gp(^r)  y(0)  = 2 y>(x),  also  y(0)  = 1 = cos  0. 

Mithin  ist  w~  x für  x = 0. 

Ferner  ist  Für  2ar=120o  nach  §.  3. 

R = Pj  und  auch  R = 2 P 9(60°), 

folglich  <p(60°)  = £ = ?os  60°,  also  w=.x  auch  für  or  — 60°. 

Setzt  man  ferner  x x = u,  x — ä = 0,  so  giebt  die  Glei- 
chung (1) 

^•).=U!a±zja 

und 

(2)  ...9(f ) = ym±M  = 

wo  nur  das  positive  Vorzeichen  zu  nehmen  ist,  weil  qpFr)  immer 
positiv  ist.  Wenn  nun  9(a)=rcos  u ist,  so  ist  auch  nach  (2) 


und  • 


I 


wie  auch 


/ 0 \ a 
cp{—)  = cos  — , 

9(4-)  = cos  J* 


Aus  Gleichung  (1)  erhält  man  9O2?  -+-  x)  = 2<p(x)  (p(x) — rp(x — *); 
wäre  daher  für  die  drei  Werthe  x , x,  a:  — x 

y(x)  = cos  x,  5p(*)==co8  x,  (p(x  — *)  = cos  (x  — *); 

so  würde  auch  -+-»)= 2c os  x cos  x — cos  (x — *)=:cos  (x-\-%) 

cc  cc 

sein.  Man  setze  nun  — z=zß,  mithin  jj^jr=2/9,  und 


x — 2ß,  x — ß,  x — x = ß,  also  X-+-  x=zZß, 

ferner 

x = 3/9,  x = ß,  x — x = 2/9,  also  x x = Aß, 

so  wie 

x = Aß,  % = ß,  x — 3 = 3/9,  also  x -f-  x = 5/9, 
und  allgemein 


I 
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& — (m  — 1)£,  *t=|9,  x — % = (m  — 2)ß,  also  x-h  x — mß. 

* > » « * 

• * 1 * 

Dann  schliesst  man,  dass  y(mß)  = cos  mß , oder 

im  \ \ 

y(2^a)  = cos  a) 


ist,  sobald  <jp(|$)=rcos  ß , 9p(2/J)  = cos  2jJ  ist.  Da  letzteres  gilt, 
sobald  für  einen  einzigen  Werth  y(a)  = cos  « ist,  und  da  bewie- 
sen ist,  dass  . • > 

9(60°)==  cos  60° 

ist,  so  gilt  allgemein 

9(£60«)  = co8  (£60«). 

Der  Ausdruck  ~ 60°  kann  jedem  beliebigen  Winkel  x gleich  wer- 
den, folglich  ist  9(^r)  = cos  xi  und 

H = 2 P cos  x. 


Aber  2 P cos  x ist  Diagonale  in  dem  Parallelogramme,  dessen  Sei- 
ten P,  P den  Winkel  2x  einschliessen,  mithin  der  Satz  erwiesen. 

' §.  4. 

* ( » * 4 » ' * 

Wenn  zwei  beliebige  Kräfte  einen  beliebigen  Winkel  ein- 
schliessen, so  stellt  die  Diagonale  ihres  Parallelogrammes  die  Re- 
sultirende  nach  Grösse  und  Richtung  dar. 

Der  Beweis  ganz  wie  bei  Poisson,  indem  erst  ein  rechter  Win- 
kel angenommen  wird,  dann  ein  beliebiger.  Der  erste  Fall  wird 
auf  §.  3.,  der  zweite  Fall  auf  den  ersten  zuruckführt.- 


XXXVIII. 

♦ * 

Uebungsaufgaben  für  Schüler. 


\ 


<<•  . * 

\ 

1.  In  einen  Kreis  ein  Rechteck  zu  beschreiben,  dessen  eine 
Seite  durch  einen  gegebenen  Punkt  geht  und  einer  gegebenen  ge-  1 
raden  Linie  gleich  ist. 

• 

2.  In  einen  Kreis  ein  Dreieck  zu  beschreiben,  dessen  eine 
Seite  durch  einen  gegebenen  Punkt  geht  und  einer  gegebenen  ge- 
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raden  Linie  gleich  ist,  und  von  welchem  eine  andere  Seite  einer 
der  Lage  nach  gegebenen  geraden  Linie  parallel  ist. 

3.  Ein  gleichseitiges  Dreieck  zu  construiren,  dessen  Spitzen 
auf  drei  gegebenen  concentrischen  Kreislinien  liegen. 

4.  Eine  gerade  Linie  Aß  von  bestimmter  Länge  sei  in  dem 
Punkte  C auf  beliebige  Weise  in  zwei  Theile  AC  und  BC  ge- 
theilt,  und  durch  den  Pun^t  B sei  auf  AB  ein  Perpendikel  von 
unbestimmter  Länge  errichtet.  Man  soll  in  diesem  Perpendikel 
einen  Punkt  D so  bestimmen,  dass,  wenn  man  die  Linie  AD  zieht, 
diese  Linie  der  Summe  der  beiden  Linien  BC  und  BD  gleich  ist. 

v. 

5.  Wenn  in  einen  Kreis  ein  gleichseitiges  Dreieck  ABC  be- 
schrieben ist,  und  von  der  Spitze  A aus  eine  beliebige  die  Seite 
BC  in  B,  die  Kreislinie  zum  zweiten  Male  in  E schneidende  ge- 
rade Linie  AE  gezogen  ist,  so  ist  immer  die  Summe  der  Linien 
BE  und  CE  der  Linie  AE  gleich. 

< * / % 

« - * i 

6.  In  der  Ebene  eines  Vierecks  ABCD  einen  Punkt  0 von 
solcher  Lage  anzugeben,  dass  die  vier  Produkte  OA.BC.  CD , 
OB  . AD  . CD , OC . Aß  . AD,<  OD  ; AB  . BC  einander  gleich 
sind. 

t 

t 

7.  Die  Seite  des  in  einen  Kreis,  dessen  Halbmesser  als  Ein- 

heit angenommen  wird,  beschriebenen  regulären  Zehnecks  in  einen 
Kettenbruch  entwickelt  darzustellen.  ‘ . . , 

• * -t  !,  * , , 1 i.  .1,;  I • * 

..  y . . . 4>  , . ^ •.<•3  v • ■ 

8.  Wenn  in  einer  Ebene  zwei  Linien  AB  und  CD  der  Lage 
und  Grösse  nach  gegeben  sind,  und  eine  Linie  MN  der  Lage  nach 

Segeben  ist:  in  dieser  Ebene  einen  Punkt  0 so  zu  bestimmen, 
a8s,  wenn  man  die  Linien  AO , BO  und  CO , DO  zieht,  welche 
die  Linie  MN  in  den  Punkten  A\  B'  und  C\  ZP  schneiden,  die 
Linien  A'B'  und  CD1  auf  der  Linie  MN  in  einem  gegebenen 
Verhältnisse  zu  einander  stehen.  > 

* " 

9.  Wenn  AB , A'B'}  A"ß"  drei  einander  parallele  gerade 
Linien  in  derselben  Ebene  sind,  so  liegen  der  Durchschnittspunkt 
der  Linien  AA'  und  BBP,  der  Durchschnittspunkt  der  Linien 'AA" 
und  BB’\  der  Durchsclinittspunkt  der  Linien  A’A und  ß'ß " 
jederzeit  in  derselben  geraden  Linie,  v. 

10.  Eine  gerade  Linie  schneide  die  Seiten  AB , AC  eines 
Dreiecks  ABC  in  Z>,  E , die  Verlängerung  der  dritten  Seite  BC 
über  C hinaus  in  F.  Man  soll  eine  Formel  entwickeln,  mittelst 
welcher  aus  den  drei  gegebenen  Seiten  AB , A C',  BC  des  Drei- 
ecks ABC , aus  den  Linien  CE  und  CF  die  Linie  BD  berechnet 
werden  kann.  ,* 

11.  Durch  gerade  Linien,  welche  den  vier  Seiten  eines  gege- 
benen Vierecks  ABCD  parallel  und  von  denselben  sämmtlich  gleich 


\ 
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weit  entfernt  sind,  soll  man  ein  innerbalb  des  gegebenen  Vierecks 
AB  CD  liegendes  Viereck  A'ß'CD’  bestimmen,  dessen  Flächen- 
inhalt zu  dem  Flächeninhalte  des  gegebenen  Vierecks  in  einem  ge- 
gebenen Verhältnisse  steht. 

• .*■ 

12.  Wenn  man  aus  einem  Punkte  A in  dem  Umfange  eines 
Kreises  als  Mittelpunkt  eine  zweit  den  Umfang  des  ersten  Keises 
in  den  Punkten  B,  C schneidende  Kreislinie  beschreibt,  und  danu 
einen  beliebigen  Durchmesser  dieser  letzteren  Kreislinie  zieht,  wel- 
cher die  gemeinschaftliche  Sehne  BC  beider  Kreise  in  D,  die 
zweite  Kreislinie  in  E die  erste  Kreislinie  in  F schneidet,  so  ist 
immmer  AD  : AE=.AE  : AF. 


13.  Eine  abgestumpfte  Pyramide  mit  zwei  einander  parallelen 
Grundflächen  durch  eine  diesen  beiden  Grundflächen  parallele  Ebene 
so  zu  theilen,  dass  die  beiden  Theile  in  einem  gegebenen  Verhält- 
nisse zu  einander  stehen.  * 


Miscellen. 


ln  Nr.  442.  der  astronomischen  Nachrichten  hat  Herr  Th.  Clau- 
sen das  Integral 


f- 

J (y* 


ydy 


■ *)VpT=ri' 


zu  welchem  Legendre  in  dem  Tratte  des  fonctions  elliptiques. 
Chap.  XXVI.  Nr.  136.  auf  einem  ziemlich  weitläufigen  Wege  ge- 
langt, auf  folgende  einfache  Weise  entwickelt. 

Setzt  man  ... 


’ — i/jrz V 


dx 

dx''. 


_y»—  y-t-a  d 

2 (y»  — 1JI  y> 


.«  y*dy 


so  wird 


und 


a%  T • »y» 


rfx  t y 2 — 2y  — 2 dy 

J ~ 3r2  — _4V  — 2y+l  ‘ l/^TZTT’ 


<*«' , y* 


fi?y 


x'2  -f-  9 ' 
dz" 

x"2  -f-  9 


*y*+8*  i/: 


l < <fy 


y: , 

^ y-t-2*\/yl, I 


Addirt  man  diese  drei  Gleichungen,  so  findet  man: 

. dz  dz ’ dz  dydy 

l-3x2  “t“*"*-*-9  ~*~z">+9  *“(y«  + 8)l/^1\ 


folglich  ist: 


J (y*-+-8)K  y*  — 1 


= 15^75  IoSn  Arcta“sT*'  + ÄArcton8T*''> 

oder,  wenn  man  für  x,  ä''  ihre  Werthe  substituirt  und  die  Bö- 
gen summirt:  , \ *r. 

/»  y<*y 

fv* 


(y*-4-8)V/y*-l 

i , ^y’+y-i- i-f-^y  — 1 • !/* 

— 12V/3  10&n  V/y^y^T—  l/y  — l.v/3 

. 1 . . . 3yCy  — 1)  ’ . 

' 1 +5  H-yVy—y  : 


Druckfehler.  , • 

Auf  der  letzten  Seite  des  löten  Bogens  muss  die  Pagina  256  statt  356 
heissen. 


f 


XL. 

• » * 

lieber  die  Berechnung  der  Parallaxen. 

t 

V.on 

dem  Herausgeber. 


§.  I. 

Die  Formeln  zur  Berechnung  der  Parallaxen  sind  in  jeder  Be- 
ziehung, natürlich  aber  vorzüglich  für  die  Astronomie,  von  so 
grosser  Wichtigkeit,  dass  es  sich  wohl  der  Mühe  lohnt,  dieselben 
in  dieser  Zeitschrift  einmal  vollständig  im  Zusammenhänge  zu  ent- 
wickeln, wobei  ich  zugleich  beabsichtige,  bei  dieser  Gelegenheit 
einige,  so  viel  ich  weiss,  noch  nicht  bekannte  Formeln  zur  Sprache 
zu  bringen.  Auch  hoffe  ich,  dass  die  Entwickelung  sich  insbeson- 
dere durch  ihre  Allgemeinheit  zu  empfehlen  geeignet  sein  wird. 

§.2. 

Durch  den  Mittelpunkt  C der  Erde,  welche  wir  hier  als  ein 
durch  Umdrehung  einer  Ellipse  um  ihre  kleine  Axe  entstandenes  ' 
Sphäroid  betrachten,  Und  einen  beliebigen  Punkt  O auf  ihrer  Ober- 
fläche denke  man  sich  zwei  beliebige  einander  parallele  rechtwink- 
lige Coordinatensysteme  gelegt,  und  nehme  in  diesen  beiden  Syste- 
men, wie  man  in  der  analytischen  Geometrie  bei  parallelen  Coordi- 
natensystemen  bekanntlich  immer  zu  thun  pflegt,  die  positiven 
Theile  jeder  zwei  gleichnamigen  Axen  von  den  entsprechenden  An- 
fangspunkten an  nach  denselben  Seiten  hin.  Sind  y,  x 
die  Coordinaten  eines  Weltkörpers  in  Bezug  auf  das  System,  des- 
sen Anfangspunkt  der  Mittelpunkt  C der  Erde  ist,  und  oc',  ?/,  x' 
die  Coordinaten  dieses  Weltkörners  in  Bezug  auf  das  System,  des- 
sen Anfangspunkt  der  Punkt  O auf  der  Oberfläche  der  Erde  ist, 
in  demselben  Zeitmomente,  so  heissen  jederzeit  x,  y,  x die  wah- 
ren, dagegen  ac',  y %'  die  scheinbaren  Coordinaten  dieses 
Weltkörpers  in  dem  in  Rede  stehenden  Zeitmomente.  Sind  nun 
a , £,  c die  Coordinaten  des  Punktes  O auf  der  Oberfläche  der 
Erde  in  Bezug  auf  das  System,  dessen  Anfangspunkt  der  Mittel- 
C der  Erde  ist,  so  hat  man  nach  der  aus  der  analytischen 'Geome- 
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trie  bekannten  Theorie  der  Coordinatenverwandlung  zwischen  den 
Grössen  a,  b , c\  x,  y,  ac\  y ',  x'  die  folgenden  ganz  allgemein 
gültigen  Gleichungen: 

1)  x = a-{-  aS,  + x=zc •+•»'. 

Jetzt  wollen  wir  uns  durch  den  Mittelpunkt  C der  Erde  noch  ein 
neues  rechtwinkliges  Coordinatensystem  der  XYZ  gelegt  denken, 
und  wollen  zugleich,  was  offenbar  verstattet  ist,  Folgendes  anneh- 
men. Die  positiven  Theile  der  Axen  der  oc  und  X sollen  mit 
einander  zusamraenfallen.  Ferner  sollen  die  positiven  Theile  der 
Axen  der  y und  Y so  angenommen  werden,  dass  der  von  densel- 
ben eingeschlossene,  180°  nicht  übersteigende  Winkel,  welcher 
durch  0 bezeichnet  werden  mag,  nicht  grösser  als  90°  ist,  und 
dass  der  positive  Theil  der  Axe  der  y auf  der  positiven  Seite  der 
Ebene  der  X Y liegt.  Endlich  sollen  die  positiven  Theile  der 
Axen  der  x und  Z auf  einer  und  derselben  Seite  der  Ebene  der 
ocy  oder  auch  der  Ebene  der  X Y liegen.  Dies  vorausgesetzt,  hat 
man,*  wenn  Z,  M,  N die  Coordinaten  des  Punktes  O in  Bezug 
auf  das  System  der  XYZ  bezeichnen,  nach  den  allgemeinen  For- 
meln der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordinaten  die  folgen- 
den Gleichungen: 

• . a — Z, 

b — M cos  0 -f-  X cos  (90°  — 0), 
c — M cos  (90°  -fr-  0)  -fr-  N cos  0; 

• 0 K ^ 

d«  i . • v 

!a  = Z, 

b =.  M cos  0 -fr-  X sin  0, 
c = — M sin  0 -fr-  N cos  0. 

Folglich  ist  nach  1) 

= Z -fr-  x’, 

y=zM  cos  0 -fr-  N sin  0 -f-  y\ 

x — — M sin  © -fr-  X cos  0 -fr- 

Nun  wollen  wir  zu  polaren  Coordinaten  übergehen,  von  denen 
bekanntlich  in  der  Astronomie  vorzugsweise  Gebrauch  gemacht 
wird.  Zu  dem  Ende  bezeichnen  wir  der  Kürze  wegen  den  m Rede 
stehenden  Weltkörper  durch  W,  die  Projectionen  der  Linien  CW 
und  O W auf  den  Ebenen  der  xy  und  x'i/  respective  durch  CP 
und  OP\  Die  von  CP  und  OP’  mit  den  positiven  Theilen  der 
Axen  der  x und  a?  eingeschlossenen  Winkel,  indem  man  diese 
Winkel  von  den  positiven  Theilen  der  Axen  der  x und  x'  an 
durch  die  von  den  positiven  Theilen  der  Axen  der  x und  y , und 
der  Axen  der  xf  und  ij  eingeschlossenen  rechten  Winkel  hindurch 
immer  nach  einer  Richtung  hin  von  0 bis  360°  zählt,  seien  X * 
und  X\  Die  90°  nicht  übersteigenden  Winkel,  unter  denen  die 
Liuien  CW  und  O W gegen  die  Ebenen  der  xy  und  x'y1  geneigt 
sind,  indem  man  diese  Winkel  als  positiv  oder  negativ  betrachtet, 
jenachdein  die  Linien  CW  und  O W auf  den  positiven  oder  nega- 
tiven Seiten  der  Ebenen  der  xy  und  a. Sy*  liegen,  seien  ß und  ß\ 
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Bezeichnen  nun  q und  q ' die  Entfernungen  CW  und  OW  des 
YVeltkürpers  W von  dem  Mittelpunkte  C der  Erde  und  dem  Orte 
O auf  ihrer  Oberfläche;  so  hat  man  offenbar  die  folgenden  ganz 
allgemein  gültigen  Ausdrücke:  , 

&z=zq  cos  X cos  ß, 


4)  y — Q sin  Ä cos  ß , 
% = q sin  ß y 


und 


I Ix*  — =q'  cos  X’  cos  ß,i  , 

5)  sin  X ! cos  ß\ 

• - ls'  = q'  sin  ß’i 

und  es  ist  folglich  nach  3) 

•v 

cos  X cos  ßzzzLt- f-^'  cos  X’  cos  ß\ 

6)  sin  X cos  ß=zM  cos  ©HbA^sin  0-f-p'  sin  X’  cos  ß,i  - 

(,  q sin  /?  = — M sin  0-hA^cos  0-t-^'  sin  ß'. 

. * \ . * * 

Ist  aber  CQ  die  Projection  der  Linie  CO  auf  der  Ebene  der 
XY,  und  A der  von  CQ.  mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der 
X oder  x eingeschlossene  Winkel,  indem  man  diesen  Winkel  von 
dem  positiven  Theile  der  Axe  der  X oder  x an  durch  den  von 
den  positiven  Thcilen  der  Axeu  der  X und  Y eingeschlossenen 
rechten  Winkel  hindurch  immer  nach  einer  Richtuug  hin  von  0 
bis  360°  zählt,  gp  der  90°  nicht  übersteigende  Winkel,  unter  wel- 
chem die  Linie  CO  gegen  die  Ebene  der  XY  geneigt  ist,  indem 
man  diesen  Winkel  als  positiv  oder  negativ  betrachtet,  jenacbdem 
die  Linie  CO  auf  der  positiven  oder  negativen  Seite  der  Ebene 
der  XY  liegt;  so  ist  aut  ganz  ähnliche  Art  wie  vorher,  wenn  wir 
den  Erdhalbmesser  CO  = r setzen: 

(Zy=r  cos  A cos  gp, 

7)  sA/=r  sin  A cos  5p, 

'\A/—r  sin  gp; 

und  folglich  nach  6)  ' . , , _ 

q cos  X cos  ß = r cos  A cos  gp  -f-  q'  cos  X'  cos  ßfi 

p sin  X cos  ß=  r sin  A cos  0 cos  gp  -f-r  sin  0 sin  gp 

8)  \ -+-  q’  sin  X’  cos  /?', 

q sin  ßz=z  — r sin  A sin  0 cos  cos  0 sin  gp  • 

-4-  Q'  sin  /?; 

oder  •»  > • • \ 

Q ' cos  X’  cos  ß'  = Q cos  X cos  /S  — r cos  A cos  <p, 

|p'  sin  V cos  ß'zzzQ  sin  X cos  ß — r sin  A cos  0 cos  gp  . 


9) 


— r sin  0 sin  gp, 

Qr  sin  ßr  = q sin  ß-hr  sin  A sin  0 cos  gp 

**  — r cos  0 sin  gp. 

22* 
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Dividirt  man  die  zweite  und  dritte  der  Gleichungen  9)  durch  die 
erste  Gleichung  in  diesem  Systeme,  so  erhält  man 

q sin  A cos  ß — r(sin  0 sin  <p  -f-  cos  0 sin  A cos  _t) 

£ p cos  A cos  ß — r cos  A cos  <p  y 


10) 
oder,  wenn 


Rt cos  A')g  sin  ß — r(cos  8 sin  y — sin  0 sin  A cos 

a & " q cos  A cos  ß — r cos  A cos  cp  ’ 


11)  sin  7T  = — 
' R 


12) 


gesetzt  wird, 

sin  A cos  ß — sin  7i(sin  0 sin  qn  -f-  cos  0 sin  A cos  t) 

l an£  cos  A cos  ß — sin  n cos  A cos  <p  * 

cos  A'jsin  ß — sin  n(cos  0 sin  <p — sin  0 sin  A cos  y)| 

teögi  p cos  i cos  ß — sjn  n cos  ^ cos  y 

Auf  ganz  ähnliche  Art  erhält  man  aus  den  Gleichungen  8) 

> 

q'  sin  A*  cos  ß'  -f-r(sin  0 sin  y-f-cos  0 sin  A cos  y) 

tang  ^ cos  A'  cos  ß"  r cos  A cos  cp  * 


13) 
oder,  wenn 


s q cos  A{(?'  sin  (?  -f-r(cos  0 sin  <p  — sin  9 sin  A cos  <p)( 

tang  p cos  x cos  ß r cos  A cos  <p  * 


gesetzt  wird, 
15) 


14)  sin  71^  = — 
R 


^ sin  A*  cos  ß’  -f-  sin  7r'(sin  0 sin  y -f-  cos  0 sin  A cos  gr) 

tang  CQs  ^ cos  ß,  sj-n  cos  ^ cog  ^ , 


„ cos  Ajsin  ft* -f- sin  7r'(cos  0 sin  y — sin  0 sin  A cos  y)( 

tang  p cos  cos  ^'_j_sin  n'  COs  A cos  cp 

Zwischen  den  Grössen  A,  ß3  q und  A',  ß’3  q’  hat  mun  nach  dem 
Obigen  die  Gleichung 

16)  r cos  A cos  p = g cos  A cos  ß — q’  cos  A'  cos  /?'; 
und  Mäher  zwischen  A,  /?,  n und  X',  ß ',  n’  die  Gleichung: 


17)  cos  A cos  cp 


cos  A cos  ß 
sin  7i 


cos  A'  cos  ß ' 
sin  71* 


Auch  ergiebt  sich  aus  den  Gleichungen  8),  wenn  man  dieselben 
quadrirt  und  dann  zu  einander  addirt,  leicht 

18)  q*  =r*  -+■  q’2  -hZrg'l  cos  X'  cos  ß ' cos  A cos  cp 

sin  X'  cos  /S'(sin  0 sin  cp 

* 

-f- sin  A cos  0 cos  q>) 
-l-sin  ß\cos  0 sin  p, 

— sin  A sin  0 cos  <p) 

und  auf  ganz  ähnliche  Art  ergiebt  sich  aus  den  Gleichungen  9) 


s. 
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19)  p,a  = r* -f-e* — 2rpj  cos  X cos  ß cos  A cos  9 

hsin  X cos  ß(s\n  0 sio  9 

-f-sin  A cos  0 cos  9)] 
+ sin  ß(cos  0 sin  9 

— sin  A sin  © cos  9) 

Berechnet  man  den  Hülfswinkel  ip  mittelst  der  Formel 

20)  tang  9 = sin  A cot  9, 

so  ist 

I.  A ~ sin  9 sin  (0-*-  9) 

sin  0 sin  9 + sin  A cos  0 cos  9 = 

• . cos  * ■ ■ 

/-v  . • A • r\  sin  9 COS  (0-4-  Xp) 

cos  0 sin  9 — sin  A sm  0 cos  9 = - i — ■; 

x T cos  9 ' ’ 

und  folglich 

22)  q2  = ra  *4-2r^/i  cos’  X1  cos  ß 1 cos  A cos  9 


lsin  P cos  (®+V) 


sin  V cos  ß’  sin  (0*+*^)] 


und 


23)  ^,a  = ra-+-ßa — 2r^cos  X cos  ß cos  A cos  9 

[-4-  “r~7  [sin  ß cos  (0-htp) 


cos  9 


sin  X cos  ß sin  (0  >+*t//)] 


Setzt  man  nun  noch 


jtang  $ = sin  X cot  ßf 
(tang  l'rrrsin  X'  cot  ßt; 


so  wird 


^25)  q2  ==ra  4-  q'2  -|-2r()'{cos  X’  cos  ß*  cos  A cos  9 

sin  ff  sin  9 cos  (0-+-^ — $*) 
“*"*  cos  9 cos  f' 

und 


I 


26)  q’2  — r* q2 — 2re{cos  X cos  ß cos  A cos  9 

t sin  ß sin  9 cos  (0-f-\fr — f), 

, ' cos  xb  cos  £ ■* 

\ 9 

Weil,  da  r,  q,  q’  die  drei  Seiten  eines  Dreiecks  sind,  immer 

■ r-\-Q>Q\  r-+-Q’>Q 

' r 1 

ist,  so  ist  der  absolute  Werth  von  q — q’  immer  kleiner  als  r,  und 
' also  auch  immer  kleiner  als  q.  Weil  nun  < 


\ - 
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JL  = ^ =ü  «fcZ 

q q—(q—q)  . e • e 

ist,  so  ist  nach  dem  Binomischen  Lehrsätze 


r 

7 


r 

7 


I_  g-g' 
g * <? 


und  weil  nach  dem  Vorhergehenden  der  absolute  Werth  von 


immer  kleiner  als  (— )*,  diese  Grösse  aber  in  Bezug  auf  die  jeder- 
zeit  äusserst  kleine  Grösse  — von  der  zweiten  Ordnung  ist,  so 

sind  die  Grössen  — und  ~~r  oder  sin  n und  sin  n ' immer  nur  sehr 

wenig  von  einander  versclüeden,  und  man  kann  also  nälierungs- 
weise  . 

\ 

V T 

— r = — oder  sin  3^  = sin  n, 

Q 9 . 

also  nach  15)  näherungsweise 

( . . sin  V cos  ff  -fr-  sin  7t(sin  8 sin  <y  -4-  cos  O sin  A cos  </>) 

® cos  X cos  g -fr-  sin  n cos  A*  cos  <p  ’ * 

’ f I n cos  Ajsin  ft'-fr-sin  7i(cos  G sin  qr>  — sin  9 sin  A cos  901 

[ a o r cos  if  cos  n cos  A cos  cp 

setzen.  ' / 

X und  ß heissen  die  wahren,  X’  und  ß ’ die  scheinbaren  po- 
laren Coordinaten  des  Weltkörpers  W,  und  durch  die  im  Vorher- 
gehenden entwickelten  Formeln  können  immer  sowohl  die  ersteren 
aus  den  letzteren,  als  auch  die  letzteren  aus  den  ersteren  gefundcu 
werden.  Die  Differenzen  X — X'  und  ß — ß'  heissen  die  rarall  - 
axen  des  Weltkörpers  W in  Bezug  auf  die  durch  X und  ß oder 
X'  und  ß'  bezeichneten  wahren  oder  scheinbaren  Coordinaten,  na- 
türlich für  die  Zeit,  welcher  diese  wahren  und  scheinbaren  polaren 
Coordinaten  entsprechen.  • 

Mittelst  der  im  Vorhergehenden  entwickelten  ganz  allgemeinen 
Formeln  wollen  wir  nun  die  verschiedenen  in  der  Astronomie  bei 
der  Parallaxenrechnung  vorkommenden  speciellen  Aufgaben  auflö- 
sen,  indem  wir  nur  noch  bemerken,  dass  zur  Berechnung  der  so- 
genannten geocentrischen  Breite  eines  Orts  0 auf  der  Oberfläche 
der  Erde  und  des  nach  demselben  gezogenen  Erdhalbmessers  r 
aus  der  Polhöhe  dieses  Orts  und  den  beiden  Halbaxen  der  Erde 
schon  im  ersten  Theile  des  Archiv’s  S.  177.  bei  einer  andern  Ge- 
legenheit die  nöthige  Anleitung  ertheilt  worden  ist,  worauf  wir 
daher  der  Kürze  wegen  hier  bloss  verweisen  wollen. 

§•  3- 

Aufgabe. . Aus  der  wahren  Rectascension  und  Decli- 
nation  ec,  6 die  scheinbare  Rectascension  und  Decli- 
nation  6'  zu  finden.  1 
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Auflösung*.  Wir  lassen  die  Systeme  der  a:y%  und  XYZ  mit 
einander  zusammenfallen,  wo  dann  offenbar  <9=0  ist.  Ferner  nehmen 
wir  als  Ebene  der  .ry  die  Ebene  des  Aequators  an,  lassen  den  positiven 
Theil  der  Axe  der  a:  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  aus  durch  den 
Anfangspunkt  des  WiddeA  oder  den  Frühlingspunkt,  den  positiven 
Theil  der  Axe  der  y von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  aus  durch  den 
neunzigsten  Grad  der  Rectascensionen,  und  den  positiven  Theil  der 
Axe  der  % von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  aus  durch  den  Nordpol 
des  Aequators  gehen.  Unter  diesen  Voraussetzungen  ist  im  Obigen 
offenbar  Ä = a,  /S  = d;  A/  = a',  ß,  = 8r',  der  Winltel  5 p ist  die  so- 
genannte geocentrische  Breite  des  Orts  0 auf  der  Oberfläche  der 
Erde,  und  A ist  die  sogenannte  Rectascension  der  Mitte  des  Him- 
mels, welche  man  erhält,  wenn  man  die  Sternzeit  des  Orts  0 , der 
die  wahren  und  scheinbaren  Rectascensionen  und  Declinationen 
«,  8 und  a',  <F  entsprechen,  auf  bekannte  Weise  in  einen  Bogen 
verwandelt.  Hiernach  ergeben  sich  nun  aus  12)  unmittelbar  die 
Formeln  * 


28) 


, , sin  a cos  tf — sin  n sin  A cos  y 

1 aD^  a cos  a cos  d — sin  n cos  A cos  gp* 

(tang  <T== 


cos  «'(sin  d — sin  n sin  y) 
cos  a cos  d — sin  n cos  A cos  gp’ 


welche  die  vollständige  Auflösung  unserer  Aufgabe  enthalten. 

Man  kann  aber  diese  Formeln  auf  mehrere  Arten  umgestalten, 
von  denen  wir  hier  nur  auf  die  folgenden  aufmerksam  machen 
wollen. 

Weil  nämlich,  wie  man  leicht  findet, 

sin  a(cos  a cos  d — sin  tv  cos  A cos  y)  — cos  a(sin  a cos  8 

— sin  tv  sin  A cos  gp ) 

*•  .» 

= sin  tv  cos  gp  sin  ( A — a), 

cos  o(cos  a cos  8 — sin  n cos  A cos  y)4-sin  «(sin  a cos  8 

— sin  tv  sin  A cos  gp) 

= cos  8 — sin  tv  cos  gp  cos  ( A — a) 

\ 

und  1 

/ 

sin  A( cos  a cos  8 — sin  tv  cos  A cos  y)  — cos  A(sin  a cos  8 

— sin  tv  sin  A cos  gp) 

= cos  8 sin  ( A — a), 

cos  _/#(cos  a cos  8 — sin  tv  cos  A cos  gp)4-sin  A(s\n  a cos  8 

— sin  tv  sin  A cos  gp) 
= cos  8 cos  ( A — a)  — sin  n cos  gp 

e Ä 

ist;  so  ist,  wenn  man  jede  dieser  Gleichungen  durch 

4 % 

cos  a cos  8 — -sin  n cos  A cos  gp  , 

dividirt,  nach  der  ersten  der  beiden  Gleichungen  28) 
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. sin  n cos  y sin  {A — a) 

siu  « cos  « tang  a . cos  n cos  ^ — sjn  n cos  ^ c08 

. cos  cf — sin  n cos  y cos  ( A — a) 

cos  a + sm  ce  lang  « =cos  « cos  „ Cos  A cos  ^ 

und 

cos  cf  sin  (A  — «) 

sm  A — cos  A tan«;  a = ; : z * 

® cos  « cos  cf  — sm  n cos  A cos  y 

. . . cos  cf  cos  (A  — a)  — sin  n cos  y 

cos  -^-f-sin  - tang  a cos  a cos  — sin  n cos  ^ cos 

Also  ist,  wie  sogleich  in  die  Augen  fallen  wird, 

. cos  a sin  n cos  y sin  ( A — a) 

sm  (a  ) CQS  a cos  ^ — s^n  n cos  ^-cos  y» 


29) 


und 


) . . cos  a'jcos  cf — sin  71  cos  y cos  {A-«)\ 

f cos  (a  — ar)  = - 3 : z 

' ' ' cos  a cos  cf — sm  n cos  A cos  y 

% 9 


!.  j cos  tt'  cos  cf  sin  {A  — a)  i 

sin  l a ) cos  a cos  — sjn  n cos  j cqs  y, 

. . ..  cos  a'lcos  cf  cos  (A  — a)  — sin  n cos  y| 

cos  [A  — a'i  = 1 t ; 

v ’ cos  a cos  cf — sm  n cos  A cos  y 

Aus  diesen  Formeln  ergiebt  sich  aber  auf  der  Stelle 

l.an„  sin  7i  cos  y sin  (A  — «) 

lang  i«  « j — cos  ^—sin  n cos  y cos  (^_  ay 


31) 


lfntl_  (A  — cos  cf  sin  (A  — a) 

' ® * * cos  ö cos  ( A — a)  — sin  n cos  y' 


• * , * 

Weil  ferner  nach  der  zweiten  der  Gleichungen  28) 


cos  a 


tang  cf 


cos 


a cos  cf — sin  n cos  A cos  y sin  d — sin  n sin  y 


ist,  so  lassen  sich  die  Gleichungen  29)  und  30)  auch  unter  der 
folgenden  Form  darstellen: 


32) 


* . 

. , ,v  sin  7i  cos  y sin  ( A — «)’ 

sin  (a  — a')  = — : — -j — ^-r ^ tansr  o\ 

i v 1 sm  d — sm  7i  sm  y o > 

/ * 

- , . cos  d — sin  n cos  y cos  (A — a)  . ^ 

os  (a  — aj  = : — 7 : — 1 — : — tanir  <r 

' sm  cf  — sm  7i  sm  y • 6 


und 


33) 


. , n cos  d sm  (A  — a)  t 

,sin  (A  — a')=z-. — r — : — — tang:  ö\ 

' ’ sm  cf — sm  7i  sm  y ° * 


I cos  {A  — a') 


cos  cf  cos  (A  — «)  — sin  7i  cos  y 


sin  <f— sin  Ti  sin  y tang  o. 

Verbindet  man  die  ersten  Gleichungen  in  diesen  beiden  Systemen 
durch  Addition  und  Subtraction  mit  einander,  und  bemerkt,  dass 
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sin  (te  — a')-4-sin  ( A — a,)  = 2sin  { $(A-{-a) — a'j  cos  \{A — a), 
sin  (a  — a')  — sin  (A — a')  = — 2cos  \$(A  + a) — a'j  sin  \{A  — a) 

ist;  so  erhält  man 


28 in  | ■ | ■ ttj  ■ ct  | cos  l(A-a) 

_ cos  tT-f-sin  n cos  <p 
sin  cf — sin  n sin  (p 

2cos  \%(A- f-a)  — a'j  sin  4(M  — a) 


sin  (A  — a ) tang 

, \ 


cos  tf — sin  n cos  <p 
sin  d — sin  n sin  <p 


— a ) tang 


«T. 


also,  weil 
ist, 


sin  (A  — ce)  = 2sin  \{A  — a ) cos  \{A  — a) 


sin  { \(A-\ 
cos  {!MH 


cos  cf -f- sin  n cos  y 
sin  d — sin  n sin  (p 
cos  d — sin  n cos  <p 
sin  d — sin  n sin  <p 


sin  &A — a)  tang  <J', 
cos  l[A— a)  tang 


folglich  durch  Division 


35)  tang  \\{A-\^a)  — a'j  = 


cos  tf  4- sin  n cos  (p 
cos  d — sin  n cos  <p 


tang  ±{A  — a). 

/ \ 


Ganz  dieselben  Gleichungen  erhält  man  auch,  wenn  man  die  zwei- 
ten Gleichungen  in  den  beiden  Systemen  32)  und  33)  durch  Addi- 
tion und  Suhtraction  mit  einander  verbindet. 

Hat  man  mittelst  der  Formel  35)  die  scheinbare  Rectascension 
a'  gefunden,  so  ergiebt  sich  die  scheinbare  Declination  S'  mittelst 
einer  der  beiden  folgenden  unmittelbar  aus  34)  fliessenden  For- 
meln: 


sin  \\{A  + a)  — a\  sin  d — sin  n sin  <p 
sin  4( d — a)  * cos  <f -f-  sin  n cos  g>* 

cos  \^(A-\-ci) — sin  d — sin  n sin  <p  » 
cos  4M-«)  cos  d — sin  n cos  qp’ 

Wenn  man  die  Gleichungen  34)  qü  Airt  und  dann  zu  einander 
addirt,  so  erhält  man  ohne  Schwierigkeit 
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wo  sich  nun  noch  fragt,  welches  Zeichen  man  zu  nehmen  hat. 
Um  hierüber  zu  völliger  Gewissheit  zu  kommen,  müssen  wir  auf 
die  Gleichungen  9)  zurückgehen,  welche  im  vorliegenden  Falle  die 
folgende  Gestalt: 

(gr  cos  a'  cos  S,  = q cos  a cos  6 — r cos  A cos  9, 

37)  lg'  sin  a!  cos  sin  a cos  d — r sin  A cos  9, 

l q'  sin  <F  = Q sin  6 — r sin  9; 


oder  die  Gestalt 


347 


— cos  a!  cos  d'  = cos  a cos  d — sin  n cos  A cos  o>, 

9 . 

sin  a’  cos  d'  = sin  a cos  d — sin  n sin  A cos  <p . 

Q 

■*-  sin  d'  = sin  d — sin  n sin  <p 

erhalten.  Aus  der  dritten  dieser  Gleichungen  erhellet,  dass  die 
Grössen 

sin  d — sin  n sin  $p  und  sin  9 

immer  gleiche  Vorzeichen  haben;  und  da  nun,  weil  absolut  ge- 
nommen, nie  90°  übersteigt,  sin  d'  und  tang  & jederzeit  gleiche 
Vorzeichen  hoben,  so  haben  auch 

sin  d — sin  n sin  y und  tang  d' 

' t 

immer  gleiche  Vorzeichen,  woraus  sich  ergieht,  dass  in  der  oben 
für  tang  d'  gefundenen  Formel  immer  das  obere  Vorzeichen  ge- 
nommen, also 


t 


\ 


4 


\ 


t 


/ > 
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gesetzt  werden  muss. 

Hierbei  bemerken  wir  zugleich,  dass  bei  allen  obigen  Formeln 
noch  eine  besondere  Beurtheilung  nötbig  ist,  in  welchem  Quadran- 
ten  man  sich  die  gesuchte  scheinbare  Rectascension  welche  be- 
kanntlich immer  positiv  ist,  aber  bis  360°  wachsen  kann,  endigen 
lassen  muss,  und  es  ist  sehr  wichtig,  im  Besitz  bestimmter  Regeln 
zu  sein,  nach  denen  man  diese  Beurtheilung  in  allen  Fällen  mit 
völliger  Sicherheit  anstellen  kann.  In  dieser  Beziehung  bemerken 
wir  daher  zuvörderst,  dass  wegen  der  beiden  ersten  Gleichungen 
in  38)  jederzeit 


cos  a'  cos  & mit  cos  a cos 


J — sin  7t  cos  A cos  9, 


sin  a'  cos  6'  mit  sin  a cos  d — sin  n sin  A cos  9; 
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also,  weil  cos  & stets  positiv  ist,  jederzeit  ' * 

cos  a!  mit  cos  a cos  6 — sin  7t  cos  A cos  9, 

sin  a ! mit  sin  a cos  d — sin  n sin  A cos  9 . ■, 

gleiches  Vorzeichen  hat.  Also  endigt  sich  «'  im  «raten,  zweiten, 
dritten  oder  vierten  Quadrenten,  jenacbdem  von  den  beiden  be- 
kannten Grossen 


\ cos  a cos  6 — sin  n cos  A cos  9, 

' sin  a cos  6 — sin  7t  sin  A cos  9 

die  erste  positiv  und  die  zweite  positiv,  die  erste  negativ  und  die 
zweite  positiv,  die  erste  negativ  und  die  zweite  negativ,  die  erste 
positiv  und  die  zweite  negativ  ist,  mittelst  welcher  Regeln  also  die 
verlangte  Beurtheilung  immer  sicher  angestellt  werden  kann. 

Berechnet  man  nun  o!  und  <P  z.  B.  mittelst  ’ der  Formeln  28), 
nämlich  mittelst  der  Formeln  • » 


* tang  o!\ 
tang  <P  = 


, / * • 

sin  « cos  cf  — sin  n sin  A cos  9 

“ cos  a cos  d — sin  n cos  A cos  9’ 
cos  d (sin  cf — sin  n sin  y) 
cos  a cos  cf — sin  n cos  A cos  9’ 


1 

so  muss  sich  a’  im  ersten,  zweiten,  dritten  oder  vierten  Quadran- 
ten endigen,  jenacbdem  in  Bezug  auf  den  der  Grösse  tang  af 
gleichen  Bruch  der  Nenner  positiv  und  der  Zähler  positiv,  der 
Nenner  negativ  und  der  Zähler  positiv,  der  Nenner  negativ  und 
der  Zähler  negativ,  der  Nenner  positiv  und  der  Zähler  negativ  ist. 
-Der  Ausdruck  für  tang  cP  lässt  keinen  Zweifel  über  die  Art  und 
Weise,  wie  cP,  welches,  absolut  genommen,  nie  90°  übersteigt,  zu 
nehmen  ist,  zu.  ’ 

Berechnet  man  a!  und  <P  mittelst  der  beiden  aus  28)  und  31) 
fliessenden  Formeln  ••  • 


oder 


f_n_  _ nn > n cos  9 sin  (A  — a) 

* * cos  1}  — sin  n cos  9 cos  (A  — <*)’ 

cos  a (sin  cf — sin  n sin  9) 

0 cos  a cos  cf — sin  n cos  A cos  9 , 


tang  (A  — a’)  = 
tang  cP 


cos  cf  sin  ( A — «) 


cos  cf  cos  ( A — a)  — sin  n cos  9’ 
cos  a (sin  cf  — sin  n sin  y) 
cos  a cos  cf — sin  n cos  A cos  y’ 


so  hat  man  zu  bemerken,  dass  die  beiden  Werthe,  welche  a!  haben 
kann,  immer  von  der  Form  a ' und  a'H- 180°  sind,  wo  a’  nicht' 
grösser  als  180°  sein  soll.  Diesen  beiden  Werthen  von  a'  ent- 

K rechen  nun  nach  der  zweiten  Formel  der  beiden  obigen  Systeme  von 
)rmeln  immer  entgegengesetzte  Werthe  von  tang  cP,  und  da  man, 
weil  bekanntlich  tang  6'  immer  einerlei  Vorzeichen  mit  sin  d — sin  n 
sin  9 hat,  das  Vorzeichen  von  tang  <P  kennt,  so  lässt  sich  offenbar 
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auch  immer  ohne  Schwierigkeit  sicher  beurtheilen,  welchen  der 
beiden  Werthe  von  a'  man  zu  nehmen  hat  , 

Auf  ganz  ähnliche  Art  hat  man  sich  zu  verhalten,  wenn  man 
o!  und  <T  mittelst  eines  der  beiden  folgenden  aus  dem  Obigen  be- 
kannten Systeme  von  Formeln  berechnet: 


tang  \\{A-\-a)  — -a'|r=:tang  {(A  — a) 


cos  tf -f-  sin  n cos  <p 
cos  d — sin  n cos  (p* 


oder 


tang  6'  = 


sin  \\{A  -f-  c)  — u | 
sin  — a) 


sin  d — sin  n sin  <p 
cos  d -f-  sin  n cos  <jp 


. 1 1 « j ■ v ■)  . . f m % cos  d "J  sin  tx  cos  cp 

taag  U(.4  + «)-«'|  = tang  iM~«)  co,  J- sin  n cos  y’ 


tang  6' 


cos  | \(A  -f-  c)  — a\  sin  d — sin  u sin  tp 
cos  %(A — «)  * cos  d — sin  n cos  p 


Diese  beiden  letzten  Systeme  von  Formeln  sind,  so  viel  ich  weiss, 
bis  jetzt  noch  nicht  bekannt  gewesen. 

Sich  die  Rechnung  nach  den  obigen  Formeln  durch  die  Ein- 
führung von  Hülfswinkeln  zu  erleichtern,  hat  nicht  die  mindeste 
Schwierigkeit,  und  wir  wollen  dies  daher  auch  nur  beispielshalber 
an  den  letzten  Formeln  erläutern. 

Setzt  man  nämlich 


, sin  7t  cos  op  , ^ sin  n sin  ® 

40)  tang  X = -^rj--,  tang  £ = - 


sin  d 


so  hat  man  zur  Berechnung  von  «'  die  Formeln 

41)  tang  \\(A^-a) — a'}=tang  \{A — a)  tang  (45°  -f- %) 
oder 

42)  tang  — af}=tang  \(A  — «)  cot  (45° — x)i 


und  zur  Berechnnng  von  6'  hat  man  die-  Formeln 

tang  <f  — tang  3 sin  f>. 


43) 


sin  \{A  — a) 


cos  ( sin  (45° -t-/)* 
sin  (45°  — |) 


« cos  ji(A-i-a)  — a\  cos  y sii 
tang  3 = tang  3 tos  , ^ _ a)  • («"-*)’ 

oder  auch 

* sin  \\{A -4- a)  — o'|  cos  y cos  (45°  -f- £) 

tang  <T  = tang  3 sin  j(^_c)  1 • m*t  cos  ^5°-,)’ 

i cos  \j(A-j-a)  — a\  cos  x cos  (*5°  -f- g) 

^ $ cos  \{A  — a)-’  * cos  $ cos  (45°  -\~xY 

Aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  in  32)  und  33)  erhält 
man  leicht 


44) 


45) 


, sin  (a  — «')  , sin  d 

,t»DS  ^ = Win  — tanS  9)> 


sin  ( A — a)  'sin  n cos  (p 
sin  ( A — a ) . sin  n sin  <px 

tanS  9 = (ta°8  ä öösT-^’ 
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und  wenn  man  die  erste  Gleichung  in  32)  durch  die  erste  Gleichung 
in  33)  dividirt,  so  ergiebt  sich 


sin  (a  — er')  sin  n cos  9 
' sin  (A — «')  ’ cos  cf 


oder 


, . .v  cos  d sin  (a  — q') 

47)  sin  (A-~a’)  = : 1 . . 

1 ' *■  sin  n cos  9 ' \ 

• ♦ . 

Die  zweite  der  Gleichungen  45)  kann  man  auch  unter  der  Form 

- • / 

t,  sin  (A  — a)  . *,  . sin  n sin  9 

tang  0 = - — ~ tang  aH r-2- 

& sin  ( A — et)  ö cos  d 

1 , 

schreiben,  und  weil  nun 

, * . sin  (cf—  cf) 

, ° D • cos  cos 

ist,  so  ist 

sin  (cf — cf*)  sin  (A  — er)  . sin  n sin  9 

tanK  = siu  (A  — - ä'j  ‘“S  *+  Tos  rf  ’ 


also 


sin  — et')  — sin  ( A — er)  sin  n sin  <t>  sin  (d  — d1) 

tang  o = 3 

= COS  d ^ 


sin  — a') 


cos  cf  cos  cf" 


d.  i. 


2sin  £(a — «')  cos  ' sin  n sing»  sin  (cf— cD 

' —n\j-a)  . tanK  5 = -~os  J ~ co77^7‘ 

Nach  47)  ist  aber 


sin  £(«  — «) 


sin  n cos  9 


, sin  ( A — a)  2cos  d cos  £(a  — a')* 

und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden 

sin  n cos  9 cos  \A  — j,(tt -f.  et*)  ( . sin  71  sin' 9 sin  (cf — cP) 

cos  cf  cos  £(cc  — er')  cos  cf  cos  d cos  cf** 

• * ' 

also 

\ 

sin  (6  — <P)  = sin  n sin  9 cos  6' 


Setzt  man  nun 


sin  n cos  9 sin  cP  cos  M — j(«-hcO( 
cos  $(a — «') 


so  wird 


48)  cot  r—  COt  y C0S  M — *(«-*-«')( 

* • . > • . cos  £(a — «')  * 

/ 

• • 

k • • h 

49}  sin  (d-d'}  = :*^-^  sin  (J_^, 
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oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 


setzen, 


Nun  ist  aber 


also 


sin  7i  sm  a* 
50>»=  sin— 


51)  sin  (<J  — = sin  (J — <P). 


ain  (d  — d’)  — jujsin  (£—  <J)  cos  (<?  — <)')  + cos  (£  — rf)  sin  (<f 

r 

und  folglicb 


jusintt  — <f) 

52)  lang  (<}-<))  = ,£  cos 


Setzt  man 


, sin  n cos  y 

53)  k co-Ttf  ’ 


so  ist  nach  31) 


, ,v  ksin(A-a) 

54)  lang  («  — «)  = )_*  cos  (A - «)' 

' r 4 

Wenn  man  jetzt  überhaupt  die  Gleichung 

t 

x sin  v . 
t»ng«  = -1_a;i-- 


hat,  und  der  absolute  Werth  von  u nicht  grösser  als  der  vierte 
Theil  der  halben  Peripherie  ist;  so  ist  nach  einer  aus  der  Analy- 
sis bekannten  Reihe 

ar=tang  u — ?tang  «s  -p-^tang  «8  — -flanS  “f"  • • • •» 


.j  (' 


und 

folglich, 

weil 

• 

i ■ 

t 

* 

tang  u : 

= X 

^ . % 

sin  t>(l  — oc  < 

cos  v)~ 1 

ist, 

ä 

, 

i 

U = 

x sin  v(l  — a:  cos  v)  1 

— 

\xl 

sin  vl{\  — ac 

COS  €>)-*- 

\ , , 
f «.  1 

\ • . \ 1 - 

’ 1 + 

sin  t>‘(l  — oc 

cos  v)—s 

— 

sin  v7(l  — x 

cos  v)~7 

Ist  nun  der  absolute  Werth  von  x cos  v kleiner  als  die  Einheit, 
so  ist  es  vcrstattet,  die  sämmtlichen  Potenzen  von  1 — oc  cos  v 
nach  dem  Binomischen  Lehrsätze  in  Reihen  zu  entwickeln.  Tbut 
man  dies,  und  ordnet  dann  nach  den  Potenzen  von  x,  so  erhält 
man  mittelst  der  aus  der  Trigonometrie  bekannten  Ausdrücke  fiir 
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die  Sinus  der  vielfachen  Bogen  ohne  alle  Schwierigkeit  die  fol- 
gende merkwürdige  Reihe: 


n 


x sin  v , x * sin  2t/  . x * sin  3t/  . x 4 sin  Av 


X ' 2 / 1 , 3 4 

* 

oder,  wenn  u in  Secunden  ausgedrückt  sein  soll, 

x sin  v . x 2 sin  2t/ 


• • • 


u 


sin  1" 


2sin  1' 


x * sin  3t/  x 4 sin  Av 

3sin  1"  4sin  1"  


oder  auch,  wenn  man  nur  einige  wenige  Anfangsglieder  der  Reihe 
berücksichtigt,  ohne  merklichen  Fehler 


u 


x sin  v 
sin  1" 


x*  sin  2t/  . x * sin  3t/  . x 4 sin  4t/ 


sin  2" 


sin  3" 


sin  4" 


I • • • • 


Hiernach  hat  man  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  absoluten 
Werthc  Von  « — a'  und  d — & nicht  grösser  als  der  vierte  Theil 
der  halben  Peripherie,  und  die  absoluten  Werthe  von  k cos  (A — o) 
und  fi  cos  (£  — d)  kleiner  als  die  Einheit  sind,  nach  54)  und  52) 
die  Formeln 


55)  a — a’  = 


sin  1' 


k sin  (A  — «)  ^ k 2 sin  2 (J-a) 

2sin  1" 

• 

k 1 sin  3(A  — a) 
3sin  1" 

* 

k * sin  A(A — ß) 
4sin  1" 


+ 


und 


56)  = 

' sin  1 


fi * sin  2(C  — cT) 
2sin  1" 

fi * sin  3(f — cf) 
3sin  1" 

fi 4 sin  4(C — cf) 
4sin  1" 


wo  nach  dem  Obigen 


, sin  n cos  q>  sin  n sin  a>  . . • 

57)  * = cos  <f  ’ 

ist,  und  £ aus  der  Formel  ..  . > 

58)  c«rt  = ^ * . 

bestimmt  werden  muss.) 

Ist  man  berechtigt  mit  hinreichender  Näherung  bei  den  ersten 
Gliedern  der  Reihen  d5)  und  56)  stehen  zu  bleiben,  so  erhält  man 
Tbeil  III.  23 
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/ * , sin  3i  cos  ®:  , , . . .. 

\ a — a'  == f—. — sm  [A  — a). 

cos  o sin  1 v 


59)  v 

I * j, ^ sin  . . />,  «. 

*-*=  stet  Sin 
«der  auch  näberungsweise 


60) 


, n cos  cti  . , . 

,«  — a z=z -j-  sin  ( A — a),  , 

cos  o - x 


» ’ ♦ i 


• m { * »* 

I p t/ it  ®iu  tf>  • /?*  ' 

‘ Ö — O = — : — Sin  K-—  Ol. 

sin  C ' 7 

* , ' ' • • ’ V 

Weil  aber  ■ „ 

»»  • * * * • • 

A — 4 (a  -+-  «')  = A — a-\-  l(a  — a') 

* i * ’ » * 1 ' • ' * I • l • ; 

ist,  so  ist  nach  58),  wie  man  leicht*  findet,  wenn  man  . 

. '*  cos  \A  — 4(a-f-a0| 

t = cos  (^f  — a)  cos  £(«  — a')  — - sin  [A  — a)  sin  {{a  — u!) 

setzt,  1 

cot  £ = cot  yjcos  {A  — a)  — sin  ( A — a)  tang  40* — «')}, 

also  nach  59)  %'•.), 

t *,  sin  n sin  <jp  , - . '*  i , , A > > 

d — d'  = — s-  1„-—  { cos  ö — sm  d cot  g>  cos  {A  — a ) 

; ..  -+-  sin  6 cot  <p  sin  (A — «)  tang  4(« — «')} » 

und  folglich,  weil  das  Glied 

sinSiL'v"~g  s*n  ^ cpfc  y sin  ^ *■*  tan&  ~~ 

offenbar  in  Bezug  auf  sin  n tang  40* — ar)  von  der  zweiten  Ordnung 

ist.  näherungswcise 

° . •*  , , ( 11  — ’ " • ■ 

j- j,  __  sin  n sin  fp  {^d  A ™ ( J «u. 


£'p2  |cos  d-^-sin  6 cot  <p  cos  ( A — a)\ ; 


so,  wenn  man  den  Hülfswinkel  i?  mittelst  der  Formel 

\ 

61)  cot  7}  = cot  (p  cos  ( A — «) 


- 


srechnet,  . 

/»x.*  ft  * ■ ^ 4 sin  7t  sin  9*  • / 

62)  <$  — &=:- —~r,  sin  (??  — d). 

’ sm  tj  sm  1 v<  ' 

aber  haben  wi*  jetzt  die  folgeöden  Nähcrungsformeln 

% ' /*,  » 

S cot = cot  tp  cos  ( A — a), 

. • sin  Ti  cos  a>  . , . . 

sin  (J-a), 


;r  auch 


| sm  7i  sm  <p  . , ^ 

d — o’=  ~jr,  sin  (i?  — d) : 

' j sm  q.  sm  l : 1 


i»\  t ...  j 
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# 

Icot  rj  zss  cöt  y cos  ( A — «),  . 

71  cos  y . . . . 

s,n  M-“)> 

<T-<!'=24£-£  sin  (r,  — ^). 

sin  >7  v ' ' 


< 


Die  Voraussetzungen,  unter  deneu  die  im  Vorhergehenden  für 
a — a'  und  S — <r  gefundenen  Ausdrücke  nur  gültig  sind,  haben 
wir  oben  angegeben.  Will  man  sich  also  dieser  Ausdrücke  mit 
Sicherheit  bedienen , so  muss  man  sich  jederzeit  vorher  überzeugt 
haben,  dass  die  in  Rede  stehenden  Voraussetzungen  sämmtlich  er- 
füllt sind.  Vorzüglich  scheint  dann,  wenn  die  wahre  Rectascension 
« nahe  0 oder  nahe  360°  ist,  Vorsicht  nöthig  zu  sein,  weil  dann 
allerdings  der  absolute  Werth  von  a — «'  nicht  nahe  0,  sondern 
nahe  360°  sein  kann,  was  man  also  bei  praktischen  Anwendungen 
stets  wohl  zu  beachten  und  zu  berücksichtigen  hat. 

§>  4-  0 
Ayfgale.  Aus  der  scheinbaren  Rectascension  und 
Declinution  a\  6'  die  wahre  Rectascension  und  D e c 1 i • 
nation  a,  6 zu  finden. 

Auflösung.  Auf  ganz  ähnliche  Art  wie  im  vorigen  Paragra- 
phen  erhält  man  aus  den  Gleichungen  15)  die  Gleichungen 


sin  u cos  d“ -f-sin  7t*  sin  A cos  y 
cos  a cos  d“ -f-sin  n'  cos  A cos  y 5 
cos  «(sin  d“  sin  ri  sin  y) 

cos  a cos  cf  -f-  sin  rf  cos  A cos  y’ 

, •> 

Da  nun  diese  Gleichungen  aus  den  Gleichungen  28)  hervor- 
gehen, wenn  man  für  a,  <?,  a',  & , n respective  cf,  a, 
setzt,  so  ist  es  sehr  leicht,  alle  zur  Auflösung  der  gegenwärtigen 
Aufgabe  dienenden  Formeln  aus  den  im  vorigen  Paragraphen  ent- 
wickelten^ h ormeln  durch  einfache  Substitutionen  herzuleiten.  Auf 
diese  Weise  erhält  man  aus  31) 


65) 


tang  a = 
tang  6 = 


66) 


itang  (a 


n sin  n cos  y sin  (A  - «') 

' cos  cf“  -f-sin  71'  cos  y cos  ( A — «')’ 
cos  cf“  sin  [A  — «') 


tang  ( A — • : r. . 

’ cos  cP  cos  ( A — a)  -f-sin  n"  cos  y’ 

und  aus  35)  und  36)  ergiebt  sich 


67)  tang  «0  — «}  = 

und 


cos  d“  — sin  7^  cos  y 
cos  d“ -f-sin  n cos  y 


tang  — a') 


tang  fT-~S'n  + «')•—«}  sin  cP -f-sin  n'  sin  y 
sJü  £(A  — a)  * co$  cf“  — sin  tC  cos  y5 

taDg  S=  cos  \^A  -f-  «')  — « j sin  cP  -f-  sin  7^  sin  y 
cos  \{A^~  a)  ' cos  cf“  -f-sin  ri  cos  y* 

Auch  die  Rechnung  nach  diesen  Formeln  kann'  man  sich  leicht 
durch  Einführung  von  Hülfswinkeln  erleichtern. 

23* 

%.  1 
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Aus  39)  erkält  man 


o 


Nöch  37)  ist 

q cos  a cos  Sz 
q sin  a cos  d' 
q sin  dz 


s 


Cs 

ES 

oq 


II 


O 

o 

CO 


I 

ot 

P 

o 

o 

C n 

«9 

W. 

N 

00 

E* 

•4- 

k 

! 


o 

CO 

C* 

' + 

0» 

i— 

p 


« 

o 

CD 

£ 

M 

o 

o 

es 

M- 

£ 


es 

3 

+ 

09 
*■—  • 
3 


3 


t 


: q1  cos  a'  cos  d1  ■+•  r cos  A cos  y, 

> • • 1 ' * 

sin  o!  cos  (f'-Hr  sin  A cos  </>, 

: q'  sin  <f  + r sin  gp;  _ 


oder 
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H ' 9 

J -V  cos  a cos  (7  = cos  a'  cos  d'-f-sin  n*  cos  A cos  y, 

r sin  a cos  d = sin  a'  cos  d'-+-sin  tv'  sin  A cos  y. 

e - *■ 

sin  d = sin  d'-f-sin'Tr'  sin  y.  . 

9 

Hieraus  erhellet,  dass 

cos  a mit  cos  «'  cos  <T~f-sin  n'  cos  A cos  y, 

sin  a mit  sin  a!  cos  (T  + sin  sin  A cos  y, 

sin  d,  und  also  auch  tang  d,  mit  sin  d'  •+-  sin  tt'  sin  y 

jederzeit  einerlei  Vorzeichen  hat.  Also  endigt  sich  a im  ersten, 
zweiten,  dritten  oder  vierten  Quadranten,  jenachdem  von  den  bei- 
den Grössen 

cos  a'  cos  d'-f-sin  n'  cos  A cos  y, 

sin  a'  cos  d'-f-sin  n’  sin  A cos  y 

die  erste  positiv  und  die  zweite  positiv,  die  erste  negativ  und  die 
zweite  positiv,  die  erste  negativ  und  die  zweite  negativ,  die  erste 
positiv  und  die  zweite  negativ  ist,  wodurch  sich  aut  ganz  ähnliche 
Art  wie  im  vorigen  Paragraphen  immer  leicht  mit  völliger  Sicher- 
heit heurtheilen  lässt,  wie  man  u zu  nehmen  hat.  ' 

Aus  55)  und  56)  ergiebt  sich 

k sin  ( A — «)  k2  sin  2 (A  — «) 

sin  1"  »•  ^ . - 2sin  1"  “ * . 

kl  sin  Z{A  — a) 

3sin  1" 

k 4 sin  Ä(A  — a) 

**  4sin  1"  * 


70)  o!  — «=■ 


und 


71)  (T-d== 


fi  sin  (C  — cT)  . (X*  sin  2(£ — <F) 


sin  1' 


2s  in  1" 

fi2  sin  3(f — tf) 
3sin  1" 


4* 


fi*  sin  4(C — <f) 
4sin  1"  ' 


wo 


, sin  d cos  ® sin  rt  sin  a> 

72>  *= ST7~' 

• \ 

ist,  und  £ mittelst  der  Formel 


sin  C 

73)  cot  C — . 

7 cos  4(«  — « ) ’ * • • 

bestimmt  werden  muss. 


\ 

% 


I « 
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Die  so  eben  entwickelten  Ausdrücke  von  a'  — a und  d' — 6 
setzen  voraus,  dass  die  absoluten  Werthe  dieser  Differenzen  den 
vierten  Theil  der  halben  Peripherie  nicht  übersteigen,  und  dass  die 
absoluten  Werthe  von  k cos  {A — a')  und  (i  cos  (£  — d)  kleiner 
als  die  Einheit  sind. 

Aus  63)  erhält  man  ; , • 


74) 


cot  i\  = cot  ff  cos  (A  — «'), , 

sin  r(  cos  a>  . . , ^ 

r,  • Tr;  sin  (A  — a ) 

cos  a sin  1 ’ 

* sin  n’  sin  cp  . , 

ö'  — ö=z * r— fr  sin  [n  — o ) ; 

sin  tj  sin  1 w J 


a'  — a: 


oder  auch 


75) 


cot  rj  = cot  ff  cos  ( A — <*'), 

7t  COS  y i . j ii 

— ssr/  8m 

> — <J  = — 214^  sin  (V  — <S’). 

sin  »;  1 7 


ln  allen  vorhergehenden  Formeln  kann  man,  wie  wir  aus  §.2. 
wissen,  für  tc'  näherungsweise  n setzen.  Wollte  man  sich  dies 
aber  nicht  gestatten,  so  würde  man  sich  auf  folgende  Art  zu  ver- 
halten haben. 

Nach  18)  ist  im  vorliegenden  Falle,  wie  man  leicht  Godet, 

t,  ‘ ' > * 

76)  q*  — r2  ß'*  ■+-  2/^'jsin  6'  sin  ff  cos  & cos  ff  cos  (A — «'){, 
oder,  wenn  wir 

77)  cot  c = cot  6'  cos  (A  — «') 

setzen. 


„ • . _ , sin  <f  cos  (cp  — <r) 

78)  ?>==r*  + <>'>-|-2r<>'  -pf- 


oder 


2r  sin  (T  cos  (<p  — ff)  . r " \ \ 

79)  « -H- ? =(?  — »•)  (?  + *■)» 

mittelst  welcher  quadratischen  Gleichung  man  aus  den  gegebenen 
Grössen  r,  £,  6'  die  Grösse  q',  und  daraus  mittelst  der  Formel 

r 

, sm  tc  =.  — 

Q 

die  Grösse  n ' bestimmen  müsste.  Weil 

/ 

g = r cosec  7F,  q’  =r  cosec  tf'  ■ 

ist,  so  kann  man  die  Gleichung  79)  auch  auf  die  Form 

2sin  tf  cos  (cp  — ff) 


cosec  7i 
d.  i.  auf  die  Form  , 


sm  ff 


cosec  n’  = cosec  ti2  — 1, 


i * 
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\ 


l 


• üa\  . 2sin  cP  cos  (« — <r)  t • , 

. oU)  cosec  7t '*  -f- : — — cosec  Tt  = cot  7 1* 


sin  a 


bringen,  und  mittelst  dieser  Gleichung  aus  7r,  a',  d'  unmittelbar  Ti 
bestimmen. 

§.  5.  t ' 

Wenn  man  an  zwei  Beobachtungsorten,  deren  geographische 
Positionen  als  genau  bekannt  angenommen  werden  können,  zu 
einerlei  Zeitmoment  °)  durch  Beobachtungen  die  scheinbaren  Rec- 
tasccnsionen  und  Declinationen  a\  d'  und  o! ,,  S'l  eines  Weltkör- 
pers bestimmt  hat;  so  ist,  wenn  a,  q die  dem  in  Rede 
stehenden  Zeitmoment  entsprechende  wahre  Rectascension , Dccli- 
nation  und  Entfernung  dieses  Weltkörpers  vom  Mittelpunkte  der 
Erde  bezeichnen  und  Jf,  9,  r,  p'  und  Alt  9,,  r,,  p',  für  beide  Be- 
obachtungsorte gleiche  Bedeutung  haben,  nach  37j 

p'  cos  «'  cos  d'=£  cos  a cos  d — r cos  A cos  9, 

q'  sin  a!  cos  d'  = p sin  a cos  d — r sin  A cos  9, 

q’  sin  6'  = q sin  d — r sin  9 ...  .. 


und 


!p',  cos  a\  cos  d\ 
q\  sin  a\  cos  (P, 
Q\  sin  d'. 


= p cos  u cos  d — r,  cos  At  cos  9,, 
= p sin  « cos  d — r,  sin  At  cos  9,, 
= q sin  d — r,  sin  9,. 


Durch  Subtraction  erhält  man  aus  diesen  Gleichungen  auf  der  Stelle 
die  Gleichungen 


<?' 

cos 

al  cos  d' — q\ 

cos 

«'« 

cos  <P,  = r. 

cos 

i A ■ 

cos 

SP« 

1 

4 k* 

, • , 

. 

, A 

, *► 

* * . . . » 

— r 

cos 

A 

co^  9, 

<>' 

sin 

0!  cos  <P — p'. 

sin 

«'l 

cos  d'j  =r, 

sin 

A 

cos 

9>x 

• ^ * 

m 

• 

— r 

sin 

A 

cos  9, 

■ 

Q' 

sin 

d'- 

Q\ 

sin  d',  = r. 

sin 

SP.“ 

-r  sin 

! 

95 

welche  nun  bloss  noch  die  beiden  unbekannten  Grössen  Qr  und 
enthalten.  Aus  den  beiden  ersten  dieser  Gleichungen  erhält  man 
mittelst  gewöhnlicher  algebraischer  Elimination 

r,  sin  (Al  — «',)  cos  y,  — r sin  {A  — a ,)  cos  9 
sin  (a'  — «',)  cos  cT  * 

. * i * 

rx  sin  (Ax  —a)  cos.y,  — r sin  ( A — a)  cos  9 ' . . 

■ . sin  ( a — a'|)  cos  tP,  * ii»>  . 

• • §.  < • ■ 

und  die  letzte  der  drei  obigen  Gleichungen,,  nämlich  die  Gleichung 


- •)  Dies  ist  möglich,  weil  man  die  Längen,  weniggfcns  die  Längen- 
differenz der  beiden  Beobachtungsorte  kennt. 
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84^'  sin  cP — q\  sin  S\  = r,  sin  (pl  — r sin  (p 


kann  dann  als  Prüfungsgleichung  benutzt  werden^ 

Aus  Q1  und  (>',  erhält  man  n'  und  7t'l  für  die  beiden  Beobach- 
tungsorte  mittelst  der  Formeln 


85)  sin  n'  = TL  gin  7t'1  = Ll 
1 Q Qi 


und  kann  dann  a und  d mittelst  der  aus  dem  vorigen  Paragraphen 
bekannten  Formeln  berechnen,  worauf  dann  ferner  zur  Berechnung 
von  0 die  Gleichungen  81)  und  82)  Wege  genug  durbieten.  Die 
leichteste  Berechnung  scheinen  jedoch  die  leicht  aus  den  beiden 
ersten  der  Gleichungen  81)  und  82)  'fliessenden  Formeln 


sin  (A  — a)  cos  y 

**  sin  (a  — a)  cos  cf  * • ' 

sin  (//,  — «',)  cos  y, 
r*  sin  (« — a',)  cos  dl  • 

zu  gestatten.  Zur  Berechnung  von  it  und  nl  für  die  beiden  Be- 
obachtungsorte hat  man  die  Formeln  • • 

. r sin  ( a — «')  cos  cf 

sm  tv »...  — r • / i ) 

q * sm  ( A — a ) cos  (f>  * 

. r,  sin  (a  — tt ,)  cos  cf.  * 

in  tt.  = — = - — 7-5 — — r~. — . 

1 q sm  (.si!  — «,)  cos  <f  , 

Man  sieht  hieraus,  wie  man  aus  gleichzeitigen  Bestimmungen 
der  scheinbaren  Rectascensionen  und  Declinatiouen  eines  Weltkör- 
pers an  zwei  Beobachtungsorten , deren  geographische  Positionen 
als  bekannt  vorausgesetzt  werden,  die  dem  in  Rede  steheodeu  Zeit- 
punkte entsprechende  Entfernung  des  Weltkörpers  vom  Mittelpunkte 
der#Erde  bestimmen  kann,  und  in  der  Tbat  ist  das  vorhergehende 
Verfahren  die  allgemeinste  Methode  zur  Bestimmung  der  Entfer- 
nungen der  Weltkörper  von  der  Erde. 

' . §•  6-  # , ' 

Aufgabe . Aus  dem  wahren  Azimuth  und  der  wahren 
Höhe  u>,  h das  scheinbare  Azimuth  und  die  scheinbare 
Höhe  w\  h'  zu  finden. 

Auflösung.  Grösserer  Bestimmtheit  wegen  wollen  wir  anneh- 
men, dass  der  Beobachtungsort  in  der  nördlichen  Hälfte  der  Erd- 
oberfläche liegen  soll.  Die  Azimuthe  zählen  wir  von  Süden  an 
nach  Westen  und  nach.  Osten  hin  von  0 bis  180°,  und  nehmen 
westliche  Azimuthe  positiv,  östliche  Azimuthe  dagegen  negativv  Die 
Polhöhe  des  Beobachtungsorts  bezeichnen  wir  durch  </>'.  Die  Ebe- 
nen der  oc y und  x'y'  sind  die  Ebenen  des  wahren  und  scheinbaren 
Horizonts,  die  Ebene  der  XY  ist  die  Ebene  des  Aequators.  Der 
positive  Theil  der  Axe  der  a:  soll  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde 
nach  Osten,  der  positive  Theil  der  Axe  der  y vom  Mittelpunkte 
der  Erde  nach  Morden,  der  positive  Theil  der  Axe  der  % vom  Mit- 
telpunkte der  Erde  uacli  dem  Zenilh  des  Beobachtungsorts  hin  ge- 
richtet sein.  Nimmt  man  nun,  dies  vorausgesetzt,  alle  io  §.  2.  ge- 
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machten  Voraussetzungen,  wie  es  verstattet  ist,  als  erfüllt  an;  so 
ist  offenbar ' 

x — 270°  — üj  oder  X = (270°  — üj)  — 360% 

V = 270°  — üj'  oder  V=  (270°  — üj;)  — 360° j 

ß = /i,  (?=//-,;.*.  ’i  * 

€>  = 90°  — y',  ^#  = 270°; 


« ♦ ) j- 


• 4 


und  folglich  nach  12)  ^ wobei  man  nur  zu  überlegen  hat,  dass 
immer  . i , v 

sin  X = — cos  üj,  cos  X = — sin  üj,  tang  X ==  cot  ü)^ 

sin  Ä'=: — cos  üj',  cos  X’  = — sin  üj',  tang  V=rcot  üj' 

• , ' N 

18t,  ; • . ; , . ...  .| 

cos  a > cos  4 -f-  sin  n sin  (y  — <f>)  . o!>  . ’ 

sin  ü)  cos  4 * 


cot  üj'  = 

88).|  i . , .«» 

. •’  „ sin  (0  sin  4 — sin  n cos  (y — yJf-J- 

tttn»  sin  o cos  h ’ 


Mi 


’ ( 


oder,  wie  hieraus  leicht  folgt, 


> - - 


, , sin  co  cos  4 

89v  j an^  ^ cos  w gos  71  s*n  w — ¥y 

' I cos  o)  |sin  4 — sin  n cos  (y  — yQ| 

( - > cos  <o  cos  4-f-siu  n sin  (y — y')’ 


i / : 


*•  ■>  *.  . f.  . 

Weil  nun 


c.> ) .! ; *, 

- fl.,:: 


sin'  üijcos  üj  cos  ^-f-sin  n sin  (y — y')} — sin  üj  cos  üj  cos  h 

' * V . ' • • .4 

' ( - = sin  n sin  üj  sin  (y  — y'),  t 

< . . . 

cos  wjcos  üj  cos  h-\-  sin  tf  sin  (< p — y')}-|-sin  üj  sin  wcos  h 
; = cos  h -f-  sin  n cos  üj  sin  (y — - y') 


r 

•1  • • ♦ 


ist,  so  ist,  wie  man  leicht  findet,  wenn  man  diese  Gleichungen 
durch  ’ ' •'  ‘ . 


dividirt, 


. i 

• , • - * 

cos  üj  cos  4-4-siu  jv  sin  (y — yO 

\ *.  . • 1 . ‘ 

. , f * . ♦ V . . . 1 1 * » « . - • < *»  , • 

sin  n sin  o>  sin  (y  — y')  /.  -t 

cos  ü)  cos  4-|-  sin  n sin  (y  — y') 


sin  ü)  — cos  0)  tang  cd'  =z 

. , cos  4-f-sin  71  cos  w sin  (y  — y'). 

cos  d)  -+-  sin  üj  tantr  üj  = 7—.  • 

* ö cos  tu  cos  4 -f-  sin  7i  sin  (f  — y J 


d.  i. 


90) 


sin  (üj  — üjO 


sin  71  sin  co  cos  vf  sin  (y  — y') 
cos  tu  cos  4-f-sin  n sin  (y  — y') 


» 


. . cos  w'jcos  4-f-sin  n cos  co  sin  (y  — y')| 

COS  (üj — ÜJ7)  ~ 2 7 : : 7 “TT S 

' ' 7 cos  (ü  cos  4 -f-  sin  n sin  (y  — y ) 


1 

folglich,  wegen  der  zweiten  der  Gleichungen  89) 
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91) 


• / * sin  n sin  a>  sin  (y  — y')  ,, 

I sin  (w  ü)  ) sin  A — sin  n cos  (y  — y')  ^ * 


I , cos  h ■+■  sin  n cos  co  sin  (y  — y')  A t/ 

'CO«  (W-iü')=  S1„  A — siD  71  COS  (»  - »')  g Ai 

und  hieraus  durch  Division  \ 

, sin  n sin  o>  sin  (y  — y') 

92)  tang  (o>  w ) cos  ^ sjn  n cog  w sin  — y')* 

Nach  den  Gleichungen  89)  ist  ferner,  wie  man  leicht  findet, 

. . ' sin  co  cos  A 

93)  sin  w'  = - — z : ? r*  tang  h\ 

J sin  A — sin  n cos  (y  — <p  ) 0 

Verbindet  man  diese  Gleichung  mit  der  ersten  der  Gleichungen 
91)  durch  Addition  und  Subtraction,  so  erhält  man 

I 

, _ cos  A -4-  sin  n sin  (y  — y')  . . r, 

sin  io' -4- sin  fw  — w')  = - — , -- ^ sin  w tang  «, 

HIU  Uß  -t-BiU  W ) sm  £ sm  n cos  (y— y)  ° . 

. ..  cos  A — sin  7t  sin  (y — y')  . ‘ *, 

sin  ü)*  — • sin  fct)  — w ) mn  -r — 7 • 7 sifl  w tang  Ä j 

biu  ui  biu  w ß sm  A — sm  n cos  (y  — 9 ) ° 

und  folglich 

1 , ; . cos  A-f-sin  7i  sin  (y  — y')  . ’ », 

icos  fw; — im)  — - — , 71 hz  cos  iw  tang  A, 

| CUB  sm  A — sm  n cos  (y  — y ) 3 D 

, . v cos  A — sin  7i  sin  (or>  — y')  . , . ,, 

sin  fw' — Äw)  = - — 7 • r sm  ^w  tang  h \ 

V.«"  2 1 sin  a — sm  7r  cos  (y — y ) 2 D 

also  durch  Division 

, . cos  A — sin  7i  sin  (y  — y')  . , 

95)  tang  (ai  — i«)  = cos  A+Bin  „ sin  (T  _ «,/)  tong 

Auch  hat  man  nach  94) 


94) 


96) 


cos  (o* — j<o)  sin  A — sin  7t  cos  (y — y') 

( ’1  cos  * cos  A-f-sin  n sin  (y  — y')’ 

| sin  (0/  — 4w)  sin  Ä — sin  n cos  (y  — cp) 

tang  h sin  * cos  A — sin  n sin  (y  — 9p')’ 


* 

Alle  diese  Formeln  auf  ähnliche  Weise  wie  die  analogen  Formeln 
in  §.  3.  durch  Einführung  zweier  Hülfswinkel  zur  logarithmiscben 
Rechnung  bequem  einzurichten,  hat  nicht  die  mindeste  Schwie- 
rigkeit. i 

Auch  ergiebt  sich  aus  94)  leicht  , 


•;  >. 
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Nach  9)  ist  nun 

q'  sin  (x )'  cos  hl  = q sin  w cos  h , > 

q1  cos  u)'  cos  /i'~q  cos  o)  cos  h -+-  r sin  (<jp  — 

(>'  sin  # = q sin  h — r cos  (gp  — gp')  . 

oder  ' , 


\ 


/ 


. \ 


\ 


/ 
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— sin  o>'  cos  A'  = sin  a>  cos  A, 

9 ' 

• i 

» ' i 

— cos  o>'  cos  A'  = cos  o>  cos  sin  tt  sin  (y — y')> 

<?  ;•  v 

— sin  A’  = sin  h — sin  tt  cos  (y  — y'). 

Also  hat  immer  sin  w ' mit  sin  tu,  cos  a)'  mit 

cos  uj  cos  h -+-  sin  n sin  (y  — y'), 

» 

und  sin  h\  folglich  auch  tang  h\  mit  • 

sin  h — sin  it  cos  (y  — y') 

gleiches  Vorzeichen.  Daher  muss  man  in  dem  obigen  Ausdrucke 
von  tang  h das  obere  Zeichen  nehmen,  und  folglich 


/ 


V 
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setzen.  , 

Betrachtet  man  die  Erde  als  eine  Kugel,  so  ist  go  = gc/,  und 
aus  den  obigen  Gleichungen  ergiebt  sich  daher  unter  dieser  Vor- 
aussetzung auf  der  Stelle  w'rrw,  so  dass  also,  wenn  man  auf  die 
Abplattung  der  Erde  keine  Rücksicht  nimmt,  jederzeit  das  wahre 
und  scheinbare  Azimuth  einander  gleich  sind.  Ferner  erhält  man 
aus  den  obigen  Formeln  für  die  sphärische  Erde  leicht 


98)  tang  h'  = 


sin  h — sin  n 
cos  h 


oder 


n « 


366 


90)  tBng 


oder 


100)  tang  //=:tang  h — 


and  folglich 


-Ä,..  T '•  sin  n 

101)  lang  h - taug  h — —h 


und 


/ d.  i. 


1-j-tang  h taDg  A'=:  1 -f- tang  / 1 2 — 


1-f-tang  h tang  hi — 


8in7isin  A 
cos  A2  * 

1 — sin  n sin  A 


cos  A2 


Also  ist 


,,  ...  sin  n cos  A 

102)  t»,g  (i-*)=r-anrigT 

Aus  der  Gleichung  101)  folgt  auch  auf  der  Stelle 

. i 

103)  sin  (A — A')  = sin  n cos  A ' 


oder 

i 

sin  (A  — A')  _ 
cos  A' 

^also 

cos  K sin  (A  — A') 
cos  A'  — sin  (A  — A') 

oder 

sin  (90°  — A') -f*  sin  (A  — K)  . 
sin  (90°  — h)  — sin  (A  — A') 

- folglich 

nach  bekannten  Formeln 

104)  tang  (45°  -+-  \h  — A')  = tang  (45°  — \h)  cot  (45°  — 
oder 

105)  tang  (45°  H-  \h  — A')  = tang  (45°  — £A)  tang  (45°  -f-  $*)*.  • 

‘.Bis  auf  Glieder,  die  in  Bezug  auf  sin  tf  von  der  ersten  Ord- 
nung sind,,  ist  nach  .102)  für  die  sphärische  Erde  i,  , ....  t,  ut  li 

‘ r.;M  106)  tang  (A~A')  = sin  n cos  h 
oder  auch  :•:<  - 


M ' • 


1* 


107)  A — /l'z=Z7C  cos  A,  /i’—k  = — 7T  cos  A, 

welche  Formeln  bekanntlich  in  der  praktischen  Astronomie  sehr 
häufig  gebraucht  werden.  ' . . 
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Ueberlegt  man,  dass  die  Formeln  89)  aus  den  Formeln  28)  er. 
halten  werden,  wenn  man  in  letzteren  für  v> 


a)  d,  Tr,  j£,  9 


respectire 


U)y  ky  (I)'y  k' y TC y 0,  90°  + (<p  

setzt,  so  ergiebt  sich  ans  45)  auf  der  Stelle 


108) 


tang  u = sin  I ....  8hl* _ cot  (f  _ V) j 

I ö , , . A sin  u)  ($m  n sm  (9  — 9 ) y ' ) 

' - 

sin  n cos  (9  — 9') 


1 . . sm  w 1 , sin  n cos  (9  — 9') ) 

f tang  /i’  4=  -1 tang  h -t — [ ; 

" \ a sm  ui . ( ö cos  h j ) * 

r * * \ • . 

und  aus  55)  und  56) 

1AAV  , k sin  o)  k * sin  2o>  k * sin  3tu 

* sin  1'  2sin  1 


3sin  1' 


* *'  v 

und  ... 


k 4 sin  4fl> 
4sin  1" 


V . 


« t 


•VI 


.11  > 

» : . 


110)  /.-*  = * 8in  ^ f. 

’ sin  1 * 2sm  1 


* 2sin  1" 

sin  3((^*-A) 

3s  in  1" 

. / 

fi*  sin  4(4;- 

-A) 

4s  in  1" 

* 

— ’ * | 1 V /f  i * / 


wo  nach  57)  und  58)  » , , ...  . 

sin  n sin  (9  — £)  sin  n cos  (9-S9*) 

* COS  h 9 f*-~m  sül  C 

t \ ll«  I I / 

ist,  und  £ aus  der  Formel 

1,A\  1 jt. COS  -J((U  -f-  (0  1 v 

112)  cot  £ = tong  (sp  1 jf)  • 

bestimmt  werden  muss.  * v * - * « 

Ferner  ist  nach  64)  , 


'*  v’ i .1.  . Jt  Sin  (ü  ,i  r .. 

iioi  = — - — t~  sin  (< p — «/), 

...  ! • '113),/  •.,.<>  »COS  h y f.*;  1 

lr  n sin  (tj  — A)  • ■ A ’»  1 !>f  "- 

{ sm  ij  p • * * 1 ' <■  • • 

Für  die  sphärische  Erde  ist  £=90°,  /i  = sin  ny  und  folglich 
nach  110) 


cot  17  = -— cos  ü)  tang  (9  — 9'), 
n sin  co  ; 


\ * V •»'  V * 

> - - *•  1 '<•  1 * . j.  \ 


0»  t 


I 


> 


■r  li 


114)  h — /i'  = 


368  > 

sin  Tr  cos  A sin  n%  sin  2 A 
Hr 


sin  1' 


: > 


2sin  1" 
sin  7t*  cos  3Ä 
3sin  1" 
sin  n 4 sin  4A 
' 4sin  1" 


oder,  wenn  n in  Secunden  ausgedrückt  ist: 

• r ;•  " ? / -•  1 ’•  \ 

115)  h — A'  = 7r  cos  ra  sin  2A  . sin  1"  ( 

; ’ \n*  cos  3/6  .(sin  1";*  ' 

— sin  Mi . (sin  1")* 


'§•  7.  . 

Aufgabe.  Aus  dem  scheinbaren  Azimuth  und  der 
scheinbaren  Höhe  a>',  h’  das  wahre  Azimuth  und  die 
wahre  Höhe  o>,  h zu  finden. 

Auflösung.  Auf  ganz  ähnliche  Art  wie  im  vorigen  Paragra- 
phen erhält  man  aus  15)  die  Formeln 

* -*•  , * . ♦ . I 


:,\cot  w = 


116) 


cos  g/  cos  hl  — sin  n sin  (qp  — qr') 
sin  (ü  cos  K ’ 


. , sin  o»{sin  A* -f-sin  n’  cos  (<p  — qr>')t 

A = sin  "a>*  0»;  K 5 


aus  denen  sich  leicht  . 


117) 


sin  (a  cos  hl  ’ 

i ang  u)  cos  w'  cos  4'  — sjn  jj'  sjn  — qjy 

r ' 7 ’ , l ‘ , r 

_ , cos  to|sin  hl  -f-sin  tt'  cos  (y  — y')f 

o " cos  o)  cos  A'  — sin  ti  sin  (y  — <f') 


• < t . • . • 

ergiebt.  ‘Da  diese  Gleichungen  aus  den  Gleichungen  S9)  hervor- 
gehen, wenn  man  jn  den  letzteren  für  ...  - 


respective 


w,  h,  w',  h\  n,  gp,  sp'  . , . 

i , 

.'  , w',  //,  (Oj  h,  — n',  gp,  f 


setzt,  so  ist  es  leicht,  die  der  jetzigen  Aufgabe  entsprechenden  For- 
meln aus  den  im  vorigen  Paragraphen  entwickelten  Formeln  un- 
mittelbar abzuleiten. 

Aus  91)  erhält  man  auf  diese  Weise 

✓ ' 

ji . Lin  — sin  n’  sin  tu'  sin  (qp  — y')  h 

1 ' / sin  h'  _l_  sin  n'  r.ns  (rr>  — a>'l  ® * 


118) 


'cos 


’ sin  hl  ■+■  sin  n'  cos  (y  — y') 

. cos  hl  — sin  n'  cos  tu'  sin  (y  — y')  , , 

' J sin  A -f-  sm  7i  cos  (y  — gp  ) ° 
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und  aus  02)  ergiebt  sich 

, . ,*  sin  -rC  sin  w'  sin  (qr>  — or>') 

119)  tang  (ü) Ü)’)= 77 : J 7-. 

' ® 1 ' cos  h — sm^  cos  tu  sin  (</> — <p  ) 

Ferner  erhält  man  aus  95)  % 

1aAv  , , . ,v  COS  A' -f-sin  n’  sin  (a>  — a>)  , , 

120)  taug  ^-iV)  = cos/,-_5inn.  tang 

I N 

und  aus  90)  ergiebt  sich 


_ cos  (m  — ^to*)  sin  K -f-sin  rf  cos  (7  — 7»') 

cos  \<a'  * cos  A'  — sin  ri  sin  (q  — q')* 

sin  (a>  — fyo')  sin  K -f-sin  t(  cos  (q — q’) 

sin  * cos  A' -f-sin  ri  sin  (q — q')' 

Zu  bemerken  bat  man  auch , dass  immer  sin  oi  mit  sin  co', 
cos  ü)  mit 

• cos  (ür  cos  h’  — sin  n'  sin  (y  — <jp'), 


121) 


tang  h 
tang  h 


und  sin  h , also  auch  tang  /i,  mit 

sin  K sin  n’  cos  (<jp  — g>') 

gleiches  Vorzeichen  hat. 

Aus  97)  ergiebt  sich 


t 


x 


/ 


\ 


% 


Theil  UL 


21 


r 


\ 
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*2 


a 


II 


o 

O 

ui 


; ^ 
I 


Ol 

5‘ 


v>. 

5’ 

s 

I 

•e. 


Ci 

O 

CO 


E 

% 

M 


Q 

* 

+ 

Ul 

5' 

a 

% 

u 

5’ 


£. 

5* 

Sx 

+ 

2. 

5’ 


o 

o 

CO 


I 


% 

s—/ 

t 

CO 

5’ 

t 


Für  die  sphärische  Erde  ist  Dach  98) 


oder 


oder  auch 


, . sin  h'  -f-  sin  ri 

123)  lang  h = , 


. 2sin  &h'  -f-  ri)  cos  j(Ä'  — ri) 

124)  tan*  h = SSTJ  * 


, ,,  sin  ri 

125)  tang  ^ = tang  h 
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Ferner  ist  nach  102) 


, « . rw  v »\  sin  Ti  cos  fi 

, . '126)  tang  (4  — 4')  — -~.~  . — : — 

7 D ' 7 l-+-sm  rf  sin  h ' 

t • / , ^ 

und  nach  104) 

127)  tang  (45°  -h  — 4)  = tang  (45° — \h’)  cot  (45° — {tt')1 
oder 

128)  tang  (45° -f -\h'  — 4)  = tang  (45° — £4')  tang  (45° -f-^nr')*. 
' Nach  106)  ist  näherungsweise  für  die  sphärische  Erde 

129)  taug  (fi — /*')=:  sin  7i'  cos  4', 
oder  nach  107)  . . 

I . ,vx  p(.  • *.  . 

130)  4 — 4'  = Ttf  cos  h\  h \ ’ — 4 = — n’  cos  4'. 

i - 

Für  die  sphäroidische  Erde  ist  nach  108) 
taug  ^ = 

. 131)  { 


sin  (o)  — ft/)  ( sin  K . 

j"  * sin  it  sin  ( q>  — q‘)  C (SP  SP  ) } > 


’ , sin  ft)  sin  tC  cos  Ut>  — «>') )"  ' 

/ (tanK  4 = StaV  itan»  * ■+•  • cos  K i- 

'Nach  109)  ist 

, k sin  to'  , k * sin  2ft>’  . k * sin  3 co' 
132)  io  — co  = -r_— -+- 


sin  1' 


2sin  1" 
k*  sin  4 cd' 
4sin  1" 


3 sin  1' 


und  nach  110)  ist 


2s  in  1" 

t*9 

sin  3(f — h') 

3sin  1" 

sin  4(C  — A‘) 

4sin  1" 

— . . 

wo 


'?  ; * • * 


-„.v  , sin  n sin  (<p — y')  sin  n cos  (y  — y') 

- ' ~~  cos  h'  * sin  f 


cos  fi 

ist,  und  £ mittelst  der  Formel 

135)  cot  £ = — — Vfa_a.)  lang  (»  - <?') 

bestimmt  werden  muss. 

Aus  113)  ergiebt  sich 

(cot  r\  = cos  ü) ' tang  (gp  • — gp'), 

, 7*'  sin  co'  . , 

s,n 

, • sin  (» — h')  . , . / 

4 — 4'  = ■■■."•  • cos  (gp  — a>% 

■ J.  v . . sin  )7  y ; 

24* 


J 


/ 
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Für  die  sphärische  Erde  ist  nach  114) 

sin  ft  cos  4' 


137)  h — h'  = 


sin  1" 


sin 

ft7 

sin 

24' 

2s  in 

1" 

sin 

ft* 

cos 

34' 

3sin 

r 

sin 

ft* 

sin 

44' 

4sin 

1" 

oder,  wenn  ft  in  Secnnden  aasgedrückt  ist, 


138)  h — ft  =:ft  cos  ft  — ^ft2  sin  24'  . sin  1" 

— \ft*  cos  34'  . (sin  l")2 
-\-\ftA  sin  44'  . (sin  1")* 


Dass  man  in  allen  vorhergehenden  Formeln  für  ft  näherungsweise 
Tt  schreiben  kann,  ist  aus  §.  2.  bekannt.  Wollte  man  sich  dies 
aber  nicht  gestatten,  so  würde  man  sich  auf  folgende  Art  zu  ver- 
halten haben. 

Nach  18)  ist  im  vorliegenden  Falle,  wie  man  leicht  findet, 

139)  q2  = r2  -4-  q'2  -4-2r^'{siu  ft  cos  (cp — ft) 

. . . — cos  (ft  cos  ft  sin  (y — (p')\t 


oder,  wenn  man 

« i 

setzt, 


140)  cot  ff  = cos  u. / cot  ft 


141)  q2  = r2  -f-  q'2  2 rq' 


sin  4'  sin  (<r  — <p  -f-  ft) 
sin  a 


oder 


142)  q"1  -+• 


2 r sin  h'  sin  (er  — </>  ft) 


stn  a 


Q'  = {Q  — r)  (§  + r), 


mittelst  welcher  quadratischen  Gleichung  man  p',  und  daraus  mit- 
telst der  Formel  * * 

« 

T 9 

sin  ft=z—r 

ft  bestimmen  müsste.  Auch  ist,  wie  man  leicht  auf  ähnliche  Art 
wie  in  §.  4.  findet, 


143) 


cosec  ft 2 -+- 


2sin  4'  sin  (<r — y -+-<?') 
sin  a 


cosec  ftz=z  cot  TT*, 


mittelst  welcher  Gleichung  ft  unmittelbar  gefunden  werden  kann. 

* 

§.  8. 

Aufgabe.  Aus  der  wahren  Länge  und  Breite  A-,  ß die 
scheinbare  Länge  und  Breite  A',  ft  zu  finden. 


l 
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Auflösung.  Die  Ebenen  der  ocy  und  XY  seien  respective 
die  Ebene  der  Ekliptik  und  die  Ebene  des  Aequators.  Die  mit  ein* * 
ander  zusammenfallenden  positiven  Theile  der  Axen  der  x und  X 
seien  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  nach  dem  Anfangspunkte  des 
Widders  oder  dem  Frühlingspunkte  hin  gerichtet.  Die  positiver* 
Theile  der  Axen  der  <y  und  Y gehen  vom  Mittelpunkte  der  Erde 
respective  durch  den  neunzigsten  Grad  der  Längen  und  den  neun- 
zigsten Grad  der  Rectascensionen.  Die  positiven  Theile  der  Axen 
der  x und  Z sind  vom  Mittelpunkte  der  Erde  respective  nach  dem 
Nordpole  der  Ekliptik  und  dem  Nordpole  des  Aequators  hin  gerich- 
tet, Dies  vorausgesetzt  ist,  wenn  e die  Schiefe  der  Ekliptik  be- 
zeichnet, und  A und  gp  ganz  dieselbe  Bedeutung  haben  wie  in  §.  3., 
nach  12)  offenbar  ». 

sin  k cos  ß — sin  7t(sin  « sin  <p  -f-  cos  6 sin  A cos  qp) 
cos  k cos  ß — sin  n cos  A cos  <p  9 

cos  l'lsin  ß — sin  7i(cos  e sin  y — sin  -g  sin  A cos  <p)\ 
cos  k cos  ß — sin  n cos  A cos  qp 


Bezeichnen  wir  die  Coordinaten  des  Beobachtungsorts  in  Be- 
zug auf  die  Systeme  der  xyx  und  X YZ  jetzt  durch  Vx,  *1 
und  XM  Y,,  Z,,  dessen  polare  Coordinaten  in  Bezug  auf  das 
System  der  jcyx  durch  Z,  B , r;  so  ist,  weil  Ay  <p,  r offenbar 
seine  polaren  Coordinaten  in  Bezug  auf  das  System  der  XYZ 
sind  *) : 

ocx  = r cos  Z cos  B , 
yx  = r sin  I*  cos  B, 
xx  = r sin  B 

und 

Xt  = r cos  A cos  y,  ' . 

Yx  =r  sin  A cos  <jp, 

Zx  =zr  sin  <jp. 


Nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordinaten  ist  aber 

• / 

srs  Xj , 

% y,  ==  Y,  cos  f+Zj  cos  (90°  — s), 

xx  = Y,  cos  (90°  -J-«)  Zx  cos«; 

d.  i. 

\ * 

ÜC  y ^ X,  , 

y,  = Y,  cos  «-f-  Z,  sin  «, 

%y  = — Yy  sin  «-+-Z,  cos  «; 

\ 

also  nach  145)  und  146) 


\ 

*)  Um  die  Begriffe  zu  fixiren,  denken  wir  uns  den  Beobachtungsort  auf 
der  nördlichen  Hälfte  der  Erde  liegend. 
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!cos  JL  cos  B 
sio  Li  cos  B 
sin  B : 

und  folglich  nach  144) 


: cos  A cos  9, 

:sin  £ sin  9 -f- cos  £ sin  A cos  9, 
cos  £ sin  9 — sin  £ sin  A cos  9; 


148) 


sin  1 cos  ß — sin  n sin  L cos  B 

tang  cos  ^ cos  ß — sjn  n cos  cos  ß) 

ros  l'(sin  ß — «in  n sin  B ) 

tang  p cqs  ^ cqs  sjn  n cos  l cos  ß\ 


wobei  wir  bemerken,  dass  Li  und  B eigentlich  bloss  als  zwei  so, 
dass  den  drei  Gleichungen  147)  genügt  wird,  zu  bestimmende  Hülfs- 
winkel  zu  betrachten  sind. 

Aus  den  Gleichungen  147)  erhält  man  auf  der  Stelle 

Ir  sin  £-f- cos  t sin  A cot  9 
tang  Li  cos  A cot  9 ’ 

sin  Z?=sin  9(cos  £ — sin  £ sin  A cot  9); 
und  folglich,  wenn  mau  den  Hülfswinkel  10  mittelst 'der  Formel 

150)  tang  &>  = sin  A cot  9 

berechnet, 

^ sin  (f-f-ttQ  j 

* cos  A cos  tu  eot  9’ 

r sin  9 cos  (e  -f-  tu) 

t*i\  o ma 


sin 


cos  tu 


oder,  weil 


ist, 


151) 


sm  w 

cos  to  cot  9= — — z 
^ sm  A 


lta ug  L = sin  {e  + w), 

sin  B = — cos  (£-!-«;);• 

cos  tu  ' n 


mittelst  welcher  Formeln  L und  B leicht  berechnet  werden  können. 
Nach  147)  ist 

cos  JL  cos  B = cos  A cos  9, 

iko\  Jsin  B cos  B = — sin  ( £ -f-  tu), 

lo£)  < cos  tu  v ' 

. „ sin  9 . , ' 

sin  B — — cos  (£  + «>); 

r.ne  tu  ' * 


COS  W 


und  da  L und  B so  bestimmt  werden  müssen,  dass  diesen  drei 
Gleichungen  zugleich  .genügt  wird,  so  muss  man,  indem  man  den 
absoluten  Werth  von  B , was  offenbar  verstattet  ist,  nicht  grösser 
als  4 TV  nimmt,  mittelst  der  ersten  der  beiden  Formeln  151)  die 
Grösse  L immer  so  bestimmen,  dass  ...  ... 


/ 1 
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375  , 

cos  L mit  cos  A 


und 


sin 


» 

^ sin  («4-«/) 

JL  mit  — — — — 


COS  IV 


gleiches  Vorzeichen  erhält. 

Die  Gleichungen  148)  gehen  aus  den  Gleichungen  28)  hervor, 
wenn  man  in  den  letzteren  für 

a,  d,  A.)  tp 

respective  " ‘ ; 

ßs  ß'i  ™ & 

• / 

setzt.  ■ Also  ist  nach  31) 


153) 


sin  n cos  B sin  ( L — 1) 
tang  (A  a^  cos  ß — gjn  n CQS  ß cos 

. [r  cos  ß sin  (L  — A) 

tan8  l"  *)  — cos  ß cos  (£  — A)— -sin  7i  cos  B' 


% Nach  35)  ist 

, , „v  cos  5 4- sin  n cos  B , t/r  ,> 

154)  tang  U(£  l)  - V|  = c08  jj  Isio  „ cos  B *»»» 

t * 4 f 

und  nach  36)  ist 


155) 


Rl sin  {^(^4-A)  — A*{  sin  ß — sin  n sin  B 

tang  p sin  UL  — A)  * cos  8 4-  sin  n cos  B ’ 


UL  — A)  ' cos  ß 

cos  )£(£>4-A)  — A'{  sin  ß — sin  n sin  B 

tang  p cos  £(£  — A)  * cos  ß — sin  n cos  B' 

, * 

* 

Auch  ist  zu  bemerken,  dass 

cos  V mit  cos  % cos  ß — sin  n cos  L cos  ß, 

sin  V mit  sin  A cos  ß — sin  n sin  JL  cos  B , 

✓ 

V % 

und  sin  ß',  also  auch  tang  ß ',  mit 

sin  ß — sin  n sin  B 

gleiches  Vorzeichen  hat.  - 
Nach  39)  ist 
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Aus  45)  ergiebt  sich 


5i 


a 

o 

er 
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o 
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M« 

9 
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5# 

a 

cr_ 

5’ 

fib 


. ✓ 


157) 


o,  sin  (1  — A')  , sin  0 , 

ite  g ^ — sin  (£  — A)  ^sin  7i  cos  ^ tan8 


tang  ß'z 
Nach  55)  und  56)  ist 


sin  (L  — A')  /A 0 sin  n sin  B \ 

sin  (t_i)  <tons  P iw*- >• 
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v 


t.tn  , „ £ sin  (/,  — X)  , k*  sin  2(Z  — X) 

15»)  X - X = -r—f  I-  ■ ^iTr 


’ , r j ** 


k 3 sin  3(Z  — 1) 
> . 2sin  1" 
sin  4(Z  — X) 
4s  in  1" 


k n. 


und 


4 


1Ka\  o O, f*  s‘tn  (C  — ß)  , /*2  sin  2(c  — 

i :5 V P ~ ^ - sin  1"  ■ 2s  in  1"  ’ 

% * ‘ ' ,,  sin  3(£  — ß) 

' 3s  in  1" 

/*4  sin  4(C— ft) 
4sin  1" 


• • • • • 


wo 


160)  k — 


sin  n cos  B 


(l=z 


sin  »sin# 
sin  C 


cos  ft 

. _ . ,n  __ 

ist,  und  £ mittelst  der  Formel 

161)  cot  i = — - cos 

7 cos  £(X  — X) 

bestimmt  werden  muss. 

Nach  64)  ist 

cot  i?=r  cot  B cos  (Zj  — X), 

. V 162)  J*  — * — COS  ß 5 (L~l)> 

\-Pz=-  ,in  - sin  (ij  — ß). 
r r sm  t}  * • M rj 


»•  9- 

Aufgabe . Aus  der  scheinbaren  Länge  und  Breite  X', 
ß'  die  wahre  Länge  und  Breite  X,  ß zu  finden.  • 

.Auflösung.  Ganz  auf  ähnliche  Art  wie  in  der  vorigen  Auf- 
gabe erhält  man  aus  16) 

Isin  X'  cos  ft' -f- sin  ^(sin  « sin  qp-f-cos  e sin  A cos  (p) 
tang  x ^öslTTör^~^^ir77~cör~A~cör^p~~~~~~mm"' 

. cos  Xjsin  ft' -1- sin  ri (cos  s sin  y — sin  e sin  A cos  y)| 
tang  p = ' cos  X'  cos  ft' -f- sin  n’  cos  A cos  <jp  * 

welche  Formeln  aus  144)  hervorgehen,  wenn  man  für 

X,  ß,  X',  ß? t 7F,  £,  A,  (p 

respective 
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A/,  ß,i  X,  ß9  — 7tf , At  (f 

* ^ * ♦ ** 

setzt.  Also  hat  man  nach  150)  und  151) 

164)  tang  <0  = sin  A cot  <p 


und 


165) 


! fang  Z,  = ^^  sin  (£  + «.),  • 

* r 

• sin  ® , v 

sm  B — cos  (t  — |—  «?) ; 

cos  ' 1 


und  mittelst  der  ersten  dieser  beiden  Gleichungen  muss,  indem  man 
den  absoluten  Werth  von  B nicht  grösser  als  \n  nimmt,  L so  be- 
stimmt werden,  dass 

cos  L mit  cos  A • 

und 

. i r sin  (e-+-tv) 
sin  L mit 


166) 


cos  w 

gleiches  Vorzeichen  erhält. 

Nach  153)  ist 

. sin  71*  cos  B sin  (L  — X') 

!tang  (A  Aj—  cos  ß'  + sin  rf  cos  B cos  (L  — Xy 

I.  ,r  cos  p sin  (L  — X’) 

tang  (L  X) — £os  p sin  + ^ cos  ß- 

Nach  154)  und  155)  ist 
167)  tang  = 

und  ; 


168) 


. * sin  \%(L-+-X')  — sin  /S'-f-sin  if  sin  B 

| an£  P sin  ^ — Jl#)  < * cos  ff  — sin  n’  cos  B ’ 

L a cos  jjr(Z/-fr-A')  — !.{  sin  ß'-j-sin  rt  sin  B 

ang  P cos  — jt')  * cos  fl  -{-sin  7i'  cos  B% 


Auch  ist  zu  bemerken,  dass 

; i , , . 

cos  X mit  cos  X 1 cos  ß'-i-sin  irf  cos  L cos  By 
sin  X mit  sin  X ' cos  /S'-f-sin  n’  sin  ^ cos  Ä, 

und  sin  ß\  also  auch  tang  ß’y  mit 

' i v ' I * ; • V 

sin  /^-f-sin  n'  sin  B 

# 1 

gleiches  Vorzeichen  hat.  . . 

Nach  156)  ist 
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Nach  157)  ist 


u. 


170) 


' sin  (X  — X')  , sin  (T  ■ '■  < > 

t«“g/=si„  (L-X)  ^T^iB + tan« 


sin  ( L — A) 


sin  tC  sin  B, 


“>ng  P = sin  (t-r)  (‘ang  ß’ + cos  ^ 
Nach  158)  und  159)  ist 


). 
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171)  V i = k sin  | k 3 sin  2(£  — *')  , 


sm  1”  2sin  1' 

k*  sin  3 (L  — A') 
3sin  1" 

k*  sin  h(L  — X') 
4sin  1" 


und 


172)  ß'-ß  = 


(x  sin  jC-p)  fi*  sin  2(£  — f) 
sin  1"  2s  in  1" 

p*  sin  3(£-f) 
3sin  1" 

_»  ix*  sin  *(£  — ?) 
^ 4sin  1" 


wo 


173)  fc  —— sin  7t'  cos  B sin  rf  sin  B 


COS  ß’ 

ist,  und  £ mittelst  der  Formel 


sin  C 


174)  cot 


bestimmt  werden  muss. 
Nach  162)  ist 


cot  tj=z  cot  B cos  {L  — JL'), 

li  ai ^ cos  B . f . .. 

175)  r~ 1 = ~Tos~/}- " sm  (■£—*')• 

f U ^ sm  B , f ru\ 

'p  — ß ~~7^r—  sin  (7  — /?')• 


sm  tj 


Dass  man  in  allen  diesen  Formeln  näherungsweise  n für  n’  setzen 
kann,  wissen  wir  aus  §.  2.  Wollte  man  sich  diese  Näherung  nicht 
gestatten,  so  müsste  man  auf  ganz  ähnliche  Art,  wie  in  §.  4.  und 
§.  7.  gezeigt  worden  ist,  verfuhren,  was  wir  hier  der  Kürze  we- 
gen nicht  wiederholen  wollen.  • 


§.  10. 


/ 


Bezeichnet  man  durch  D den  aus  dem  Mittelpunkte  C der 
Erde,  durch  D den  aus  dem  Orte  0 gesehenen  scheinbaren  Halb-- 
messer  des  Weltkörpers  W , so  ist  offenbar 


und  folglich 


176)  q sin  Dz=zq'  sin  D\ 


177)  SLf  = JL. 
* sm  D p 
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Weil  nun  nach  9)  x 

/ • t 

— cos  A'  cos  ß'  ==  cos  A cos  ß — sin  n cos  A cos  9, 

* 

I -f 

I—  sin  A'  cos  fl  = sin  A cos  ß 
] Q r . 

\ _ — sin  7r(sin  0 sin  9 + sin  A cos  0 cos  9 ), 

sin  fl  ==  sin  ß — sin  7r(cos  0 sin  9 


— sin  A sin  0 cos  9) 


ist,  so  ist  nach  177) 


179)  ^ = 


cos  1'  cos  fl 


sin  D cos  X cos  ß — sin  n cos  A cos  9 
- sin  V cos  fl 


sin  X cos  ß — sin  7r(sin  0 sin  9 sin  A cos  0 cos  9) 

it  : ;•  » sin  fl ' 


t < 1- 


“sin  ß — sin  n( cos  0 sin  9 — sin  A sin  0 cos  9)’ 


Multiplicirt  man  die  zweite  und  dritte  der  Gleichungen  17S)  re« 
spective  mit  sin  0 und  cos  0,  und  addirt  die  Gleichungen  dann  zu 
einander,  so  erhält  man 

(sin  ß’  cos  0 ■+■  sin  A'  cos  fl  sin  0) 

==sin  ß cos  0-f-sin  A cos  ß sin  0 — sin  7t  sin  9, 
und  folglich 

• *».%**»*  1-  ^ * 4 * 

s*n  ^ sin  fl  cos  0-f-sin  X’  cos  fl  sin  0 

' sin  D “ “ sin  ß cos  0-f-sin  X cos  ß sin  0 — sin  n sin  9’ 

welcher  Ausdruck  die  Grosse  A gar  nicht  mehr  enthält. 

Aus  diesen  allgemeinen  Formeln  erhält  man,  weun  die  in  §.  3. 
gebrauchten  Zeichen  auch  jetzt  ihre  dortige  Bedeutung  behalten: 


iei\  — 

15AJ  «in  n 


cos  a cos  (T 


sin  D cos  a cos  d — sin  n cos  A cos  9 

sin  a!  cos  <T 

sin  a cos  d — sin  n sin  A cos  9 

sin 

sin  a — sin  n sin  9* 

Eben  so  hat  man,  wenn  die  in  §.  6..  gebrauchten  Zeichen  auch 
jetzt  ihre  dortige  Bedeutung  behalten: 


■ 1 


✓ 
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i«9\  sin  ^ - sin  tu'  cos  K 

' sin  Ü sin  tu  cos  A 


cos  a>'  cos  K 


cos  tu  cos  A -f-  sin  n sin  (<p  — <p ') 
sin  h' 


siri  A — sin  n cos  ( <p  — <p') 

, sin  h'  sin  y'  — cos  tu'  cos  K cos  y' , 

sin  A sin  <j>  — cos  tu  cos  A cos  q>  — sin  n sin  tp 

Betrachtet  man  die  Erde  als  eine  Kugel,  so  ist  (p  — <pr,  und 
folglich 

183)  = . *‘n  h-. • ' 

’ sm  U sin  A, — sin  n v 

oder 

' • t t*  . . ^ 

ira\  s*n  & sin  K 

* sin  D ~~  2sin  £(A  — n)  cos  £(A-H7r)‘ 

Unter  der  in  Rede  stehenden  Voraussetzung  ist  aber  nach  §.  6, 
auch  immer  wz=z  o/,  und  folglich  nach  der  ersten  und  zweiten  der 
Gleichungen  182)  auch 

■'  sin  D cos  A'  *'  ' 

1Äi>'  sin  D ~ cos  A * 

I r i . » 

Endlich  hat  man,  wenn  die  in  §.  8.  gebrauchten  Zeichen  auch 
jetzt  noch  ihre  dortige  Bedeutung  hebalten: 


186)  “Lg  = 

7 sin  D 


cos  X'  cos  ß' 


cos  X cos  ß — sin  7i  cos  A cos  qp 
- sin  X cos  ß ' 


" sin  X cos  ß — sin  7i(sin  t sin  tp  sin  A cos  e cos  q>) 

• sin  ß * • . • 

sin  ß — sin  7i(cos  e sin  ip  — sin  A sin  e cos  <p) 

sin  ß"  cos  t-f-sin  X'  cos  ff  sin  s 

sin  ß cos  t-f-sin  X cos  ß sin  € — sin  n sin  tp 

* . •;  • 

Wegen  der  Kleinheit  von  D und  D7  kann  man  in  allen  vorher- 
gehenden Formeln  näherungsweise 


sin  U 
sin  D 


*L 

D 


setzen. 
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XLI. 


Rein  geometrische  Behandlung  der  im  Archiv 
der  Mathematik  und  Physik  Th.  III.  Heft  1. 
S.  40  vorgelegten  geodätischen  Aufgabe. 

Von 

r , , i « 

Herrn  Fr.  Seydewitz 


Oberlehrer  am  Gymnasium  zu  Heiligenstadt. 

,!  . v 


• Aufgabe. 

Es  seien  (Taf.  V.  Fig.  1.)  zwei  Punkte  M und  Mx  ge- 
geben; man  soll  durch  den  Punkt  M drei  unter  gegebe- 
nen Winkeln  gegen  einander  geneigte  gerade  Linien 
MA,  MB,  MC \ durch  den  Punkt  Mx  drei  ebenfalls  unter 

gegebenen  Winkeln  gegen  einander  geneigte  gerade 
inien  MXA,  MXB,  MXC  so  leg«n,  dass  das  durch  die 
Durchschnittspunkte  A , B,  C der  Linien  MA  und  MXA, 
MB  und  MXB,  MC  und  MXC  bestimmte  Dreieck  einem 
gegebenen  Dreiecke  ähnlich  sei.  • . 


' Auflösung. 

IV  Betrachtet  man  eine  jede  der  Figuren  MABC  und  MXABC 
zunächst  für  sich  und  unabhängig  von  der  anderen,  z.  B.  die 
erstere  in  der  Lage  der  Figur  MAxBlCl , und  denkt  sich  durch 
einen  beliebigen  Punkt  Mx  der  Linie  MAX  (oder  MBX , MCX)  mit 
AXBX  und  AXCX  bezüglich  die  Parallelen  Mxb  und  Mxc  gelegt, 
weiche  die  Linien  MBX  ,und  MCX  bezüglich  in  den  Punkten  b und 
c schneiden,  so  verhält  sich:  • 

Mxb  : AxBx=zMMx  ; MAx=Mxc  i AXCX, 


also 

Ferner  ist 


Mxb  : Mxc=:AxBx  : AXCX . 


jL.bMxc  = jLBxAxCx=L  BA  C 

Da  nun  /\xAlBxCx  oder  ABC  einem  gegebenen  Dreiecke  ähnlich 
ist,  so  ist  das  Verbältniss  der  Linien  Mxb  und  Mxc , und  der  Win* 
kel  Winkel  bMxc  gegeben.  Es  ist  aber  auch  der  Punkt  Mx  und 
die  gerade  Linie  MBX  (MCX),  welcher  der  Punkt  b angehört,  ge- 
geben, indem  die  Linie  MAX  als  beliebige,  und  der  Winkel 
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BXMAX  gegeben  ist;  also  ist  auch,  nach  einem  bekannten  Local- 
theorem, eine  gerade  Linie  cy  als  Ort  des  Punktes  c gegeben. 
Dieser  Punkt  gehört  aber  auch  der  Linie  MCX  (MBA  an,  welche 
durch  den  Winkel  CXMAX  gegeben  ist;  also  ist  uieser  Punkt 
selbst,  und  somit  sind  unter  anderen  die  Winkel  MMxb  und  MbMx , 
und  die  ihnen  gleichen  MAB  und  MBA  gegeben.  Dasselbe  gilt 
andererseits  von  den  Winkeln  MyAB  und  MXBA. 

2)  Demnach  sind  auch  die  Wrinkel  MAMX  und  MBMX  gege- 
ben, und,  da  die  Punkte  M und  Mx , so  sind  auch  die  Kreise  um 
MAMX  und  um  MBMX  gegeben.  Es  sind  aber  auch  die  Periphe- 
rie -W'inkel  MAB  und  MBA , folglich  die  ihnen  zugehörigen  Bo- 
gen dieser  Kreise,  und  somit  auf  dem  Umfange  eines  jeden  ein 
Punkt  S gegeben,  in  welchem  derselbe  von  der  geraden  Linie  AB 
geschnitten  wird.  Also  ist  die  Linie  AB  der  Richtung  noch,  die 
Punkte  A und  B und  sonach  auch  der  Punkt  C gegeben  — oder: 
weil  der  Kreis  um  MAMX , auf  seinem  Umfange  der  Punkt  Sx  und 
die  Winkel  ßJBS  und  MXBS  gegeben  sind,  so  sind  es  auch  die 
Kreise  um  MBS  und  um  MxBSf  also  ihr  Durchschnittspunkt 
ßy  die  gerade  Linie  SB  u.  s.  w. 


K onstruktion. 

\. 

1)  Man  gebe  den  geraden  Linien  Mb  und  Mc  gegen  MMrx , 
und  aen  geraden  Linien  Mxbx  und  Mxcx  gegen  Mx ßf  bezüglich 
die  Neigungen,  welche  die  Linien  MB  und  MC  gegen  MAX  und 
die  Linien  MXB  und  MXC  gegen  MXA  erhalten  sollen.  Vom 
Punkte  Mx  fälle  man  auf  eine  der  Linien  Mbx  Mcx  z.  B.  auf  ßfby 
die  Senkrechte  Mx ßx  und  construire  über  Mxß  eiu  dem  gegebenen 
ähnliches  Dreieck  Mxßyx  mit  Rücksicht  auf  die  Art,  wie  die  Win- 
kel des  ersteren  den  gegebenen  Neigungswinkeln  der  Linien  MA , 
MBy  MC  entsprechen  sollen.  Solcher  Dreiecke  gibt  es  auf  jeder 
Seite  von  Mxß  eines.  Auf  Mxy  errichte  man  in  y die  Senkrechte 
yCy  und  verbinde  den  Punkt  cy  wo  letztere  die  Linie  Mc  schneidet, 
mit  Mx  durch  Mxc\  mache  endlich  L_cM xb  = L.yMxß  und  ver- 
binde den  Punkt  by  den  Durchschnitt  der  Linien  Mb  und  Mxby 
mit  c durch  die  Linie  bc.  So,  erhält  man  ein  Dreieck  Mxbcx  und 
durch  dasselbe  Verfahren  iu  Bezug  auf  den  Punkt  M und  die  Li- 
nien MxbXy  Mxcx  ein  anderes  Dreieck  Mbxcx , welche  beide  dam 
gegebenen  ähnlich  sind. 

2)  Die  entsprechenden  Seiten  Mxb  und  Mbx1  Mxc  und  Mcx 
dieser  beiden  Dreiecke  mögen  sich  bezüglich  in  den  Punkten  Sy  O 
schneiden.-  Man  beschreibe  nun  um  die  drei  Dreiecke  MMXS  (oder 
MMxO)y  MbS  und  MxbxS  drei  Kreise,  von  denen  die  beiden  letz- 
tem Bich  zum  zweiten  Mal  im  Punkte  B schneiden,  verbinde  S 
mit  B durch  die  gerade  Linie  SBt  die  den  Kreis  um  MSMX  zum 
zweiten  Mal  im  Punkte  A schneidet,  endlich  den  Punkt  O mit  A 
durch  OA,  und  den  Punkt  Q (oder  #,),  wo  die  Seite  bc ‘ (oder 
bxcx ) den  Kreis  um  MSb  (MxSbx)  noch  einmal  schneidet,  mit  dem 
Punkte  ß durch  BQy  welche  der  Linie  OA  in  C begegnet;  so 
sind  die  Punkte  A , By  C die  Durchschnitte  der  gesuchten  Linien. 

Anmerkung:  Da  es  zwei  Dreiecke  Mxbc  und  zwei  Dreiecke 
Mbxcx  gibt,  so  hat  die  Aufgabe  im  Allgemeinen  vier  Auflösungen. 
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Beweis. 

1)  Da  L Mxyc  — [_  Mx ßb  — B,  und  {_  yMx ß — £_  cMx b,  also' 
auch  LyMxc  — LßMxbx  so  ist  A Mxcy  co  A Mxbßx  »Iso  verhält 
sich  cMx  : bMx  = yMx  : ßMx,  folglich  ist  A Mxbc  dem  A Mxßy 
und  somit  dem  gegebenen  Dreiecke  ähnlich.  Ebenso  ist  A Mbxcx 
dem  gegebenen  ähnlich. 

2)  Da  nun  i,  bMxc=.  L.  bxMcx=:  /_  SMxOi  so  lie^t  der 
' Punkt  0 auf  dem  Umfange  des  Kreises  um  MSMX ; folglich  ist 

LB*AC=:L  OAS=:L  OM1S~Li'Mxcz=:L?>1Mcx, 

und 

A CBA  = L QbS=zLcbMx=:LcxbxM. 

Also  ist  das  Dreieck  ABC  dem  gegebenen  ähnlich. 

3)  Da  einerseits 

MMXS  ==  L MAS,  und  LMbSz=zLMBS ; 
andererseits  / 

LMxMSz=szLMxASx  und  LMxbxS=zLMxBS-, 

so  ist 

• . « > • 

...  L MMXS  — L MbS  = L MAS—  L MBS  und 
' L MXM8—  L MxbxS=L  MxAS  — l Mx BS,  d.  h.  ; ' 

L bMMx  = L BMA  und  L bxMxM=  L BMXA. 

4)  Da  A MMxb  co  A MAB , A Mx  bcco  A ABC \ 

. ^ A MxMbx  co  A MXAB,  kMbxcx  cO^ABC, 
so  verhält  sich 

MMX  : MA  — bMx  : BA~cMx  : CA\ 

' MXM : MxA  = bxM:  BA  = cxM  : CA-, 
also  MMX  : MA  = cMi  ' CA ; 

MXM  : MXA  = cxM  : CA. 

/ 

Aber  auch  / 

, L cMxM~  i_  CAM , und  LcxMMx  = A CAMX ; 
folglich 

A MMxc  co  A MAC und  A MxMcx  co  A MXAC, 
also  . ‘ • 

A cMMx  =L  CMAf  und  LcxMxM=L  CM kA\ 

q.  e.  d. 


/ 


> ••  » 

Theil  UI.  » 25 


Digitized  by  Google 


386 


* 


XLII. 

Einige  Satze  von  Sechsecken,  weiche  in  oder 
um  einen  Kegelschnitt  beschrieben  sind. 

Von 

Herrn  Doctor  O.,  Sclilöinilch 

v zu  Weimar. 


Sei  in  Tnf.  V.  Fig.  2.  ahcdef  ein  Sechseck,  dessen  Spitzen 
in  der  Peripherie  eines  Kegelschnitts  liegen.  Jede  Hauptdiagonale 
wie  ad  theilt  dasselbe  in  2 Vierecke  abcd  und  defa,  in  welchen 
wir  die  einander  gegenüberliegenden  Seiten  verlängern,  bis  sie  die 
Gerade  ad  in  den  Punkten  «,  und  «3  schneiden.  Verfahren  wir 
ebenso  mit  den  übrigen  Hauptdiagonalen  und  den  ihnen  gegenüber- 
stehenden Seiten,  so  entstehen  im  Ganzen  6 solcher  Durchschnitte 
ßi>  ß*>  fu  Von  diesen  liegen  3 und  3 in  einer 
Geraden,  so  dass  es  zwei  solcher  Geraden  a,/92^a  und  azß,yt 
giebt,  die  wir  ;;  und  q nennen  wollen.  Nach  Pascul’s  Satz  liegen 
aber  auch  die  Durchschnitte  der  3 Paar  Gegenseiten,  nämlich  die 
Punkte  d,,  ö7,  d3,  in  einer  Geraden  r.  Diese  3 Geraden  p , q , 
r schneiden  sich  in  einem  Punkte.' 

Der  vorstehende  Doppelsatz  lässt  sich  sehr  einfach  mit  Hülfe 
der  pcrspectivischcn  Projektion  erweisen,  indem  man  die  letztere 
in  ihrer  einfachsten  Gestalt  anwendet,  wie  dies  in  einem  früheren 
Aufsätze  von  mir  (Archiv.  Bund  I.  S.  248)  geschehen  ist. 

Alan  nehme  zuerst  die  Gerade  u,ßl  als  Polare  des  Kegelschnitts 
an.  Dann  lässt  sich  derselbe  so  projiciren,  dass  die  Projektion  ein 
Kreis  ist,  in  welchem  die  Geraden  A f)  und  BC , BE  und  AF 
einander  parallel  laufen  (weil  sich  die  entsprechenden  Geraden  ad 
und  bc , be  und  af  auf  der  Polare  schneiden).  Nun  sagt  aber  ein 
Satz  der  Elementargeometrie: 

„Zwischen  parallelen  Sehnen  liegen  gleiche  Kreisbogen“ 
und  umgekehrt:  „Sind  die  Bogen  zwischen  zwei  Sehnen 

fleich,  so  laufen  die  letzteren  einander  parallel.“ 
er  in  Taf.  V.  Fig.  3.  AD\\BCt  BE\\AF ; so  folgt 

daraus 

arc  AB  ==  arc  CD,  arc  AB  = arc  EF 

mithin  auch 

arc  CD=z  arc  EF 

so  dass  also  CF  ||  DE  ist.  Der  Durchschnitt  y2  der  entsprechen- 
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den  Geraden  cf  und  de  in  Tof.  V.  Fig.  2.  muss  daher  mit  auf 
der  Polaren  a,/J,  liegen. 

Nimmt  man  ebenso  a2ß}  als  Polare  an,  so  wird  ganz  analog 
gezeigt,  dass  auch  y,  auf  dieser  Geraden  liegen  muss;  und  damit 
ist  der  erste  Theil  unseres  Satzes  bewiesen,  dass  nämlich  sowohl 
«, ß2y2  als  a2ßty,  eine  Gerade  bilden. 

Es  werde  jetzt  die  Gerade  d,<J2d,,  in  welcher  die  Durchschnitte 
der  Gegenseiten  liegen,  als  Polare  angenommen  und  demgemäss  der 
Kegelsehuitt  projizirt.  Es  entspricht  ihm  dann  in  Tof.  V.  Fig.  4. 
ein  Kreis  mit  einem  Sehnenseciiseck,  dessen  Gegenseiten  einander 
paarweis  parallel  laufen.  Auch  von  diesem  muss  der  obenbewie- 
sene Satz  gelten,  dass  nämlich  sowohl  u>xß2y2  als  u2ßxyx  *n  einer 
Geraden  liegen.  Die  gegenseitige  Lage  dieser  beiden  Geradeu 
ist  leicht  zu  ermitteln.  Denn  man  hat  ^AHyxoo^  ÜHy2% 
A CHux  co  A FHa„  endlich  ^AHF co  ^CHDX  woraus  der  Reihe 
nach  die  Proportionen  fliessen: 

...  , . AH  : Hy,  = DH : Hy%  , - 

. . ..  CH  : Hat  = FH  : Ha,  * 

AH  . DH— FH  . CH. 

• » 

Durch  Vergleichung  der  letzteren  mit  den  beiden  ersten  hat  man 

Hyt  * Hy,  = Ha,  : Hax  * 

oder"''  ' ‘ •'  * 1 ' • • ■' 

///,  : Ha2  = Hy2  : //«, 

woraus  folgt,  dass  a2yx  ||  axy2,  also  auch  die  Gerade  axß2y,  j|  a2ßxyx 
ist,  mithin  die  gleichnamigen  Geraden  in  Taf.  V.  Fig.  2.  sich  auf 
der  Polare  SXS2S3  schneiden.  D.  b.  die  3 Geraden  uxß,y,i  ^%ßxyx 
und  Sx6263  schneiden  sich  in  einem  Puukte  w.  z.  b.  w. 

Vermöge  der  ,.thlorie  des  polaires  reciproqnes**  leitet  man  dar- 
aus den  folgenden  Satz  ab. 

Sei  abebef  ein  beliebiges  einem  Kegelschnitt  umschriebenes 
Sechseck,  dessen  Seiten  ab,  bc,  ..u.s.w.  der  Reihe  nach  b , c.  d, 
ex  f heissen  mögen.  Von  den  Durchschnitten  je  zweier  Gegensei- 
ten a und  d,  b und  e,  c und  f ziehe  man  Gerade  nach  den  jedes- 
maligen beiden  übrigen  Ecken  des  Sechsecks;  also  vom  Durchschnitt 
(ad)  nach  c und  f u.  s.  f.  So  entstehen  6 Gerade,  diese  schnei- 
den sich  zu  3 und  3 in  einem  Punkte,  so  dass  es  zwei  sol- 
cher Punkte  q giebt. 

Nach  Briancuon’s  Satz  schneiden  sieb  auch  die  3 Hauptdiago- 
nalen des  Tangentensecbsecks  in  einem  Punkte  r.  Diese  3 
Punkte  Pi  qx  r,  liegen  in  einer  Geraden. 

Ein  anderer  mittelst  der  nämlichen  Principien  leicht  zu  erwei- 
sender Satz  ist  folgender. 

In  einem  Sehnenseciiseck  verlängere  man  diejenigen  Diagona- 
len, welche  von  denselben  ein  Dreieck  absebneiden,  bis  sich  die 
einander  gegenüberliegenden  Diagonalen  dieser  Art  schneiden. 
Man  nenne  £,  den  Durchschnitt  von  bf  und  ce>  (2  den  von  ac  und  , 
dfi  f,  den  von  bd  und  ae.  Je  zwei  dieser  Punkte  liegen  mit  einem 
der  Durchschnitte  der  Gegenseiten  6X,  (J3,  d3  in  einer  Geraden. 
Es  giebt  daher  3 solcher  Geraden,  nämlich  £,£ad,,  *»*3^1« 
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Id  einem  Tangentensechseck , dessen  Seiten  or,  d,  c , d,  e,  f 
heissen  mögen,  verbinde  man  mit  einander  die  Durchschnitte  der 
Seiten  6,  f und  c,  e*,  der  Seiten  c,  a und  d , f und  der  Seiten 
d , b und  e,  a.  So  entstehen  3 Gerade  £,,  £3,  £,.  Sind  ferner 
d,,  d3,  d3  die  3 Hauptdiagonalen  des  Sechsecks,  so  schneiden  sich 
je  zwei  der  Geraden  £ mit  einer  der  Diagonalen  d in  einem  Punkte. 


XLIII. 


Ueber  ausgezeichnete  Sehnen  im  Kreise,  die 

durch  einen  bestimmten  Punkt  gehen. 

# 

Von  dem 

Herrn  - Doctor  B ü c h n c r 

Lehrer  der  Mathematik  am  Herzoglichen  Gymnasium  zu  Hildburghausen. 


Von  den  Ergebnissen  der  folgenden  Untersuchung  finden  sich 
hin  und  wieder  eiuige  in  geometrischen  Werken  angeführt,  der 
Verfasser  kann  sich  aber  nicht  erinnern,  diese  alle,  und  zugleich 
unter  einem  gemeinsamen  Gesichtspunkt  vereinigt,  vorgefunden  zu 
haben.  Es  waren  sogar  ihm  etliche  gänzlich  neu  und  daher  Grund, 
w%rum  er  die  Frage  in  grösserer  Ausdehnung  der  Untersuchung 
unterwarf.  Auch  der  einfache  gewöhnliche  Weg,  welchen  er  ein- 
schlug, wurde  nicht  ohne  Ursache  gewählt,  da  audere  nicht  so  viele 
Antworten  auf  ein  Mal  darboten.  » 

Wenn  durch  einen  beliebig  zu  wählenden  Punkt  (y,  d)  eine 
gerade  Linie  so  gelegt  werden  soll,  dass  sie  einen  gegebenen 
Kreis  durchschneidet  uud  dass  die  so  entstehende  Sehne  einen  aus- 
gezeichneten Werth  erhält,  welchen  Winkel  muss  sie  mit  der  Ab- 
scissenaxe  bilden? 

Ist  die  Gleichung  des  gegebenen  Kreises  vom  Mittelpunkte  aus 
genommen:  y2  — r*,  y,  d Ordinate  und  Ahscisse  des  will- 

kührÜch  zu  bestimmenden  Punktes,  und  nimmt  man  letzteren  noch 
zum  Anfangspunkt  eiues  rechtwinkligen  Coordinatensystems,  so 
wird  aus  der  ersten  (y  -f-  y)2  (.r  -|-  dja  = r2.  Die  trigonometri- 

sche Tangente  des  Winkels,  uuter  welchem  die  Sehne  die  Abscis- 
senaxe  schneidet,  heisse  kurz  x,  so  folgt  für  die  Gleichung  der  in 
Rede  stehenden  Geraden:  y = xjt:,  wofern  L,  x kleiner  als  90°  vor- 
ausgesetzt wird.,  Daun  folgt: 

Hb  (&  -f-  d)*  =r3, 
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daher  - , 

(g*-+-  \)x2  ^(xy ö)x  r2  — d3  — y2, 

\ 

daraus  ergeben  sich  die  zwei  Abscissen  der  Durchschnittspunkte  der 
eingelegten  Linie  mit  dem  Kreise,  oder 

x | — (zy  + d)3zi/[(r*  — y2)  (g^  + D-f-Cay-f-cf)8] 

x'  i ' s3-+-l 

*»  > 

somit  die  zugehörigen  Ordinaten:  , 

V ) g( — (g y -f-  d)  dr  j/ [(r2  — d2  — y2)  ( % 2 — 1)  — f-  (zy  -4-  cf)*]) 

i/\  • g2  -f- 1 

* . / > T v \ 

Die  Länge  T der  Sehne  im  Kreise  aber  wird  durch 

T=y'[(?/-t/y-h(^-^r) 

21/1(1-1-3»)  ((,»— <P— y»)  (»»-t-l)  + (»y-|-<))»)l 
— g3  -f- 1 

21/ [(r2  _ J»)  + 2yJz  H-  (r2  — y2)]  _ey\  /~  (xd  ~ y)2} 

= — 1 

= 21/  [ r 2 — (y  Cos  g — d Sin  g)2] 

sich  ausdrücken  lassen. 

Hieraus  folgt: 

dT V(x2  -+.  I)  [ytfe4  -+•  (d2  — y2)g»  — (y2  — d^g  — yd] 

dz  \/[(r^~<r*)z2 +2ydz-i-(r2  — y2)J 

Setzt  man  dieses  = 0,  so  folgt,  wofern  man  die  positiven  Wertlie 
von  T berücksichtigt:  . 

1)  g3-f-l=0;  »=1/ — 1, 

2)  Sec  g3  = 0. 

Der  Nenner  bringt  . . 

_ yd±l/[y*d^— (r2  — y2)  (r2  — d2j] — yd^zrV (y2  4-  d2  — r2) 

\«)  ä — 2 _ tf * T • r* — d2 

Dieser  letzte  Werth  ist  die  trigonometrische  Tangente  des  Winkel^ 
einer  von  dem  Punkte  (yf  d)  aus  an  den  Kreis  gehenden  Berühren- 
den. Ist  aber  ’ 

4)  ydg4  -f-  (d2  — y2)z*  — (y2  — d3)g  — yd  = 0, 
so  wird  dieser  Werth  sehr  verschiedene  Antworten  auf  unsere 

Frage  geben,  je  nachdem  dzzzy  angenommen  wurde.  Es  sei  fürs 

< • 

Erste  also  j'dg4  -I-  (d3 — /2)g*  -f-  (y2 — d2)g  — yd  = 0,  so 

r . ' . „ . . . - . y2_d2=fcV/l(y2-d2)2-4y2d2] 

folgt:  a)  g=-+-l;  b)  g=— 1;  c)  g== öyd 

Dieser  letzte  Ausdruck  bleibt  broucbbar  so  lange:  ( y 3 — d*)2>4/2d2 
ist.  4 

Ueber  die  Art  der  eminenten  Werthe  in  diesen  Fällen  gibt: 


» 


/ 
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fPT — 4y<fe«  — Z(<n  — y2)*2  -f-  (cf2  — y2) 

d s2  T ' « • 

Bescheid.  Für  * = 4-  1 wird:  ^-7  = — — ^ für  x = — l 
rfaSF  (y -4- cf)2  — 2«^ 

»her:  -^7  = ^ r-.  Es  ergiebt  s^cli  demnach  im  ersten 

Falle  wofern:  (y  — <?)2|^2d2  oder  wofern  y^J(±  1^2 -f- 1),  im 

zweiten  Falle,  wofern:  (y  -f-  d)2  ^ 2d2  oder  y^d(db  1/2 — 1)  ist. 

für  das  obere  Zeichen  ein  Maximum,  für  das  untere  Zeichen  ein 
Minimum,  sobald  T positiv  ist,  wie  vorausgesetzt  wurde. 

Für  * = wird 

2ycf 

d2T  __  K(y*  - cf2)2  - 4y2cf=)  (fy2  - cf2)  db  V"(yi  tf2)2  - 4y2d'2)] 
dz2  Ay20'2T 

[(y2  — cf*)2  — 4y2(f2l* 

2ydT 

Hier  gibt  es  demnach  sowohl  Maxima  als  Minima,  je  nachdem  y, 
S,  z das  Zeichen  ändert.  Der  Werth  (y2  — d1)2 — 4y2d2  muss 
stets  positiv  bleiben,  damit  x möglich  wird,  T wurde  positiv  vor- 

d~  71 

ausgesetzt,  und  es  hängt  somit  das  Zeichen  von  -57  bloss  von 

ct+* 

denen  des  y,  6 und  z ab.  Die  Grösse  der  ausgezeichneten  Sehne 
wird  hierfür  aber: 


_ f y2  -h  ^ =F  ^ ((y2  - Cf2)2  - 4y2tf2)]2 

[y2  =fc  V/((y*  _ (J2)2  __  AyZjZ)}  (y2  - <f=) 


Für  « = ±1  lässt  sich  die  Lage  der  Sehnen  durch  eine  ein- 
fache Construciion  leicht  anschaulich  machen.  Der  allgemeine  Aus- 
druck: T=  2l/[r2  — (y  Cos  z — 6 Sin  z)1]  kann,  je  nachdem 

nämlich  y oder  6 positiv  oder  negativ  angenommen  wird,  durch  die 
einzelnen  Quadranten  nur  folgende  Formen: 


T =2l/[/-2  — (dry  Cos  * dr  d Sin  ä)2] 

oder 

T=2l/[r2  — (dry  Sin  xzhd  Cos-  ä)2] 

haben.  Ist  nun  in  Taf.  V.  Fig.  5.:  FD  = y,  CD  = d und  FA 
die  unter  dem  Winkel  z zzz  / FED  dureft  den  Kreis  gehende 
Sehne,  CM  so  wie  DL  perpendikulär  zu  dieser  Linie,  läuft  ferner 
CL  parallel  derselben,  so  *ird:  Z>Ä'  = y Cos  z,  DL=z6  Sin  z 
somit  KL  = CM=zy  Cos  s - 6 Sin  z . 

AB  = 2j/ [r2  — (y  Cos  z — ö Sin  x)2\=T.  . 

Legt  man  aber  Sehne  PQ  unter  dem  Winkel  x = ein, 

indem  TG  — y,  CT -=.6  genommen  wird,  fällt  von  C das  Per- 
pendikel CM  auf  PQ  und  zieht  TR  parallel  hiermit,  TW  aber 

/* 

* . . * / 
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perpendikulär  zu  CA/,  so  folgt:  CW~d  Sin  as,  TH  = y Cos  z, 
also  CA/ =6  Sin  %-\-y  Cos  *,  daher  ferner 

PQ  = 21/  [r2  — ( d Sin  * -f - y Cos  *)*]. 

Für  /_  x = 45°  - wird  Cos  * = Sin  % = r~,  Tangas  = l; 

y • ^ A» 

T = 2 |/ [r2  — — ]«  Für  Tang  * = — I kommt  aber 

— j — ■ ■ ■ ■ i < 

7l=2j/[r3  — <y  Zieht  man  demnach  -4Z?  durch  den  ge- 

5 ebenen  Punkt  ( y , d),  oder  auch  jPÖ  durch  denselben  parallel  mit 
en  Seiten  eines  im  Kreise  gezeichneten  Quadrates,  so  sind  dieses 
die  gewünschten  eminenten  Sehnen  für  Fall  a)  und  b). 

Weniger  kurz  wird  die  Construction  für: 

_y2  — — tf2)2  — 4y*cf*]‘ 

25  — 2 yd  9 \ 

oder  für  c)  unter  Nr.  4.;  indessen  gelingt  sie,  wenn  man  die  Be- 
dingung: ( y 2 — d2)2  >4/2d3  einhält  und 

auf  die  Form: 

z = m — n ± \ /\{m  — n)  -+-  1)  ((»»  — n)  — 1) 

bringt,  oder  wofern  man,  und  was  noch  mehr  Klarheit  über  die 
Lage  der  durch  diesen  Werth  bedingten  Sehne  verbreitet,  folgen- 
der Betrachtung  folgt.  Nennt  man  den  Winkel  der  Geraden,  wel- 
che den  Mittelpunkt  des  Kreises  und  den  Punkt  {y,  d)  verbindet:, 

' mit  dem  der  Abscissenaxe  parallelen  Radius^,  so  wird  -^-  = Tgt', 

daher : 

. <=Tg v±\/{ (Irr-ciL«;)._x) 

= — Cot  Zv  dt  \/ ((Cot  2«/)3  — 1). 

Wäre  in  Taf.  V.  Fig.5.  nun’  CE=EF,  L ECE=L  EFC=to,  so 

.>  2Th  w 

folgte  L FED  = 2zo  — L%,  somit  Tg  *=Tg  2 w=z  I ^ 

woraus  ferner  Tg  w=.  — Cot  2wdb  l/((Cot  2w)3-4-l)  sich  ergibt 
Der  obige  Werth  von  x lässt  sich  leicht  auf  diese  Form  zurück- 

füliren,  sobald  man  nur:  Cot  2v  = zkz  l/'((Cot  2 w)*  1)  setzt. 

Dann  kommt:  ^pV^dCot  2?^)* -4- l)dbCot  2w  = ».  Da  flun  w 
ein  ganz  willkührlicher  Winkel  ist,  so  gibt  die  Substitution; 

Cot  2y=drl//((Cot  2fg)*-fr-l) ~ oder  —Sin  2w=tg  2v 
Air  v auch  alle  mögliche  Grössen.  Es  entspricht  demnach 


392 


o 

o 


o o 

o o 


io 

§ .5 


II  II 

ff  9 

rt-  ft- 

£ 8 


00 

o 

*9 

d 

>» 

II 

C* 

V«. 


OS 

OS 

U 

*9 


*9 

§ 

II 

n 

o 


4* 

Vr 

o 


II 


A- 

C 

-* 

o 

sr 


<x> 

» 

ro 

& 

c 

er 

in 


n 

n 

Q 

rt* 

rr* 

*9 

*9 

II 

II 

W| 

II 

II 

O 

rv- 

f-h 

»O 

o 

o 

OS 

OS 

• 

C 

1 

O 

B 

o 

o 


O 

c 

rt- 

09 

O* 

o 


Ci 

v** 


rl  -f-  Tg  2*A/—  ] 


],  bo  folgt 


° 2^—  1 ° 1 — Tg  2v^—  1 

« 1 . 1 db  Sin  2 «A/  — | 

*t>  = —— r_==-  lg  I — /=!  > wovon  zwar  hier  immer  nur 

2V/.—  l *1  Sin  2^1/— 1 

der  eine  Werth,  weiter  unten  aber  auch  der  andere  seine  Verwen- 
dung findet.  Lässt  sich  mit  dieser  Substitution  noch  die  Bedin- 

gung:  (Cot  2v)2  1,  somit:  (Cot  2 w)2  0,  vereinigen,  so  ist  die 

Lage  der  Sehne  immer  möglich.  Letzteres  verlangt  aber  nur: 
2^=_90°,  und  es  wird  L.%  der  Aussenwinkel  in  einem  gleich- 
schenkligen Dreieck,  von  dessen  gleichen  Winkeln  jeder  v ist. 
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Dieses  alles  tritt  ein,  wofern  y<Cd  gesetzt  wird,  was  sich  recht 
gut  mit  (y2 — <f2)3^>4 y2d2  verträgt. 

Nimmt  man  in  der  Formef: 

yd»*  -h  ( 6 2 — y*)xl  — ( y 2 — tf3)*  — yd  = 0 


d 


aber  y~/>d,  so  genügt  derselben:  ä = -j  und  x — , nebst: 

4 

J»-rV 

s—  2y«f 


Cot  v — Tg  v _j\/  ^ ^Cot  v Tg  _ 1 

2 v 2* 


= Cot  2t»  db  V7 [(Cot  2t»)2  — 1J, 

K 

nach  den  oben  gemachten  Voraussetzungen.  Die  ersten  beiden 

Werthe  geben  für:  T stets  2 r und  21/ fr3  — (y2  -f-  d*)J.  Auf  den 
letzten  lassen  sich  aber  die  oben  angegebenen  Betrachtungen  wie- 
der in  Anwendung  bringen.  3r,==2l/[r3  — ( y 3 -4-d3)J  ist  eine 
kleinste  Sehne,  wie  sich  leicht  an  Taf.  V.  Fig.  6.  zeigen  lässt. 
Ist  nämlich  CD-=d}  DEz=zy,  so  entspricht  die  auf  Ci?  senkrechte 
Linie  MA7  dem  eben  genannten  Werthe  von  T.  Jede  andere  Sehne 
aber,  wie  PQ  hat,  wegen  CE  EC,  wofern  CE  perpendikulär 
zu  QP  steht,  auch  eine  grössere  Länge  als  Md/,  Dieses  ist  der 
Fall,  welcher  in  manchen  Lehrbüchern  allein,  als  eine  ausgezeich- 
nete Sehne  gebend,  angeführt  wird. 

Endlich  bringt  noch  für  die  vorige  Gleichung  4).  c):  y = J, 
x = dt  \/ — 1 und  * = ±1  und  somit  T=2r. 

Liegt  der  Funkt  ( y , d)  auf  der  Peripherie  des  Kreises,  oder 

ist  V/(/2-f-  d2)  = r,  folglich  T,=  2r,  ebenfalls  ein  be- 

kannter Fall. 

Die  ganze  Untersuchung  gibt  nun  unter  der  Voraussetzung, 
dass  90°  ist,  im  Allgemeinen  drei  wesentlich  verschiedene 

von  demselben  Punkte  durch  den  Kreis  gehende  ausgezeichnete  Seh- 
nen, abgesehen  von  der  nur  unter  Umständen  als  kleinstes  anzu- 
sehenden Berührenden. 

Setzt  man  gleich  anfänglich  [_ x grösser  als  90°,  also  etwa 
= 90°  -|-  »'  voraus,  so  kommt  für  Tang  % nun  überall:  — Cot 
was  zwar  4).  a)  und  4).  b)  nicht,  wohl  aber  4).  c)  wesentlich  ändert. 
Wir  erhalten  im  letzten  Falle:  ‘ . 


Tang  x ' = 


— 2 yd 

y2—<P=b /[(y3  — cl*)*'^4yacf*]* 


Aus  31  der  Berührenden  wird  jetzt  eine  Normale,  ein  Resultat,  was 
in  mehren  Lehrbüchern  wieder  als  einzige  ausgezeichnete  Sehne  an- 
geführt sich  vorfindet.  Es  ist  leicht  dieses  auf  andere  Weise  auf- 
zufinden. Aus  T==V/l(y — y)2-b{&  — d)3J  folgt  nämlich,  wenn 
y und  x Coordinaten  der  Peripherie,  wie  oben,  bedeuten,  wegen 

dT  *-»%+(*-*) 
a,8°  WC°°“  y=fW'  H =V[iy-v)i+{a!-WY 

wovon  der  Zähler  =0  genommen,  die  Gleichung  einer  vom  Punkte 
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{y,  6)  aus  au  den  Kreis  gezogene  Normale,  wie  bekannt,  darstellt. 
Wegen  — ~ ergibt  sich:  a:y-~i/d=0,  -£■=¥-,  was  T=2r 

bringt. 

Lässt  man  L.  z > 180°  werden,  so  ändert  sich  in  den  anfäng- 
liehen  Bestimmungen  (für  den  ersten  Quadranten)  nichts,  wohl 
aber  für  i,  *>270°.  was  alles  leicht  zu  übersehen  ist. 


t \ 


XLIV. 

t 

Anderer  Beweis  für  die  beiden  Theoreme  in 

TW.  III.  Nr.  XXXV. 

Von 

Herrn  A.  Göpel 

zu  Berlin. 


Wenn  . » 

I 

»%2n  -+-  A , z2n~1  + A2z2n~~  4- -f-  A2z2  + A lz  + 1 = 

(*a  4-  utz  1)  (x3  -f-a2ar-+-  1) (*»  -f-  a„z  -+- 1) 

gesetzt  wird,  so  ist 

1 ) A,n  z=z  C,H  4-  ( n — m 4-  2) , Cm— 2-+-(»  — m Cm— 4 -f- . . . . 

2)  Cm  = Am  — [(*  — 711  4~  1 ) , + (n  — tn)u]  Am — 2 

+ [(»-w  + 2)j  + (»-»4-1)1]  Am- 4 

•-[(n  — m-h 3),+(»  — *4-2),]  Am-tiA- 

wo  Cm  die  Summe  der  Producte  zu  m aus  den  Elementen 

j • • • (tfi  ist* 

Beweis.  1)  Man  hat  bekanntlich 

(**  H-  1)  (*a  -f-  «2x  -4-1) {z2  4-  a„z  4-  1)  = 

(5*  *+-  1 -f-a,*)  {z2  -h  1 4-  u2z)  . . . . . (z2  4-  1 4-  anz)  ~ 

(**  h-  l)«  4-  c\z2  4-  iy-iz  4-  C2{z2  4-  1)«-2ä3  4- 4-  Cnz\ 

Da  nun  Am  der  Coeffizicnt  von  zm  in  der  Entwickelung  dieses 
Ausdrucks  ist,  so  darf  man,  um  Am  zu  linden,  nur  die  mit  zm  be- 
hafteten Glieder  in  der  Entwickelung  jedes  einzelnen  Summanden 
jenes  Ausdrucks  ausscheiden.  Es  enthalten  aber  die  auf  das  Glied 
Cm{%2  4-  1)*— «*»*  folgenden  Glieder  olfenbar  nur  höhere  Poteuzen 
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von  % als  die  mit.  Das  genannte  Glied  enthält  die  Potenz  Cmxm ; 
das  vorhergehende  Glied  Cm—\{x2  •+- l)*— ‘ «-Hs"»— i enthält  keine 
Potenz  xmi  weil  (x2  -f-  iy»~ «+l  nur  gerade  Potenzen  von  x ent- 
hält. Das  nächstvorhergehende  Glied  Cm— 2(3*  -h  1)*— ®h-2ä«--! 5 ent- 
hält die  Potenz  ( n — m -f-  2) , Cm-^xm ; und  so  abwechselnd  weiter: 
0,  (u  — m -f-  4),  Cm-4*m  , 0,  (*-—»»  -4-  6),  Cm-6x,n ,0, Folg- 

lich hat  man  , 

Am  = Cm  + (»  — m + 2),  Cm— 2 + (»  — m -+-  4)a  Cm— 4 -f- . . . , . 

2)  Fügt  man  in  der  vorgegebenen  Gleichung  links  die  gleich- 
weit  von  der  Mitte  abstehenden  Glieder  zu  je  einem  Glicde  zusam- 
men . dividirt  dann  beiderseits  durch  xH  und  setzt  zur  Abkür- 
zung s-f-*— i = x.  so  erhält  man,  wenn  der  Gleichförmigkeit 
wegen  1 = A0  gesetzt  wird, 

^ o(aÄ  -+~  X n)  -4-  (5«— 1 X »t'1)  + ....  + An— 1(3  H-  s-1)  ~h  An 

= (ä  x~ 1 -4~  «, ) (s  *4“ ■+*  ß2)  . . . • (s  -4-  x~ \ -4“  un) 

= (.af-f-  a, ) (x  -4-  a2)  . . . . (x  ■+- ««) 

= &n  + C t jcn~i  -f-  C^xn~~  -4-  . . . + Cn — \x  -f-  CH. 

Gm  nun  Cm  zu  finden , darf  man  nur  den  ersten  dieser  Ausdrücke 
nach  Potenzen  von  x entwickeln.  Zu  diesem  Behufe  setze  man 

anstatt  A0 , At  . . . . An  bezieh  lieh  nn,  un~i, u\  Es  ist  klar 

duss  wenn  man  den  so  entstehenden  Ausdruck 

{A) . . . n°  -4-  (s  -4-  x~ v)v  -4-  (**  -4-  2)m*  -f  + x—n)un 

in  Bezug  auf  x und  n entwickelt  und  dann  für  a°,  un  be- 

ziehlich  wieder  Ani  A„—\ ....  A0  einsetzt,  die  verlangte  Entwicke- 
lung erholten  werden  wird.  Die  beiden  geometrischen  Progressio- 
nen des  letztgenannten  Ausdrucks  sind  leicht  zu  summiren.,  und 
man  erhält 


1 -f- 


xu  — 

1 — XU 

oder  nach  ausgefübrter  Addition 


x—iu  — x—' *— 

1 — x— hi 


1 


u* 


+ 


(xn  -f-  X— «)w»-+-2  — -f-  %—n— 1 


1 — XU  -f-  U2  1 — XU  4-  u2 

Der  zweite  dieser  Brüche  hat  in  seiner  Entwickelung  nur  höhere 
Potenzen  von  n als  die  nte.  Da  aber  der  ganze  Ausdruck  keine  sol- 
chen Potenzen  enthält,  so  folgt  dass  dieser  zweite  Bruch  sich  gegen 
die  höheren  Potenzen  von  u in  der  Entwickelung  des  ersten  Bruchs 

1—rU2 

1~ xu u2  hebt,  und  dass  also  die  verlangte  Entwickelung  des 

Ausdrucks  ( A ) aus  den  ersten  Gliedern  der  Entwickelung  von 

j ui  > 

•. — - — r bis  zur  nte n Potenz  von  u einschliesslich  besteht. 

I — XU  -f-  «3 

Diese  Entwickelung  ist  nun 

1 -4-  u(x  — u)  ~{-u2(x  — u)2  -4-  us(x  — «)*  -4-  . . . . 

— «*  — u*(x  — u)  u*(x  — u)2  — ui{x  — «)*  — . . . . 

Sammelt  man  in  diesem  Ausdrucke  die  ( n — *»)ten  Potenzen  von  x 
zusammen,  so  findet  sich  dass  in  den  beiden  Reihen  die  Glieder 
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— j/'jn—m  ynj  — un— — «)*—*»  bczielilich  die  ersten 
sind,  welche  eine  solche  Potenz  enthalten,  und  dass  der  Coefäzient 
von  jcn—,n  daher  folgendermassen  ausgedrückt  ist : 

un—m  — -f-  (/*  — m -f-  2)zUn—,n+*  — .... 

— ffti-m-b 2 -f-  («  — m-\-  1 ) i un—m+4  — .... 

wo  die  Potenzen  von  u nur  bis  zur  «ten  einschliesslich  fortzusetzen 
sind.  Setzt  man  endlich  für  un~m,  «*— «*+s,  ....  beziehlicli  wieder 

Am,  Am. |_2 ein,  so  ergiebt  sich  der  Coefficient  von  a?1—1", 

nämlich  Cm, 

Cm  = Am  — [(«  — m -+-  1),  -f-  (n  — m)0]Am^2 

+ [(»  — *»  + 2),  + (»  — m- f-  l)l]Am — 4 — .... 

Anmerkung.  Setzt  man  At  = A2  = . . . = Anz=z 0,  wäh- 
rend A0  = 1 bleibt,  so  erhält  man 

C0  = 1,  cl  =0,  rts5-[(«-i)l+(»--s).],  ff,  = o, 

' = — ^), -f-(/e — 3),J,  ^,  =0,  ' 

^ = - [(»  — 3),  -+-(»  — 4),J, 

folglich  die  bekannte  Entwickelung 

an  -h  3—»  — — [(»  — 1),  -+■  {n  — 2)0].r*— 2 

-f-  [(»  — 2),  -+-(/*  — 3),Jwa?^ — * — . . . . 

oder  & = 2 cos  y gesetzt,  wodurch  3 = cos  y-\-i  sin  y wird, 

2cos  «y=(2cos  y)n  — [(» — — 2)0]  (2cos  y)n~2 

*+■  [(» -2)J  + (»~3)1]  (2cos  y)«-4  — . . . 

welche  auch  hätte  zu  Hülfe  genommen  werden  können,  um  unmit- 
telbar zum  erwünschten  Resultate  zu  gelangen. 

Zusatz,  ln  den  oben  bewiesenen  beiden  Formeln  sind  die 
Summen  der  Producte  der  Wurzeln  der  einen  von  den  beiden 
Gleichungen 

%^-\~Ax **”-1  -+- A2x*»-2 4-  . . . -h^2*a  -+-.^,3  -f-  1=0, 

’ + C^^-h  Czxn-*-Ar  ...  “1-  Cn-m -+-  C,  = 0 

durch  die  der  andern  ausgedrückt.  Die  Formeln  für  die  Potenz- 
summen der  Wurzeln  derselben  Gleichungen  sind  eben  so  leicht 
herstellbar  uud  einfach.  Bezeichnet  nämlich  Sm  die  Summe  der 
mten  Potenzen  der  Wurzeln  der  ersten  Gleichung,  sm  die  der  zwei- 
ten, so  findet  sich: 

&tn ; fftSm — 2 “f"  — 4 ~ l-  ..... 

Sm : S,n  — [(/»  — 1),  -+-  {m  — %)0]8m—2 

-+-  [(*»  — 2),  (m  — — 

In  der  ersten  muss  das  letzte  Glied  um  die  Hälfte  vermindert  wer* 
den,  wenn  m gerade  ist.  ' 
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XLV 

Bemerkung  über  eine  von  Ivori  gefundene 
Eigenschaft  convokaler  Ellipsoide. 

Von  dem 

h 

Herrn  Doctor  Haedenkaiup 

Oberlehrer  am  Gymnasium  zu  Hamm  in  Westphalen. 


\ 

Bekanntlich  hat  Ivori  gefunden,  dass  es  auf  zweien  convoka- 
len  Ellipsoiden  je  2 correspondirende  Punkte  gebe,  welche  die 
Eigenschaft  haben,  dass  die  von  diesen  Punkten  nach  zweien  an- 
deren cnrrespondirenden  Punkten  gezogenen  Radien  immer  wieder 
/gleich  sind.  Ich  will  hier  zeigen,  dass  diese  sogenannten  correspon- 
airenden,  Punkte  die  Durchschnittspunklc  der  beiden  convokalen 
Hyperboloide  (mit  gebrochener  und  ununterbrochener  Höhlung)  mit 
den  beiden  convokalen  Ellipsoiden  sind.  Man  kann  diesen  Satz 
leicht  aus  der  von  Ivori  selbst  geführten  Analyse  hcrleiten.  Der 
folgende  Beweis  deckt  noch  einige  merkwürdige  Beziehungen  der 
3 convokalen  Oberflächen  zweiter  Ordnung  auf. 

Bezeichnen  a,  bt  c die  Quadrate  der  halben  Axen  eines  Ellip- 
soids  und  ac)  y , % die  Coordinnten  irgend  eines  Punktes  desselben.  . 

Legt  man  durch  den  Mittelpunkt  des  Ellpsoids  eine  Ebene,  die  pa-  *■ 

raliel  mit  der  durch  (a;yz)  gelegten  Tangenten  - Ebene  ist;  so  wer- 
den die  Quadrate  der  halben  Axen  dieses  Schnittes  die  wir  durch 

r,,  ra  bezeichnen,  durch  die  Wurzeln  der  Gleichung 

- / » • 

a — r h — r . c — r 

bestimmt.  Drückt  man  die  Coordinnten  acyx  durch  diese  Axen  aus, 
so  hat  man  folgende,  für  viele  Untersuchungen  wichtige,  Coordiua« 
ten  -Transformation : 

t _a a[a  — r,)  (g  — ra)  % h{h  — r,)  (b  — ra)  » 

* ’ * («-Ä)  (a-c)  “*  W-a)  (A-^c)  '» 

a c(c  — rx)  (c  — ra) 

. , * (c  — a)  (c  — //) 

Legt  mau  nun  durch  den  Punkt  (&yz)  die  beiden  Hyperboloiden 
mit  gebrochener  und  ununterbrochener  Höhlung,  die  dem  gegebenen 
Ellipsoide  convoknl  sind,  und  nennt  man  die  Quadrate  der  halben 
Axen  derselben  alblcJ  und  *a<$a<?a,  so  werden  dieselben  folgender- 
massen  durch  die  Axen  des  Schnittes  ausgedrückt,  • 


Digitizsd  by  Google 


398 


f«' =«  — »*n  1,1  =b  — ri>  ci  =C  — rl  ; 
— « — r7,  b2  = b — r2,  c,  = c — r2  ; 


daher  wird  auch  nach  (1): 
3 ^ _ » gfl»g2 


bhxb2 


~2  * »»»»*2  , _ *3 Cglg2 

(ä  — b)  ( a — c)’  J {b  — c)  (b  — a)'  (c  — a ) (c  — b)' 

* » 

Die  beiden  Tangenten-Ebenen  im  Punkte  (xys)  an  die  beiden  con- 
" vokalen  Hyperboloiden  gelegt,  schneiden  die  Tangenten  - Ebene, 
welche  man  in  demselben  Punkte  {xyx)  an  das  Eltipsoid  legt,  in 
Linien,  die  der  Richtung  der  Axen  des  Schuittes  parallel  sind. 
Nennt  man  die  Determinanten  dieser  Linien  (die  Abscissen  der  Win- 
kel die  diese  Liuien  mit  den  Axen  bilden  , £?;£  und  so  erkält 

man  leicht 

S=£.0,n=-f0,!;=±e,  - 


WO 


_1_ 

9- 

1 


a. 


x* 


y* 

V' 

yl  _i 

v H 


s*  __  (r,  — r2)2 

ö ig  i 

»8  (^3  — ^l)3 


C2 


a2b2c% 


\ 

O und  0,  sind  die  auf  die  genannte  Tangenten -Ebene  ge- 
fällten Perpendikel.  • 

Da  die  Durchscbnittslinien  der  Hyperboloiden  mit  dem  Ellipsoide 
Krümmungsünien  sind,  so  ergibt  sich  aus  den  Gleichungen  (3), 
dass  für  die  eine  dieser  Curven  die  eine  Axe,  und  für  die  andere 
Curve  die  andere  Axe  der  entsprechenden  Schnitte  constant  ist. 
Die  bekannten  Gleichungen  der  Projectionen  dieser  Krüinmungs- 
linien  lassen  sich  leicht  aus  den  Gleichungen  (1)  in  Verbindung 
mit  der  des  Eliipsoids  ableiten.  Die  Projectionen  der  Curveu  in 
der  Ebene  (xy)  sind  durch  folgende  Gleichungen  ausgedrückt: 


a — c 
a(a  — r , ) 

a — c 
a(a  — r2) 


X4 


x2  -f- 


b(b  — rx)  y — 

b — c 
b(b  r t) 


y*  ~ L 


Die  eine  dieser  Curven  ist  eine  Ellipse,  die  andere  eine  Hyperbel, 
da  die  eine  der  Axen  r,  und  r2  zwischen  a und  b und  die  andere 
zwischen  b und  c liegt.  Die  Halbmesser  der  grössten  und  klein- 
sten Krümmung  im  Punkte  (xyx)  sind: 


\/Ll1i  \ A’*r> 
V abc  ’ V 


* * k t 

Mit  Hülfe  der  vorhergehenden  Coordinaten -Transformation  findet 
mau  auch  leicht  die  von  Jacobi  gefundene  Gleichung  der  kürzesten 
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' Linie  auf  einem  dreiaxigen  Ellipsoide,  wie  ich  im  22.  Bande  d.  J. 
f.  d.  r.  u.  a.  M.  S.  18$  gezeigt  habe. 

Denken  wir  uns  ferner  ein  zweites  Ellipsoid,  welches  dem  er- 
sten convokal  ist,  dessen  Quadrate  der  halben  Axen  durch  a0b0c0 
bezeichnet  werden  sollen,  so  wird  dieses  die  genannten  Hyperbo- 
loide in  einem  Punkte  schneiden,  dessen  Coordinaten  a:0y0xn  nach 
(3)  so  ausgedrückt  werden:  y;  . ' • , 


4.  ar*  = 


(a — lt)  (a—cy 


y02  = 


(A — a)  — c)’ 


cocici 


(c — a)  (< c — b )’ 


Die  Relationen  zwischen  den  Coordinaten  der  beiden  Durchschnitts- 
punkte  (.ryx)  und  (&0yo%0)  sind: 

- 


&o*  — “l-yoa—  ya4-*o*  — X*  = a0  — ot  = /y0  — Ä = c0  — c. 

• . ’ . ■ • 
Denken  wir  uns  jetzt  zwei  andere,  den  gegebenen  Ellipsoiden  con- 

vokale  Hyperboloiden  mit  gebrochener  und  ununterbrochener  Höh- 
lung,* die  das  erste  und  zweite  Ellipsoid  in  Punkten  schneiden, 
deren  Coordinaten  durch  aßy  und  a0ß 0y0  bezeichnet  werden,  so 
hat  man  ebenso  zwischen  diesen  Coordinaten  die  Relationen: 


Hieraus  erhält  man  in  Verbindung  mit  den  Gleichungen  (3)r 


a0a?=aa:ln  ß0y  = ßij0,  y0%=yx0 

und  folglich 

{*o  — «)*  -+-  (y«  — /?)*  + (*o  — yY 

= {*  — »«)*  4-  (y  — ßoV  -+-(*  — toY 

• % • 

welche  Gleichung  den  Ivoriscben  Satz  ausdrückt. 


4 


/ 


1 


» . * » 


I t 


:j 


t 


t 

t 


r 
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XL  VI. 

Mechanische  Construction  der  Lemniscate. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  Haedenkamp 

, Oberlehrer  am  Gymnasium  zu  Hamm  in  Westpbalen. 

* 


Denkt  man  sich  zwei  gleiche  Kreise,  deren  Mittelpunkte  C und 
•C",  und  bewegt  eine  Linie  gleich  der  Axe  CO  so,  dass  deren  End- 
punkte sich  in  entgegengesetzter  Richtung  in  den  Peripherien  der’ 
beiden  Kreise  bewegen,  so  beschreibt  die  Mitte  der  Linie  CO  die 
Fusspunkteucurve  einer  Hyperbel,  deren  Gleichung  • • 


II 

4 


COS*  X (J ( 


d * 


-)  sin*  xp=zQ2 


ist;  in  welcher  r der  Radius  der  Kreise,  d die  Entfernung  der  Mit- 
telpunkte und  q ein  Radius  der  Curve.  Macht  man 

tP  = 2r7, 

* 

so  wird  die  Curve  eine  Lemniscate.  Diese  lässt  sich  hiernach  leicht 
mechanisch  construiren. 


XL  VII. 

* 

Allgemeines  Theorem  für  die  Verwandlung  einer 
Funktion  ln  eine  unendliche  Reihe. 

Von 

Herrn  Doctor  O.  Schlö milch 

zu  Weimar. 


t 

Die  Differenzialrechnung  giebt  bekanntlich  die  Methoden  an, 
durch  welche  man  eine  beliebige  Funktion  F(x)  in  eine  Reihe 


I 


I 
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entwickeln  kann,  die  nach  den  steigenden  Potenzen  einer  anderen 
willkührlicben  Funktion  ip{x)  fortläuft,  so  dass  das  Resultat  die 
Form  hat 

2 3 

F{x)~A0  

Hierher  gehört  besonders  der  von  Bürmann  gefundene  Satz*), 
aus  welchem  sich  Für  JF(x)  = tff(x)  — &ox  folgende  Reihe  ab- 
leiten lässt: 


6*  = 1 -4-  Ib  . 


xax 


X2a7* 


lb{lb  — *llay  .=j-— 


+ lb{lb  - 3/«)’  . ^0 


Diese  giebt  spezieller  für  a = b — e 
^ 1 1 *1.2  ^ 1.2.3 


o,  x4e4x 

3 * 1.2.3. 4“*“ f1)* 


Davon  kann  man  folgende  elegante  Anwendung  machen.  Man 
multiplizire  durchgängig  mit  gp(^r)r4r,  wobei  < p(x)  eine  ganz  belie- 
bige Funktion  bedeutet,  und  mtegrire  „zwischen  den  willkührlicben 
Gränzen  a und  so  wird 

fhae*'t(x)dx=f'‘a  (f{x)dx  + fn  xexcp(x)(/x 

— Y'Z'/lx'le'x'f(x)dx  +T^nfa 

- -+■ <2> 

\ * 

Setzen  wir  jetzt 

% 

^ ePx(f{x)(/x  = f{p) (3) 

worin  p eine  willkührliche  Constante  bedeutet,  so  giebt  eine  »ma- 
lige Differenziation  nach  p: 

oder,  wenn  wir  nach  geschehener  Differenziation  p = n setzen  und 
den  »ten  Differenzialquotienten  von  f(p)  mit  fn(p)  bezeichnen,, 

fn{p  = n)  == J xnenx(p{x)dx. 

* f 

Nach  dieser  Formel  und  der  vorhergehenden  (3)  lassen  sich  sämmt- 
liehe  Integrale  in  (2)  ausführen  und  wir  erhalten  sogleich  den 
Satz: 


°)  M.  s.  hierüber:  Lacroix,  Traite  du  calcul  differentiel  etc.  Tome  III. 

Sag.  623,  oder:  Supplemente  zum  matb.  Wörterb.  Art.  Bürmannische 
eihe. 

. Theil  1U.  26 


/ 
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/(l)=/(0)-f-£p 


rm  , /-«)  , 

1.2^  1.2.3  1 .2.3. 4** 


• • • • 


Ob  diese  Reihe  nach  den  Potenzen  einer  in  f{p)  enthaltenen  Con- 
stanten  fortschreite  oder  nicht,  hängt  von  der  Natur  der  Funktion 
f(p)  ab,  wie  man  aus  den  folgenden  Beispielen  erkennen  wird. 

1)  Es  sei  /(/>)  = (a  + so  ist 

/”(/>)  = p(fi  — 1)  ...(/*  — » 4-  1)  («4- 

also 

fn{n)  = fi(p  — 1)  . . . . (fi  — «4-1)  (a  4-  nY~^ 
und  demnach: 


(«4-1)^  = #+^  (a4-l)/<-1 

i 

— («  + 2J^-8  + 2»  . ^ Y '3  ^ — (*•+•  3>“-*  — . . . 


oder,  wenn  wir  die  Binomialkoeffizienten  mit  fi0 , /*,,  /u2  u.  s.  w.  be- 
zeichnen : 


(a  4- 1)“  = /u0ai“  4-  fi,  (a  4-  l)^-1 
— Vfi9(a  4-  2>w-2  4-  2>,(«  4-3)“-*  - 3>4(a  4-  tf-*  4- ....  (5) 

Aus  diesem  bemerkenswerthen  Satze  Hesse  sich  eine  Reihe  Eigen- 
schaften der  Binomialkoeffizienten  ableiten,  wenn  man  nämlich 
Alles  auf  beiden  Seiten  nach  Potenzen  von  a ordnete  und  die 
Cocffizienten  gleicher  Potenzen  vergliche.  So  sind  z.  B.  die  Coef- 
fizienten  von  £4°: 

1 = IP—ifii  — l1  ./2W~ 2/ua  4-  2*  . 3“— 3/u,  — 3*  . 4-  . . . 

t 

oder: 

l = - £ a>3 + a>,  - £ wt>.  -+- . . (6). 


Will  man  die  Reihe  (5)  für  andere  als  positive  ganze  fi  brauchen, 
so  muss  man  darauf  sehen,  dass  sie  convergirt,  was  übrigens  in 
den  meisten  Fällen  statt  findet. 


2)  Es  sei  /(/;)  = /(a4-^),  so  wird 

< 

• 1 

r ^ \ - 1 # 2 • 3 • • « (/£  1 ) 

f(p)  = (_  !)»-> . 


also 


und  folglich 


/*(»»)  = (—!)«. 


1 . 2 . 3 ....(«  — 1) 
(«  4-  »)" 


/(«  4-  1 ) = la  4-  \ . 


ct  4—  1 


02 


(?) 


I 
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Die  Reihe  convergirt  für  jedes  positive  a und  giebt  z.  B.  für  «=li 


2* 


3* 


32 


+ T-  n + T*M+i..*  (8) 


3)  Es  sei  f(p)z=z sin  ap,  so  hat  man  fn{p)  =an  sin  (a/H-£*wr), 
folglich  • 

. a cos  a a 2 sin  2 a a3  cos  3a 

s.n  «=— 1 *-  * • —TTä 2 • TJsTT 

«*  sin  4a 

3 • 172757* -f  •••  • w 


wobei  das  Zeichen  von  Paar  zu  Paar  wechselt. 

Man  erhält  ganz  ähnlich  für  f(p)  — cos  ap: 

m N i # 

' et  sin  r . a*  cos  2«  . «*  sin 

cos«  = l J 1 • i7üs~  +2  T727 


3« 

3 


-3*. 


«4  cos  4a 
1.2.3. 4 


(10) 


Beide  Reihen  convergiren  nur,  wenn  a ein  achter  Bruch  ist.  Nimmt 
man  f{p)  = eaP,  so  kommt  man  auf  die  Gleichung  (1)  zurück. 


XLVIII. 


Auszug  aus  einem  Schreiben  von  Herrn  A. 
Göpel  zu  Berlin  an  den  Herausgeber. 


Ew.  u.  s.  w.  haben  in  dem  Aufsatze  Tbl.  III.  Nr. XXIX.  eine  ele- 
gante Eigenschaft  des  Kreises  bewiesen:  dass,  wenn  AJf  A2,  Ati 
A4  irgend  vier  auf  einander  folgende  Punkte  seiner  Peripherie  be- 
zeichnen, dann  für  jeden  andern  Punkt  0 seiner  Ebene  immer 

0 zzzA.O2  . &A2AtA4  — A20*.  &AtA4Al  +AtO' . ^A4AXA2 

— AaO * . faA  xA2At 

ist.  So  wenig  man  auch  diese  Eigenschaft  zu  verallgemeinern 
strebt,  so  gelangt  man  doch  zu  einem  Salze,  der  keineswegs  einer 
besondem  Kurve,  sondern  beliebigen  fünf  Punkten  Alx  A2,  At, 
A 4 und  0 in  einer  Ebene  zukommt.  Man  erhält  nämlich  jenen 
Ausdruck 
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AxOn-  . &A2AtA 4—  u.  s.  w.  = Const., 

d.  li.  unabhängig1  von  der  Lage  des  Punktes  0.  Um  dies  zu  be- 
weisen, befolge  ich  den  von  Ihnen  gebrauchten  Gang,  indem  ich 
nur  statt  r beziehlich  r,,r2,rs,r4  setze,  um  der  Bedingung,  dass 
alle  4 Punkte  auf  einem  Kreise  liegen,  zu  entgehen.  Auf  diese 
Art  erhält  man 

, * * * 

*12  +y,2  -fr-  («24-Ä5)  — 2 axx  — 2£y,  =zrx* 

2 -+-  y* 2 H-  (ff  2 -I-  f'2 ) — 2«.^2  — 2£y2  = r2 2 
2 -+-  y, 2 *4-  (fl-2  + A1)  — 2«rjr,  — 2£?/,  = r , 2 
•^4  2 “t-  y* 2 -f-  (ff 2 -f-  — 2ff^r4  — 2^y/4  = r4*. 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  beziehlich  mit 

^A2A3A4X  — ^A3A4AX)  fatA4AlA2< 

so  ergiebt  sich,  wegen  der  in  Ihrer  Abhandlung  bewiesenen  Glei- 
chungen: 

&A  2A  tA  4 — /\iA3A4A , + ^A4AXA2  — ^AXA2A , = 0 
(A)  acx  . /\A2A3A3  — x2  . ^A3A4AX  -+-  x3  . ^AaAxA2 

— „r4  . ^AXA2A3  — 0 

y,  • [\A*AXA 4 y2  . ^A%AaA , ~I—  ya  • 

— y4  . &AXA2A 3=0 

schliesslich  die  Gleichung 

2 *+•  2)  • [\A 2A 2A i ■+■  ya2)  • A^s^4^i 

4-(^r,2+3/a2) . ^AaAxA2  ~(^42  -f-y42)  • &AXA2AZ 
= r,  2 . A2AzAa  — r2s  . &A9  AaAx  -f-r,2  . &A4AXA2 

— r42  . ^AXA2A3. 

Da  nun  die  Ausdrücke  .r,2-f-y12,  o.'22-f-y22,  u.  s.  w.  die  Quadrate 
der  Abstände  der  Punkte  Ax>  A2 , u.  s.  w.  vom  Anfangspunkte  der 
Coordinaten  sind,  da  ferner  dieser  letztere,  so  wie  auch  der  Punkt 
(ff,  b)  ganz  willkiihrlick  sind,  so  erhellet  aus  dieser  Gleichung  die 
Wahrheit  des  Behaupteten.  Um  den  Werth  jener  Constanten  zu  fin- 
den, darf  man  nur  dem  Punkte  (ff,  b)  eine  solche  besondere  Lage 
geben,  welche  den  obigen  Ausdruck  möglichst  vereinfacht.  Liegen 
z.  B.  die  vier  Punkte  im  Kreise,  so  sei  (ff,  b)  der  Mittelpunkt  des- 
selben; alsdann  ist  r,  =r2=rj  — r4  und  man  erhält,  wegen  der 
ersten  der  Gleichungen  (A),  Null  als  den  Werth  der  Constanten, 
womit  Ihr  Lehrsatz  bewiesen  ist.  Liegen  die  vier  Punkte  nicht 
im  Kreise,  so  sei  (ff,  b)  z.  B.  der  Mittelpunkt  des  durch  Ax,  A2X 
Az  gehenden  Kreises;  dann  hat  man  rx=r2=r3  und,  wegen 
der  ersten  Gleichung  ( A ),  - 

A 1 0%  . ^A2A3A4  — u.  s.  w.  = (r , 2 — r42)  &AXA2AZ. 

Hier  ist  offenbar  r,2 — r42  gleich  der  Potenz  des  Kreises  AXA2A3 
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in  Bezog  auf  den  Punkt  Aa  oder  P(AlA3Ai)AAi  welcher  Aus- 
muck  positiv  oder  negativ  zu  nehmen  ist,  jenachdem  J4  innerhalb, 
oder  ausserhalb  jenes  Kreises  liegt.  Demnach  hat  man  allgemein 
den  Werth  jener  Constanten 

, = P(A1A2A1)Aa  . ^AlA3Ai 

oder  auch 

= t-  P(A3A,Aa)A1  ,/±A3AtA4 

u.  s.  w. 

» 

Alles  Obige  gilt  natürlich  auch  noch,  wenn  man  die  Beschränkung, 
dass  yf,,  A3,  Ati  A A die  Ecken  eines  convexen  Vierecks  sein 
sollen,  auflieht;  wenn  inan  nur  noch  bestimmt,  dass  diejenigen 
Dreiecksinhalte  £±AlA2A% , u.  s.  w.,  deren  Ecken  in  derselben 
Reihenfolge  liegen,  als  positiv  (oder  ncgutiv),  die  andern  aber  als 
negativ  (oder  positiv)  in  Rechnung  gezogen  werden  sollen. 

Das  Unternehmen  des  Herrn  Strauch,  eine  Beispielsammlung 
zur  Anwendung  des  Variationscalculs  herauszugeben,  ist  um  so  ver- 
dienstlicher,  je  schwieriger  eine  solche  Arbeit  bei  der  Mangelhaft 
- tigkeit  aller  Vorarbeiten  ist.  Es  wird  daher  gewiss  Jeder  wün- 
schen, ein  derartiges  Werk  in  möglichster  Vollkommenheit  ausge- 
führt zu  sehen.  Um  zu  diesem  Zwecke  mit  heizutragen  und  weil 
der  Herr  Verfasser  seihst  zu  Bemerkungen  über  seine  Abhandlung 
aufgefordert  hat,  trage  ich  kein  Bedenken,  Ihnen  einige  Betrach- 
tungen darüber  mitzutheilen ; zumal  da  dieselben  von  so  geringem 
Gewichte  sind,  dass  sie  nur  zu  ganz  leichten  Abänderungen  veran- 
lassen würden,  falls  Herr  Strauch  sie  für  begründet  halten  sollte. 
Auf  S.  121.  wird  der  Unterschied  zwischen  der  Differential -x  und 
der  Variationsrechnung  darin  gesetzt,  dass  die  erstere  die  Werthe 
der  unabhängigen  Veränderlichen  in  andere  Werthe  übergehen  lässt, 
während  die  letztere  Functionen  von  Veränderlichen  in  andere 
Functionen  sich  verändern  lässt.  Diese  Unterscheidung  dürfte 
eben  so  unbestimmt  sein,  als  es  der  Unterschied  zwischen,  Werthen 
und  Functionen  ist;  insofern  nämlich  im  Calcul  die  sogenannten 
speciellen  Werthe  eben  so  gut  durch  unbestimmte  Zeichen  (Buch- 
staben) bezeichnet  werden , als  die  Veränderlichen.  Der  Ausdruck 
der  Unbekannten  einer  quadratischen  Litteralgleicliung  ist  z.  B.  ein 
solcher  specieller  Werth , insofern  die  Buchstabencoefficienten  der 
Gleichung  selbst  specielle  bestimmte  Werthe  bedeuten;  er  ist  aber 
auch  eine  Function  jener  Coefficienten , insofern  letztere  jeden  be- 
liebigen Werth  haben  können.  Es  darf  daher  jeder  gesuchte  Werth 
einer  Unbekannten  als  Function  der  übrigen  in  der  Aufgabe  vor- 
kommeuden  Unbestimmten  angesehen  werden,  und  dieser  Werth 
wird  im  Allgemeinen  nur  dadurch  zu  einem  wirklichen  speciellen 
Werthe,  d.  h.  Ziffernwcrthe  werden  können,  dass  allen  genannten 
Unbestimmten  solche  specielle  Werthe  gegeben  werden.  Auf  der 
andern  Seite  darf  jede  gesuchte  Function  als  ein  Werth  der  Un- 
bekannten angesehen  werden,  weil  man  unter  Werth  jeden  Aus- 
druck (mag  er  ein  Ziffernwerth  sein  oder  noch  Buchstaben  enthal- 
ten) versteht,  dessen  Substitution  an  die  Stelle  der  Unbekannten 
den  Bedingungen  der  Aufgabe  genügt.  Aus  diesen  Gründen  glaube 
ich,  dass  die  erwähnte  Unterscheidung  der  Differential-  von  der 
Variationsrechnung  nicht  hinlänglich  motivirt  ist.  Dies  wird,  ausser 
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an  den  vom  Herrn  Vcrf.  gegebenen  Beispielen,  auch  noch  an  zwei 
andern  Stellen  deutlich.  Auf  Seite  125.  wird  nämlich  als  einfach- 
ster Fall  der  mittelst  der  Variationsrechnung  zu  behandelnden  Auf- 
gabe vom  Grössten  und  Kleinsten  die  Aufgabe  angeführt:  diejenige 
Function  y von  x zu  finden,  welche  den  Werth*  des  Ausdrucks 
y)  für  jeden  beliebigen  Werth  des  x zu  eiuem  Maximum 
macht.  Diese  Aufgabe  lässt  sich  aber  bekanntlich  vollständig  ver- 
mittelst der  Differentialrechnung  lösen;  denn  sie  ist  nicht  verschie- 
den von  der  Aufgabe,  das  Maximum  von  /’(«,  x)  oder  wenn  man 
will  f( 3,  x)  für  veränderliche  Wertlie  von  x zu  finden.  Wenn 
daher  der  Herr  Verf.  S.  120.  sagt,  dass  er  die  Probleme  der  . ersten 
Abtheilung  seines  Werkes,  die  nur  auf  Urfunctionen  führen,  alle 
selbst  zusammensetzen  und  ausführen  musste,  so  kann  man  ihm 
hierin  nicht  ganz  Recht  geben.  Es  gehören  vielmehr  alle  in  den 
gewöhnlichen  Lehrbüchern  der  Differentialrechnung  und  in  den 
Sammlungen  für  Maxiinumsnufgaben  enthaltenen  Beispiele  in  seine 
erste  Abtheilung.  — Die  Unterscheidung  S.  125.  zwischen  primä- 
ren und  secundären  Grössten  und  Kleinsten  muss  nach  dem  Obigen 
für  unwesentlich  gehalten  werden.  Man  wird  bald  gewahr,  dass 
sie  auf  eine  Einteilung  der  Aufgaben  in  solche,  die  einen,  und 
solche,  die  mehrere  unabhängig  Variable  enthalten,  hinausläuft.  Es 
würde  ebenso  passend  sein,  sie  je  nach  der  Anzahl  der  letzteren 
in  primäre,  secundäre,  tertiäre,  u.  s.  w.  einzutheilcn.  — Die  Fol- 
gen der  gerügten  Ungenügendheit  der  Unterscheidungen  ziehen 
sich  bis  in  die  Beispiele  hin.  Wenn  in  Aufgabe  2.  die  Gleichung 
y=fx  derjenigen  Curvc  gesucht  wird,  bei  welcher  der  Ausdruck 

U — y{x  -y)-\-  &{a  — x) 


sowohl  für  alle  Naehbarwerthe  des  xy  als  auch  für  alle  Nachbarcurven 
von  ij=.fx  ein  Maximum  wird,  und  wenn  hierauf  als  Resultat  y=z\x 
erhalten  wird,  «o  muss  dies  geradezu  für  unrichtig  erklärt  werden ; 
denn  die  Aufgabe  wird  durch  jede  Curve  gelöst,  welche  durch  den 
Punkt  (xzzzfa,  y=}ö)  geht.  Die  beiden  Gleichungen  x — 2y=0 
und  y a — 2x  = 0,  zu  denen  man  gelangt,  bestimmen  in  der 
Thut  uur  die  beiden  genannten  Coordinatenwerthe  für  x und  y 

und  lassen  den  Differentialquotienten  ^ völlig  unbestimmt.  — Ein 


Gleiches  gilt  von  den  folgenden  Aufgaben  17.  31.  32.  — Bei  die- 
ser Gelegenheit  muss  ich  darauf  aufmerksam  machen,  dass  einige 
von  den  Bestiinmungsgleichungen  dieser  Aufgaben  ohne  augen- 
scheinlichen Grund  identische,  die  andern  nicht  identische  Gleichun- 
geu  genannt  werden.  So  heilst  z.  B.  in  der  Aufgabe  2.  die  Glei* > 
chung  x — 2?/=0  eine  identische,  die  andere  aber  y-\~a — 2^r=0 
eine  nicht  identische.  Diese  Benennung  hat  vermutlich  irgend 
einen  Zusammenhang  mit  der  vorhin  besprochenen  Distinction  zwi- 
schen Werthen  und  Functionen,  Differential-  und  Variationsrech- 
nung, primärem  und  secundärem  Maximum;  weicht  aber  dermassen 
vom  üblichen  Sprachgebrauch  ab,  dass  eine  desfalsige  Erklärung 
des  Herrn  Strauch  erwünscht  gewesen  wäre.  — Die  Behandlung 
der  Aufgabe  52.  scheint  eher  zu  dem  §.  24.  von  Ohm’s  Lehre  des 
Grössten  und  Kleinsten  zu  gehören,  als  zu  dem  citirten  §.  35., 
weil  in  der  Aufgabe  zwar  ursprünglich  3 Variable  eingeführt  sind, 
eine  derselben  aber  vermittelst  einer  der  Bedingungsgleichungen 
eliminirt  wird,  ehe  zur  Variationenberechnung  geschritten  wird. 
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Id  der  zur  zweiten  Abtheilung  gehörigen  Aufgabe  70.  wird  derje-' 


nige  Werth  von  y verlangt,  welcher,  V=- 


2 P 


für  alle  der 


Gleichung  — . x — x2  = A genügende  Nachharwerthe  von  y 
zu  einem  Maximum  macht.  Es  findet  sich  ein  Werth  von 


=v^ 


wodurch 


j/ü 


und  62  Uz=z 


\a\/l 


entsteht.  Diese  Werthe  sind  beide  doppeldeutig.  Um  nun  zwischen 
Maximum  und  Minimum  zu  entscheiden,  sagt  der  Herr  Verf.,  pflegt 
man  sich  in  solchen  Fällen  dahin  zu  entscheiden,  dass  ein  Klein* 
stes  stattfinde,  wenn  U und  d2 U einerlei  Zeichen,  ein  Grösstes, 
wenn  sie  entgegengesetzte  Zeichen  haben.  Ein  solcher  Usus  wäre 
schwerlich  zu  rechtfertigen,  da  er  der  gewöhnlichen  Bedeutung  der 
Ausdrücke  Maximum  und  Minimum  widerspräche;  auch  kommt  er, 
so  viel  mir  bekannt  ist,  nirgends  vor.  Bekanntlich  findet  im  vor- 
liegenden Falle  ein  Minimum  statt,  wenn  x und  y dieselben 
Zeichen,  ein  Maximum,  wenn  sie  entgegengesetzte  Zeichen  haben. 
Jene  willkührliche  Entscheidung  veranlasst  den  Herrn  Verf.  zu 
einer  kleinen  Uebereilung  in  Betreff  des  zweiten,  jener  Aufgabe 

genügenden  Werthes  von  y.  Dieser  ist  y=.\/ — x * — A,  woraus 

{7=0,  U =.  — r— ===========.  dy2  entsteht;  und  es  wird  nun, 

^ — x2  — A 


wegen  der  Zeichenlosigkeit  von  /7,  behauptet,  dass  weder  ein 
Maximum  noch  ein  Minimum  stattfinde.  Diese  Behauptung  meint 
der  Herr  Verf.' auch  noch  durch  den  Umstand  zu  bestätigen,  dass 
nicht  allein  für  den  gefundenen  Kreis  y = V/  — x2 — A , sondern 
auch  für  alle  andere  Kreise  {/=  0 wird,  und  mithin  von  einem 
Maximum  oder  Minimum  nicht  die  Rede  sein  könne.  Allein  hierge- 
gen kann  wohl  mit  Recht  eingewandt  werden,  dass  die  besagten 
Kreise  keineswegs  die  bedungenen  Nachburcurven  sind,  sondern 
duss  die  letzteren  vielmehr  in  der  vom  Herrn  Verf.  selbst  weiter, 
unten  gefundenen  Gleichung  y = v E{x2  -+-  A)  euthalten  sind, 
und  folglich  im  vorliegenden  Falle,  wo  E = — 1 ist,  beiderseits 
Ellipsen  werden. 

Im  Allgemeinen  könnte  noch  in  Betreff  der  Aufgaben  der  zwei- 
ten Abtheilung  angemerkt  werden,  dass  man  in  den  Fällen,  wo 
das  y durch  mehr  als  eine  Gleichung  bedingt  wird,  meistentbeils 
weit  leichter  zum  Ziele  gelangt  (z.  B.  hei  Aufgabe  82.),  wenn  man 
q und  /;  eliminirt  und  mittelst  Differentiation  versucht,  ob  der  für 
y gefundene  Werth  allen  Gleichungen  genügt,  als  wenn  man  eine 
der  Bedingungsgleichungen  integrirt  und  das  Resultat  derselben 
Probe  unterwirft. 


408 


XLIX. 

Ueber  Parabeln  im  Raume. 

Von 

dem  Herausgeber. 


§•  1 

Wir  denken  uns,  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  der 
xyx,  allen  unsern  folgenden  Betrachtungen  zum  Grunde  legend, 
eine  beliebige  Parabel  im  liaume,  und  bezeichnen  die  Coordinaten 
des  Brennpunkts  und  des  Scheitels  dieser  Parabel  in  Bezug  auf 
das  angenommene  Coordinatensystem  respective  durch  a,  b , c und 
a,  ß}  y;  so  sind 


1) 


oder 


2) 


« = (*  — c)> 
y—°  = /^~y  (*  — C) 


a — u(  . 
= — - (*  — y), 

v — ß=TEr,  (*  — r) 


die  Gleichuugeu  der  Axe  derselben.  Fällen  wir  nun  von  einem 
beliebigen  Punkte  der  Parabel,  dessen  Coordinaten  durch  y,  s 
bezeichnet  werden  sollen,  auf  die  Axe  ein  Perpendikel,  und  be* 
zeichnen  die  Coordinaten  des  Durchschniltspunktes  dieses  Perpen- 
dikels mit  der  Axe  der  Parabel  durch  £,  77,  £,  die  veränderlichen 
Coordinaten  jetzt  aber  durch  X,  Y,  Z;  so  sind 

x — l 


3) 


oder 


4) 


X — (Z  — 3), 

(Z-*) 


X-  1=  (Z-£), 

(z-0 
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die  Gleichungen  des  io  Rede  stehenden  Perpendikels,  und  nach 
einem  bekannten  Satze  der  analytischen  Geometrie  hut  man  also 
wegen  1)  und  3)  die  Gleichung 


1-f- 


a — a x — § , b — ß y—t] 


c — y * s— C c — y ‘ x—C 


= 0 


oder 


, 5)  (g  — a)  (x  — {6  — ß)  (y  — r})  + (c  — y)  (a  — £)  = 0. 

Weil  aber  der  Punkt  in  der  Axe  der  Parabel  liegt,  so  ist 

nach  2)  auch 


ti) 


'ri-ß=~ry  d-r). 


Du  nun  die  Gleichung  5)  auch  auf  folgende  Art  geschrieben  wer- 
den kann: 

(«  — «)  \{*  —«)  — (§  — «)h 

■+■(*-«  \(.y-ß)-(v-ß)\\=  0, 

+ (c— /)  K«  — r)  — — 

so  ist 

(a  — a)  \(x  — «)  — (£  — r)\ 

-+■(*— rt  |(a  — r)— (£  — /)! 

und  folglich 

% 

y (g  — «)  — ft)  (b  — ß)  (tj  — ß) -h  \c  — y)  (g  — y)  r v 

* (g  _«)*-*- (£-£)*  4- (c-yp 

Uebcrbaupt  aber  erhält  man  nun  mittelst  dieser  Formel  und  der 
Gleichungen  6)  die  folgenden  Ausdrücke: 

V (g  — «)  (x  — (/>  — ß)  (y  — ß)  -H  (c  — y)  (z  — y)  , * 

$ (fl-ß)»  + (A-^  + (C-y)>  «A*  aJ> 

(g  — a)  (x  — «)-\-  (/>  — ff)  (y  — ff)  -fr-  (g  — y)  («  — y) 


V-ß), 


C«  — «)2  H-  0 — ff)*  -h(c  — y)% 

, * 

y _ (g  — «)(#  — «) -fr- (£  — ff)  (y-ß)-h(c-y)  ( z—y ) , 

* ' ' (g — a)2-fr-(A — ff)2  -fr-  (c  — y )2  ^ 

und  folglich 

7)  ß-«r-  + h-ft2-4-(C--r)2 

l(g  — tt)  (#  — «)  -f.  (b  — ff)  (y  — ff) -fr- (c  — y)  (s  — y)|a 

(g  — a)2  + (A  — ff)2  -+-  (c  — y)2  * . 


> 


V 


\ 
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Weil  nun  der  Radius  Vector  eines  jeden  Punktes  [xyz)  der  Para- 
bel der  Summe  der  Entfernung  des  Brennpunkts  vom  Scheitel  und 
der  Abscisse  des  in  Rede  stehenden  Punktes  in  Bezug  auf  die  Axe 
der  Parabel  als  Axe,  und  deren  Scheitel  als  Anfang  der  Abscissen 
' gleich  ist;  so  haben  wir  die  Gleichung 

— a)2  -f - (y  — b)2  -+-(*  — c)2 
= V(a  — a)2  + (b  — ß)'  + {c  — y)2 

— «)2 -+-(>?  — ß)2-f{£  — rV, 

■ 

d.  i.  nach  7) 

\Z\a:  — a )*  (y  — b)2  -f-  (a  — ~c p 

— V\a  — o)>  + + (c  — y)* 

j (g  — «)  (X  — tt)  (6  — ß)  (y  — /?)  -4-  (g  — y)  (g  — y) 

^(«  — «)2  -+-  {&  — 0)2  -+•  (c  — y)2 

oder 


— /?)*-!- (e?  — . \S(x  — «)2-Hy— c)2 

= («  — «)2  + (<$  — ß)2  -\-{c  — y)2 

db  {(<*  — a)  — a)  -f-  (b  — ß)  (y  — ß)  + (c  — y)  (*  — y)j, 

wo  sich  nun  fragt,  welches  Zeichen  man  zu  nehmen  hat,  worüber 
auf  folgende  Art  eine  Gntscheidung  gegeben  werden  kann.  Nähme 
man  nämlich  das  untere  Zeichen,  so  wäre  < 

1/ («—  u)2-+-(b^-ß)2-i-(c— rY  • (x-a)2~h(y-  b)2-+-(x—c)2 

= {a  — «)2  -h  (b—ß)2  -+•  (c  — y)2 
— |(a  — a)  — a -+-  («  — «))  + (b  — /?)  (y  — — /?)) 

-+-(c  — y)  (s  — c + {c  — y))\ 

— —\  {a  — a)  (x  — «)-+-(<£  — ß)  {y — b)-+-  {c  — y)  (*  — <?)  | 
und  folglich 


I («  — «)  {x  — g)  -f-  (&  — ft)  (y  — 6)  -fr  (g  — y)  (*  — g){ 2 ! 

}(«  — «)3-f-(A  — /S)2-+-(c  — y)2}  \{x  — «)2  -f-  (y  — Ä)2  -f.(3  — c)2j 


/ 

Die  Gleichungen  des  dem  Punkte  (.rys)  der  Parabel  entsprechen- 
den Radius  Vectors  sind,  wenn  wieder  X,  Y,  Z die  veränderlichen 
Coordinaten  bezeichnen : 


8) 


X — a 
Y—b 


x — a 
% — c 


(Z  - c), 


y—b 

s — c 


(Z-c). 


I 


Bezeichnen  wir  also  jeden  der  beiden  von  diesem  Radius  Vector 
mit  der  Axe  der  Parabel  eingeschlossenen,  180°  nicht  übersteigen- 
den Winkel  durch  V ; so  ist  wegen  der  Gleichungen  1)  und  8) 
nach  den  Principien  der  analytischen  Geometrie 


t 
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cos  F*  = 


a — ct  x — a " b — ß y — b x, 

. h * ) 

c — y % — c c — y z — c 


’)t 


oder 

r2 j(g  — o)  (x  — a)-h(b  — ß)(y-^b)-j-(c  — y)  (%—c) j» 

cosr  — \(a-ay+(b-ßy+(c-ry\.  \(x-a)'+(y-ljy+{i-cy\'  . 

t 

und  folglich  Doch  dem  Obigen 

♦ cos  F*  = l,  cos  V=db  1, 


also  P=0  oder  F=180°,  welches  offenbar  nur  für  den  Scheitel 
der  Parabel  gilt.  Daher  muss  inan  in  der  oben  gefuudeoen  Glei- 
chung das  obere  Zeichen  nehmen,  folglich 

■ x 

9)  1/ (a  — a)2-{-(b — ß)2-¥-(c — y)2  . V(x — «)2-f-(y — b)2- h(* — c )a 

— (a  — a)2  + (b  — ß)2  -h  (c  — yY 
-h \{a  — a)  (x  — u)  ■+■  (b  — ß)  (y-ß)-h  {c  — y)  (z  — y)\ 

setzen,  wo  hloss  noch  zu  untersuchen  ist,  ob  diese  Gleichung  auch 
für  «len  Scheitel  der  Parabel  gilt,  was  aber  offenbar  der  Fall  ist, 
da  diese  Gleichung  eine  identische  Gleichung  wird,  wenn  man 
x — u,  y = ß,  z = y setzt.  Also  gilt  die  Gleichung  9)  oder  die 
Gleichung 

10)  !/(«— a)2-+-(b— ß)2-\-(c—  y)2  . \\/ (x— a)2-h(y—  b)2-+-(z— c)2 

. — \/ (a— u)2+(b  — /?)J+(c- y)2\ 

= («  — «)  (x  — d)  + (b  — ß)  (y  — ß)-\-(c  — y)  (*  — y) 

( r 

für  jeden  Punkt  der  Parabel. 

Um  die  Gleichung  9)  rational  zu  machen,  quadrire  man  auf 
beiden  Seiten  des  Gleichheitszeichens,  so  erhält  man 


/ 


* ' 


\(a  — a)2  + (b  — ß)2 -+- (c  — y)2 } \(x  — a)2-+-  (y  — £)*-+-(*—  c)3( 
= !(«  — u)2-+-(b  — ß)2  H-(c  — y)2\2 
+ («  — a)2  (.r  — a)*-f -(b  — ß)2  (y  — ß)2  + (c  — y)2  (z—y)2 
-+-2{(«  — a)2  -h(b  — ß)2  (c  — y)2\  {(/z  — a)  (x  — a) 

-+-{b  — ß)  {y  — ß)-+-(c  — y)  (z—y) ( 
/ . , — «)  (b-ß)  (x  — u)  (y  — ß) 

-+-%(b —ß)  (c  — y)  (y  — ß)  (z—y)  , 

-4-2 (c  — y)  (a  — a)  (z  — y)  (x  — a). 

Der  Thcil  auf  der  linken  Seite  des  Gleichheitszeichens  kann  auf 
folgende  Art  dargestellt  werden: 


I 


\ 
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I II 

K>  — 

T 


i i 
+ + 
ri 

■Cb  3" 
^ 1 

+ + 


a >« 


+ 1 I 


I 

5 I 

M *Cb 


R w 

li  + 

- I ^ 

+ 3 I 

^ + 3 

*> 

* i 

ir 
l 

<«  3 

I 

"Ct  • 

+ 

'cT 

I . 

>{ 

/“\ 

M 

I 


% 

I 

R 


ss 

I 

3 

M 

+ 

'K" 

I 

M 


+ +_ 
IT  ki  ^ 

I i I 

■*<  io  £ 

""w  '"**  ** 

II  I 

tO  W W 

"rT  ^ 

I l i 

3 3 3 

^ ^ "iT  , 

i i i 

2,2  t 

+ + + 


Hebt  man  nun  auf  beiden  Seiten  des  Gleichheitszeichens  der  obigen 
Gleichuug  auf,  was  sich  aufheben  lässt,  so  erhält  man 

|(Ä-/S)’  + (c-y)*|  (*-«)*',  .. 

- +|(c  — o)J)  (y— /*)’ 

+ |(«-o)*  + («-/J)M  (*-y)* 

= 4|(«  — «)*  + (4  — /?)J  + (c  — y)*t  K«  — “)  (•*  — «) 

+ (*  — /»)  (y— £)  + («  — r)  (*  — r)l 
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— a)  (£  — ß)  (&  — a)  (y  — ß) 

-+-*(*-«  (c-r)  (y-ß)  (*-r)  ■* 

H-2(c  — y)  («  — a)  (*  — y)  Cr  — a), 
und  hieraus  ergiebt  sich  leicht 

11)  . {($  — /?)  Cr  — «)  — («  — «)  (jr  — /?)|* 

+ l(«-rf  (y  — /*)  — (#  — # (*  — r)l* 

+ |(a  — a)  («—/)— (c  — y)  (^r  — a)}* 

= 4j(ff-a)I  + (i-jS),  + (c-y)J|  !(«  — «)  O — «) 

+ (£  — ß)  (y—ß)  + (c—r)  (*  — y)|. 

Wenn  nun 

12)  ä = .//.£•  -f-  By  -+-  C 

die  Gleichung  der  Ebene  ist,  in  welcher  unsere  Parabel  liegt,  so 
sind  deren  beide  Gleichungen,  durch  welche  dieselbe  vollkommen 
charakterisirt  wird,  die  Gleichungen  11)  und  12),  und  zwischen 
den  neun  Constanten  «,  b,  c\  a,  /?,  y\  A , B , C hat  man  die  bei- 
den folgenden  Gleichungen: 

131  i Aa-\- Bb -\- C-=.  c, 
s \ Aa-}-  Bß  -f-  C=  y. 

Aus  den  drei  Gleichungen 

c = Aa  + Bb  + C, 
y = Aa  H-  Bß  -+-  C \ 
x = A&  H-  By-\-  C 

folgt 

c — yz=z  A(a  — a)  -f-  B(b  — ß), 

% — y — A(x  — «)■+•  ß(y  — ß). 

Also  ist  offenbar  * 

• (c—r)  (y—  0— (*  — ß)  (*  — y) 

= (•*-«)-(*-«)  (y-/?)|, 

(«  — «)  (*  — f)  — (c  — y)  (a:  — a) 

= — B\{b  — ß)  (>  — «)  — («  — a)  {y  — ß)\ ; 

und  folglich 

|(£  — ß)  Cr  — ce)  — («  — a)  (y  — $j8 

-Hte— y)  (y  — $ — {t  — ß)  (*  — y)la 

— a)  (x  — y)  — (c  — /)  (a?  — a)|J 
= (1  A* B2)  \(b  — ß)  {&  — a)  — (a  — a)  (y  — /?)|5. 

Daher  kann  man  die  Gleichung  11)  auch  unter  der  Form 
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13)  (1  -\-A2  -f-Ä*)  \(6  — ß)  {x  — «)  — (or  — «)  (y  — i?)|* 

= 4j(«  — a)2  (£  — /?)*  “+-(c-— y)*}  {(«  — a)  (#  — a) 

h-(^  — Ä (y— /J)  + (c— r)  (*  — y)}. 

oder  unter  der  Form  ' • 

4 

' ,Ax  ^}(g-tt)aH-(/v-/8)a  + fg~y)2l 
' 1+^  -i-B* 

_ . }(/'  — £)  te  — «)  — (g  — «)  (y  — ß)\* 

(a  — a)  (x  — a) — ß)  (y  — ß)-b(c  — y)  (*  — /) 

darstellen.  _ ' » 

Weil  /(«  — a)*  -f-  (6  — ß)2-+-(c — y)2  die  Entfernung-  des 
Brennpunkts  vom  Scheitel  ist,  so  ist,  wenn  wir  den  Parameter  un- 
serer Parabel  durch  fi  bezeichnen: 

15)  fi  = 41/ («  — «)*  -f-  — /?)*  -+-  (c  — /)*, 

I 

und  die  Gleichung  13)  kann  daher  auch  auf  folgende  Art  uusge- 
driiekt  werden: 

16)  (\+A2  + B2)  \{6-ß)  (x  — a)  — (a  — «)  (y-ß)  |* 

= 1T  !(«  — «)  («  — — ß)  (y  — ß)~h(c~y)  (x  — r) | 

oder 

17)  4(1  -\-A2-\-B2)  \(b  — ß)  (x  — a)  — (g  — a)  (y  — |ff)j* 

= /“2i(«  — «)  (<*?  — «)-+•(£  — /?)  (y  — /?)  + (c  — /)  — . 

•*"  • 

Wenn  die  Ebene,  in  welcher  die  Parabel  liegt,  die  Ebene  der  a:y 
ist,  so  verschwinden  die  Grössen  A,  B , c,  y , x,  und  die  Gleichung 
der  Parabel  w ird 

18)  4[(£  — ß)  (x  — a)  — (a  — a)  (y  — ß)\2 
= fi2\(a  — u)  (x  — a) (6  — ß)  {y  — ß)\. 

Nimmt  man  den  Scheitel  der  Parabel  als  Anfang  und  deren  Axe 
als  Axe  der  x an,  so  verschwinden  die  Grössen  a,  /?,  £,  und  die 
Gleichung  der  Parabel  wird 

19)  Aay2  = fi2x, 

Weil  nun  aber  \a—fi  ist,  so  geht  diese  Gleichung  in  die  bekannte 
gewöhnliche  Form 

20)  y3  = fix 

der  Gleichung  der  Parabel  über. 

‘ § 2. 

Wir  wollen  nun  die  Gleichung  der  Projection  unserer  Parabel 
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im  Raume  auf  der  Ebene  der  xy  entwickeln.  Cm  diese  Gleichung1 
zu  finden,  müssen  wir  aus  den  beiden  vorher  gefundenen  Gieichun- 

fen  der  Parabel  im  Raume  die  Grösse  x eliminiren.  Weil  nach 
em  vorigen  Paragraphen  bekanntlich 

x — y = A(x  *—  a)  -+-  B{y  — ß) 

» • +■ 

ist,  so  ist 

{a  — a)  {x  — a)-±-{b  — ß)  {y  — ß) -h  (c  — y)  (x  — y) 

= \a  — a -f- (c  — y)A } (x  — «)  < 

H-  | b — ß + (c  — y)B } {y  — ß), 

und  nach  13)  oder  17)  ist  also  die  Gleichung  der  Projection  auf 
der  Ebene  der  xy 

21)  (1  + A*+ß*)  \{b  — ß)  (,r-«)-(«--a)  (y  — /?) }’ 

= 4j  («_ce)*H-(^  — »*-§-(«  — y)*l  ' 

X \[a  — a-l-(c  — y)A]  (x  — a)  4-  [b  — ß -+-  (c  — y)B)  {y  — ß)\ 

/ t 

oder 

22)  i(\  + A' + B')  |(4-/9)  {x-a)-(a- a)  (y  — /?)(*  . 

= — a + (e  — r)A]  (a;  — «)  + [i  — ß-i-(c— y)B)  (y— £)|. 

Um  nun  aber  auch  noch  c — y zu  eliminiren,  hat  man  nach 
dem  vorigen  Paragraphen 

t i 

c — y = A{a  ~a)-\-ß(b--  ß),  s ■ 

und  folglich 

1 * 

a — a -f-  (c  — y)A  - > 

= « — a-\~A\(a — a)A-\-{b  — ß)ß\, 
b — ß -f-  (c  — y)B 

i = b — ß -f“  /?{(#  ~~~  &)A  -f-  (b  — ß)B\  ,, 

und 

(a  — a)s  -f-(£ — ß)*-\-(c  — y)2 
= («  — £<)*  “H  (£  — ß)*  -f-  { (a  — ct)A  *+*  [b — ß)ß\*i 

oder,  wenn  der  Kürze  wegen  im  Folgenden 

23)  0 = (a  — a)A  + (b  — ß)B 

gesetzt  wird: 

t * 

a — a -4-  (c  — y)A  r=r  a — a -f-  AO, 
b — ß ~\-(c  — y)ß  = b — ß -+-  BO, 

(a  — «)*  -f-  (b  — ß)2  -f-  ( c y — )2  z=z{a  — a)a  •+-  (b  — ß )a  -f-  0* ; 

so  dass  also  die  Gleichung  der  Projection  unserer  Parabel  im 
Raume  auf  der  Ebene  der  x y nach  dem  Obigen 
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24)  (1  •+ -A*  + ß2)  \(b  — ß)  — «)  — (a  — a ) (y  — ß)}2 
= 4{(«-ß)2-+-(£-/9)2-h©2| 

Xi(ff-«  + i0)  (a:  — a) (b  — ß ßQ)  (y_  0)j 

oder 

25)  4(1  -f-  A2  -f-  ß2)  \(b — ß)  (&  — a)  — ( a — a)  (y — /ff)ja 

=zii2\{a--a-{-AQ)  (x  — a)  -+-  (b  — ß -f-  BQ)  {y  — ß)\ 

18t.  ' , 

Nehmen  wir  den  Scheitel  (aß/)  der  Parabel  im  Raume  als  den 
Anfang  eines  dem  primitiven  Systeme  der  xyx  parallelen  Coordi- 
natensystems  der  ocxyx%x  an,  so  ist  nach  der  Lehre  von  der  Ver- 
wandlung der  Coordinaten 

' # ' * 

26)  xx=zx  — a,  y,~y—ß,  Xl=x  — ß;. 

• t 

und  die  Gleichungen  24)  und  25)  lassen  sich  also  auch  unter  der 
folgenden  Form  darstellen: 

27)  (1  + A2A-B2)  {(£  — ß)a?t  — (a  — a)yt } * 

= 4 \(a  — a)2  -\-(b — ß)2  -+-©2} 

X \(a^a^\-A0)a:1  -+-  (b  — ß -f-  ß0)y1 f 

und 

28)  4(1  *+-  A2  -f-  B2)  \(b — ß)&j — (a  — a)y,j2 
v = ^2{(«  — ß-h.^©).*:,  -+-{&  — ßA-  B0)y1\. 

Noch  wollen  wir  bemerken,  dass,  wenn  i den  Neigungswinkel  der 
Ebene,  in  welcher  die  Parabel  im  Raume  liegt,  gegen  die  Ebene 
der  ocy  bezeichnet,  nach  den  Principien  der  analytischen  Geome- 
trie bekanntlich 


cos  i 2 


1 

1-+-  A2  + H2 


ist,  so  dass  man  also  die  Gleichungen  27)  und  28)  auch  unter  der 
folgenden  Form  darstellen  kann: 


29)  \(b  — ß)a:l  — («  — ß)y,j2 
= 4cos  i 2 1 (a  — ß)2  (b  — ß)2  -f-  ©a  \ 

, X \(a  — a-\-A0)xl  A-{b  — ß-±-B0)yl } 

und 


30)  4 { (b  — /9)^,  — (a  — a)y1 } 2 
— fl2  cos  P\(a  — aA-AO)#!  + (b  — ß B0)yx }. 


Denkt  man  sich  diese  Gleichung  gehörig  entwickelt  und  auf  Null 
gebracht,  so  sind  die  Coefficienten  von  .z*,2,  y,2,  &iyi  respective 

Hb-ß)2,  4(a  — ß)2,  -8(«-ß)  (b-ß), 

und  da  nun  offenbar 
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| — 8(«r  — ce)  (£-/*)}*— 4{4  («  — «)*}  {4(4  — ß)*  | =-  0 

ist,  so  ist  nach  der  allgemeinen  Theorie  der  Linien  des 
zweiten  Grades  die  Projection  unserer  Parabel  im 
Raume  auf  der  Ebene  der  acy,  und  eben  so  natürlich 
auch  deren  Projection  auf  der  Ebene  der  und  auf 
der  Ebene  der  yx , eine  Parabel. 

Lin  nun  die  Projection  auf  der  Ebene  der  xy  etwas  genauer 
zu  untersuchen,  müssen  wir  zuerst  die  folgenden  allgemeinen  Be- 
trachtungen vorausschicken. 


§.  3. 

Wenn 

Ax*  -4-  By*  2Cxy  4-  Da:  4-  Ey  4-  F=z  0 

' die  »••.gemeine  Gleichung  einer  Parabel  für  rechtwinklige  Coordi- 
uÜdCdieSGlciclmog“n  d'e  Coorili,,“ten  >>>  9 Brennpunkt., 

y =s  Mx  4-  Ar 

• # 

der  Directrix  dieser  Parabel  finden;  so  bemerkt  man  sogleich,  dass 
nach  den  Pnncipien  der  analytischen  Geometrie  das  Quadrat  der 
Entfernung  jedes  Punktes  {x y)  der  Parabel  von  dem  Brenn- 
punkte (pq) 

und  das  Quadrat  der  Entfernung  des  Punktes  (a:y)  der  Parabel 
von  der  Directrix  7 


(y  ~ Mx  — Ala 
1-f -AD 

ist.  Weil  nun  bekanntlich  jeder  Punkt  einer  Parabel  vom  Brenn- 
punkte eben  so  weit  entfernt  ist  wie  von  der  Directrix.  so  erhält 
man  die  Gleichung  9 11 


* 4_(y__  2 __ 


(y  — Mx  — \)  » 
1 -t-  M7  > 


oder  nach  gehöriger  Entwickelung  die  Gleichung 


x7  4-  M7y%  , \ 

4-  2if/ry  I 

+ \ ~o, 

-2{y(l4-if*)-A7|y  l 

*+“  (P2  4-  q2)  (14 -Af*)— iP’J 
welche  offenbar  mit  der  gegebenen  Gleichung' 


, ,‘B  _ , 2 C 
x M-  -f  y*  4-  -f  x y 


TheH  UI. 


d e f 

7*+7j+7  = » 

27 
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identisch  sein  muss,  wodurch  man  zu  den  folgenden  Gleichungen 
geführt  wird: 


at  c 

, (p’-t-y1)  (1  + M'-)-X'=-z-  ■ 

Soll  man  den  beiden  ersten  Gleichungen  zugleich  zu  genügen  im 
Stande  sein,  so  muss  offenbar 

. £*  Z?  . ' • • i 

A*  A * 

also  C*  = AB  oder 

C'—ABz=t  0 

sein,  welches  nach  der  Theorie  der  Linien  des  zweiten  Grades  be- 
kanntlich wirklich  der  Fall  ist,  da  die  durch  die  Gleichung 
% * » 

Ax*  + ßyz  _j_  ^Cxy  -+-  Dx  •+*  Ey  -+-  F = 0 

charakterisirte  Curvc  nach  der  Voraussetzung  eine  Parabel  ist.  Zu 
der  Bestimmung  von  M hat  man  also 

31)  M=j, 

Nun  ist  nach  dem  Obigen 

-IL-mx, 

y(l  + M*}  — — 2Ä  ■+"  > 

also 

pH  i + ßpy —i~p  + ■§• 

t 

folglich,  wenn  inan  addirt, 

0»*+?*)  (t-f-itf*)* 

=="££—  - S~f  ~ JV+  (1  + Ü/’)A\ 


Weil  nun  nach  dem  Obigen 
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also 


(p'  + <7')  (1  + 1 **)  = 4 + A\ 


(/>*  -4-  ?’)  (1  -f-  M'Y=z±  (1  jm)  + (1  •+-  3f')A* 


ist;  so  •ist , wie  sicli  auf  der  Stelle  ergiebt,  wenn  man  dies  mit 
dem.  Vorhergehenden  vergleicht. 


D7+E7  E — DM  K F „ , 

— ; Ui V+m, 


also 


E-DM  A1_D*  + E7  F 

— — A = — -j  (1  + -«*). 


Nach  dem  Obigen  ist,  wie  man  leicht  findet, 
E — DM 


also 


AE  — CD  F M t iLti\ (A-\-B)F 

A * 9 A )—  A2  * 


,T  D7  + E7-k(A  + B)F 
A*)  * — 4pl  - 67?) 


Endlich  erhält  man  nun  mittelst  der  Gleichungen 

p(l  + M')  = —gi-MA, 

?(H-j — + \ 

für  die  Coordinaten  p,  q des  Brennpunkts  leicht  die  folgenden 
Ausdrücke : 


• 33) 


oder 

% 

34) 

Für  F=0  ist 


2 ADE  — C(D * — E7)  - 4 (A  B)CF 
\P  — *(A -f-  B)  (AE  — CD)  5 

2CDE  A(D*  — E *)  — 4(/#  4-  Z?)//F 
q ~ *(A  Zf)  (JA’  - 67>)  ’ 


(/f£  — CD)D  + {AD-+-CE)E  — 4fZ  -f-  ÄJC’F 
P A(A  -+-  B)  (AE  — CD)  * 

— C7?)tf  — (AD  +CE)D- f-  4(^  ^)^F 

q ~~  k(A  + B)  (AE— CD)  * 


27' 
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^=4*’ = 4 


AT  = 


35) 


\{ae  — cny 
2ADE  — C(D 2 
^ — H(A 


FS) 


9 = 


Zf)  (AE  — CD) 

(AE  — CD)D  -+-  (AD  -f-  CE)E  ** 

H(A  -+-  D)  (AE  — CD)  ’ 

2CDE  + A(D*  — E2)  h 
h(A  + It)  (AE  — CD) 

(AE  — CD)E  — ( AD  CE)D 
4 (A  + D)  (AE  — CD) 

Von  diesen  Formeln  wollen  wir  nun  die  folgenden  Anwendungen 
auf  die  Projection  unserer  Parabel  im  Raume  auf  der  Ebene  der 
ocy  machen. 

/.W'  '§.  4.  Ä ~ 

Pie  Gleichung  30)  der  Projection  auf  der  Ebene  der  ocy  giebt 
gehörig  entwickelt 

36)0—  4(6  — ß)2ccx2 

-F  4(<7  — a)2y,  2 

— S(«  — «)  (b  — ß)ocxyx 

— fl2  cos  i 2 (a  — a-\-AQ)a:x 

— fi2  cos  P (//  — /9-F /?0)y,, 

wofür  wir  der  Kürze  wegen 

37)  0 = Skr,2  -F  33 yx 2 -f-2 &o?lyl  -F  J).r,  -F  (£yl 

schreiben  wollen , wo  die  Bedeutung  der  Symbole  2t,  33,  (£,  $D,  ö 
von  selbst  erhellen  wird. 

üni  zuerst  die  Gleichung  der  Directrix  der  Projection  auf  der 
Ebene  der  ocy  zu  finden,  haben  wir  nach  35)  die  folgenden  Glei- 
chungen: 


M=  ^ A = 


©2-f-e* 
4(?te  — es)* 


Führt  man  nun  für  2t,  (£,  £),  (£  ihre  aus  dem  Vorhergehenden  be- 
kannten Ausdrücke  ein,  so  erhält  man  auf  der  Stelle 


M = — 


a 


6-ß 


und 


2)2  -F  (E*  ==  fi4  cos  P\(a — a-F.^0)2 -F  (6 — ß -F  /?0)*j, 


so  wie 
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i 


- * m-a® 

ac:  — 4 fia  cos  P {b  — ß)2  (b — ß -f-  Z?0) 

- — 4 fi*  cos  P ( a — «)  ( b — ß)  ( a — a-\-AO) 

= — 4/, P cos  P (b  — ß)  l(a-ra)2-+-(b  — ß)2  ~h  @2l  i 

i 

und  folglich,  weil  nach  §.  2. 

' * 

(a  — a)»  + (Ä  — /?)»  + (c  — rY  = («-«)’-+-  (b  — ß)'  -t-  &\ 


und  nach  15) 

(l7  =z  16{(«  — u)2  -h(b  — ß)2  -fr-  {c  — y)2 1, 
also  . ’ • . - 

' {*-a)2  + (b-ß)2+02  = ^l*2 

ist: 

• ${(£  — (£:£)  = — \fi*  cos  P (b  — ß). 

Also  ist  nach  dem  Obigen 

• » • * .*  * * 

cos  i2  )(a  — « -+•  A9)2  4-  (b  — ß -+-  B9)2 1 


JV= 

und  folglich 


b — ß 


— • 


a — a 


„ „ cos  i2  \(a-ct  + A9)*+(b-ß  + B9)*\ 

38)  V\  — U — /s^1  b — ß ; 


oder 


39)  y—  ß = — — “) 


cos  i2  \(a  — a-4 -AG)2  -f- (b — ß-\ -B9)2\ 

’ ••  T=ß  2 


oder 


a — a 


, p x (a-.a  + AG)2+(b-ß-hB9)2 

40)  ß — — 6_ß{x  — a)—  — + + » 


oder 


41)  («  — «)  — a)  -fr-  (£  — ß)  (y  — /S)  = 

— cos  P \(a — a -fr-  AG)2  -4-  (b — /?©)*(, 

oder  - 

42 ) (a  — a)  (a;  — a) (b  — ß)  (y — ß)  = 

die  Gleichung  der  Directrix  der  Projection  der  Parabel  im  Raume 
auf  der  Ebene  der  acy. 

Auch  ist 
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(a  — « AO)2  — ß -+-  BO)2 
=z(a—a)2  +(b- ß)2+2\(a-a)A+(b— ß)ß]0+(A2  + B2)02 
= (a  — a)2  4-  (b  — ß)*  4-  O2  -h  ( 1 *4-  A2  -+-  Z?2)02 

_ 3 , S2  /i2  cos  z2  -f-  1692 

TT /*  “T*  cos  e-a  *—  JGcos  *'*  ’ 


und  folglich  auch 


.«x  « a — a x <u2  «os  i2  16Ö2 

43)  y— ß=— «)— - — 


oder 


44)  («-«)  (*_„)  + («_)!)  (y  - fl  = - f,e‘, 

I 

oder 


45)  (a  — a)  (oc  — a)  -+-  (b  — ß)  (y  — ß)  = — (0»  -h-rri“'1  cos  *2) 

die  Gleichung  der  Directrix  der  Projection  auf  der  Ebene  der  acy. 

Die  Gleichung  der  durch  die  Punkte  (ab)  und  (aß)  gehenden 
geraden  Linie,  d.  i.  die  Gleichung  der  Projection  der  Axe'  der 
Parabel  im  Raume  auf  der  Ebene  der  ccy,  ist 


und  weil  nun 


46)  y — ß = /^z^  (x  — a), 


1 — 


a — a b — S 
b — ß * a — « 


ist,  so  steht  nach  bekannten  Principien  der  analytischen 
Geometrie  die  Directrix  der  Projection  der  Parabel  im 
Räume  auf  der  Ebene  der  acy  auf  der  Projection  der  Axe 
der  Parabel  im  Raume  auf  der  Ebene  der  ac y senkrecht, 
und  die  Projection  der  Axe  der  Parabel  im  Raume  auf 
der  Ebene  der  acy  ist  daher  jederzeit  ein  Durchmesser 
der  Projection  der  Parabel  im  Raume  auf  der  Ebene  der 
acy , oder  der  Axe  dieser  Projection  parallel. 


Um  nun  ferner  die  Coordinaten  des  Brennpunkts  der  Pro- 

1‘ection  der  Parabel  im  Raume  auf  der  Ebene  der  ocy  zu  finden, 
laben  wir  nach  36) 

25* — (E2z=z(i*  cos  i*\(a — a~\~AO)2 — (b  — ß BO)2  ' 
und  folglich 
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Weil  nun  ferner 

(2H-35)  {m-£2))  = -(6-ß)  {(«-«)»-*-($- fl*  |/*4  cos»* 

ist,  so  ist,  wenn  />,  q die  Coordinaten  des  Brennpunkts  der  Pro- 
jection  der  Parabel  im  Raume  auf  der  Ebene  der  jcy  in  Bezug  auf 
das  primitive  System  der  xyx,  bezeichnen,  nach  35) 
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■Cb  8 

+ + 
fe  k 
© ^© 

55  ?=5  + 

1 1 i 

^ 4- 

IT  ^ 

I I 

8 •Cb 
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Aus  den  vorhergehenden  Formeln  erhält  man  durch  leichte  Rech- 
nung 

’ («  — «)  (/» — ce)  — (ä  — — /J) 

J=  cos  i 2 { (a  — a + AO)2  — (b  — ß BO)2 } , 

(£  — ß)  (p  — a)  + (a  — «)  (7  — ß) 

= 2cos  **  (a  — u-\-AO)  {b — ß-\-BQ)\ 

oder 


51) 


Digltized  by  Google 


426 


-(a  — «)  (p  ~a)—(b  — ß)  (g  — ß) 

I_(a  — « + AG)*  -{b  — ß-y  BO)* 
l-yA2-y  B2  ’ 

(£  — /?)  (^  -«)-+•(«  — «)  (7  — £) 
^2(«  — a-d-^0)  (Z^  — /9  -4-  BO) 

— 1 -\-A'-\-B* 


Auch  findet  mau  leicht 

{p  — a)2  -y  {(/ — ßV  = 

also 


cos  a4  \(ä  — a-\-AG)3  -+-(b — ß-j-B&)9\2 
(a  — «)2  -f-  {b  — ßy 


53)  l/fr -«)•  + (*-/»)•==  — 


l/(a  — «)*  -f-  (A  — ß)% 


«der 


y 

54)  V {]>-«)'  -+-(?  — /»)* 


(«  — or  -f-  ^ fl)2  -f-  Qfr  — ft  -f-  /?fl)2 

+ V/ {a-ay  + (b^W 


und  folglich 


55)  V(a  — af  + («  — /»)“  . «)»  + (y  — /?)» 

(«  — « -f-  A&y  -4 -{b — ß -+-B&y 

— i + 


Daher  kann  man  nach  42)  die  Gleichung  der  Directrix  der  Pro- 
jection  der  Parabel  im  Raume  auf  der  Ebene  der  xy  auch  unter 
der  folgenden  Form  darstcllen: 

56)  («  — «)  {*  — a)-y{b  — ß)  (y  — ß) 

= - V(a  — «) * + (b  - /?)*  . V (;>  — «)*  + (7  - /»)*• 


§.  6. 

Die  Axe  der  Projection  der  Parabel  im  Raume  geht  durch  den 
Brennpunkt  (yy)  und  ist  nach  §.  4.  der  durch  die  Punkte  {ab)  und 
(aß)  gehenden  Linie  parallel.  Also  ist 

57)  y — ? = /»)  ' 

oder 

58)  («  — «)  (y  — 0)  — (£  — /?)  (ar  — «) 

, =(«  — a)  (7  — /*)  — ($  — £)  (y  — «) 

. I 

die  Gleichung  der  Axe  der  Projection  auf  der  Ebene  der  xy. 
Führt  man  nun  für  p — a und  g — ß ihre  oben  gefundenen  Aus- 
drücke ein,  so  erhält  man  für  die  Gleichung  der  Axe  leicht 


% 
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■ 59)  {a  — a)  {y  — /9)  — (b  — ß)  (*  — a) 

2| (a  — a)  (a-u  + AO)- t-(b  — ß)  (b  — ß A- ßO)\ 

X 1(«  — «)  (4  — ft  4~  ß&) — ( b — ft)  (a  — u-h  AG)\ 

. (1  4-  A*  4-  ß2)  \(a-u)'  4-(£-ft)3| 

oder 

60)  {a  — a)  (y  — ß)  — (b  — ft)  (x  — a) 

2cos  #*  {(«  — u)  {a  — c<4-^0)4-(£  — ft)  (b — ß-{-ßO)\ 

_ X {(«-«)  (b  — ß+#Q)-(b- ß)  (a-g-i-AO)\ 

{a  — «)’  -h{b  — ft)* 

* # 

Es  ist  aber 

(a  — a)  (a  — a + AG)  4-  (£  — ß)  {b  — ß A~  ßG) 

= («-«)*  4-  (b  - ßy  4-  ©3  = t>2 

und 

(a  — a)  (b  — ß 4-  BG)  — (b  — ß)  (a  — a 4-  -40) 

==  \(a  — a)  A-+-(b  — ß)ß\  \(a  — u)ß  — (b  — ß)A j; 

also 

61)  {a  — a)  {y-^ß)-(b-ß)  (x—a) 

/u1  cos  P \(a  — a)A (b — ß)lt\  | (a  — tt)B  — ( b — ß)A\ 

— , 8|(« -*)2-i-(b-ßP\ 

die  Gleichung  der  Axe  der  Projcction  der  Parabel  im  Raume  auf 
der  Ebene  der  a:y. 


#.  7. 

Nach  56)  ist 

{a  — a)  (^r  — a)4 - (b  - ß)  {y  — ß) 

= — V (a  — «)34 -{b—ßy  . {p  — ay -Y- (q — ßy 

die  Gleichung  der  Directrix  der  Projection  der  Parabel  im  Raume 
auf  der  Ebene  der  xy , und  folglich,  wenn  wir  den  Parameter  die- 
ser Projection  durch  (xl  bezeichnen,  da  die  Entfernung  des  Brenn- 
punkts von  der  Directrix  der  halbe  Parameter,  d.  i.  \lal  ist,  nach 
den  Principien  der  analytischen  Geometrie,  wie  wau  leicht  findet: 


» 


% 
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Nun  ist  aber,  wie  man  leicht  findet,  nach  49) 

|(g  — a y -h  (/>  — ß )2 { \{a  — «)  (p  — «)  -I-  {b  — ß)  — 

cos  i2 

= \(a  — a)2  — (b  — /9)a } {(«?  — a~{-A0)2  — (b  — ß -f-  BQ)2\ 
-4-4 («  — a)  (£ — /S)  ( a — a-\-A@)  (b  — ß ■+-  ßO), 

und  nach  53) 


> 
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}(/>-«)»- +.(b~-ß)*\  V^a-a)2  +(b-p)2  .^{p-a)2- Ky-/?)» 

cos  i 2 

= {(«  — «)*  -+-  (£  — p)’!  i(«  — a + ^0)a-f-(4-£-f-tf0)*j. 

Also  ist,  wie  man  durch  leichte  Rechnung  findet, 

(a—„)*+{b—ß)*\  {a  — «)(/>-«)-*-  (?'  — ß)  (7~  ß)  i 

cos**.  l + • V{fi— — /*)•( 

= 2{(« — o)  («  — — /?)  (ä  — ß-+-  BO)\2\ 

“128  ^4’ 

» • 

und  folglich  , 

(«  — «)  (p  — a)  + (Ä  — (?)  (y  — j?) 

+ l/(o-«)*-MÄ-P)*  + — /»)* 

v (U4  cos  i2  ■ 

— 128Ka-«)*4-(A-^2i* 


Daher  ist  nach  62) 

' j«4  COS  ** 

' ~128Ka  — a)aH-(/v-/?)2(  (a  - cc)2  -+-  (£  - ß)2 

oder 


<“*  cos  *3 

**■  — 64|(a  — <»)*+(A  — 


§•8. 

Es  ist  nun  noch  übrig,  die  Coor<Jinaten  des  Scheitels  der  Pro- 
jection  der  Parabel  im  Raume  auf  der  Ebene  der  ocy  zu  finden, 
wozu  man  auf  folgendem  Wege  gelangen  kann. 

Wenn  wir  der  Kürze  wegen 

k = {a  — a -f-  AQ)2  -f-  {b  — ß -f-  BQ)7 

und 

2 {(«  — a)  (a — a-\-AQ)- \-{b — ß)  (b — ß BQ) } 

_ Xl(o  — «)  (b-ß+BQ)-(b-ß)  jm-a  + AQ)\ 

„ {«-uy-hV-ßy 

setzen,  so  sind  nach  41)  und  60) 

* 4 

(«  — a ) (a:  — a)-t-(£  — ß)  ( y — ß)  = — k cos  i2 

N 

ind 

{b  — ß)  (.«•  — a)  — («  — u)  (y  — ß)  = — k'  cos  #2 


die  Gleichungen  der  Directrix  ’ und  der  Axe.  bezeichnen  wir  also 
durch  p\  (f  die  Coordinaten  des  Durchschnittspunkts  der  Directrix 
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und  der  Axe,  so  haben  wir  zur  Bestimmung  dieser  Coordinaten 
die  beiden  Gleichungen: 

(a  — et)  (p'  — a)H-(£  — ß ) (</ — ß)  = — & cos  #3, 

(£  — ß)  (j)'  — a)  — ( a — a)  (ff  — ß)  = — k'  cos  i2  ; 

aus  denen  sich 


65) 


I p — u == 

V 


(a  — a)k  -4-  (//  — • ß)K 


\0  — ß)*  C0S 


, o ifi  “ ß)k  — («  — «W 

— ß = — — — 


* f 


(a  — u>* 

(«-«)* +'(*-«* cos  •!  x 


ergiebt.  Hat  man  mittelst  dieser  Formeln  p'  und  rf  gefunden,  so 
erhält  man  die  Coordinaten  qx  des  Scheitels  der  Projection  der 
Parabel  iin  Raume  auf  der  Ebene  der  acy  mittelst  der  bekannten 
Formeln  , 4 '' 


. 3» 


66) 


P i 

>i  =^(7-f-y0; 


da  nämlich  der  Scheitel  einer  Parabel  jederzeit  das  zwischen  der 
Directrix  und  dem  Brennpunkte  liegende  Stück  der  Axe  halbirt 
Die  weitere  Entwickelung  dieser  Formeln  wollen  wir  dem  Leser 
überlassen. 


L. 

Besondere  Umformungen  der  Gleichung  der 
Flächen  des  zweiten  Grades , nebst  einigen 
Anwendungen  derselben. 

Von 

Herrn  L.  Mossbrugger  1 

7 . * 

Lehrer  der  Mathematik  an  der  Kantonsschule  zu  Aarau. 


I.  Eine  Fläche  zweiten  Grades,  deren  Gleichung 

Az2  By2  -f-  Cx2  -4-  ’iA'xy  -f-  2 B'xz  -f-  2 C'yz 

-f-  ZA"*  -4-  2 Bny  -f-  2 C'fx  4-  D es  0 1. 
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ist,  kann,  wenn  wir  diejenigen  Fälle  unberücksichtiget  lassen,  in 
welchen  sie  in  eine  Linie  des  zweiten  Grades,  oder  in  ein  System 
von  zwei  Geraden  übergeht,  nur  in  ein  System  zweier  reeller  oder 
imaginärer  Ebenen  degeneriren;  in  diesem  Fall  aber  muss  die 
Gleichung  1)  die  Form: 


(*  4-  ay  H-  bx  4-  c ) (*  4~  «'y  4-  b'oc  4-  d)  = 0 . . . . . 2. 

<•  t 

annehmen,  es  muss  daher  auch  diese  mit  der  Gleichung  1.  identisch 
sein.  Durch  die  Identificierung  beider  erhalten  wir  folgende  Be- 
stimmungsgleichungen für  die  Coefficienten  a,  b , c,  a\ : 


\ B n>  C i L/>  2/?'  / 2C' 

ad  = -j ; bb'  = o + 6 = « 4~  « = ~j[\ 

, . 2A"  , I)  • , , 2/T 

C + c'zz-ji  CC^~~A:>  a<"  a°  “ ~Ä  ’ 

bd  -+■  b'c  = ; ab’  4-  a'b  = — j- ; 


. • ■ 3. 


Von  diesen  neun  Bedingungsgleichungcn  reichen  sechs  zur  Be- 
stimmung der  Coefficienten  a,  b , c,  c'  hin , und  wir  erken- 

nen sogleich,  dass  respectiye  #,  a b , U ; c3  d die  Wurzeln  fol- 
gender Gleichungen  sind: 


x’-?§:x+4=0j 

r+7  = ° 

zi-¥;z+i=0! 


so  dass  wir  also 


C . Vc*  — AB  , C VC*  — AB  \ 

a=7  + 7 — > “ =7  _ 7 — j 

B , VB'  — AC  „ B VB'  — AC  [ K 

4—  J-* A ’ i = Ä A !••••?• 

A"  , \^A  2~  AD  , A'  Va"%-  AB  I 

c=7‘4 A < c =7 ~A ' 

haben. 

Wir  können  aber  auch  die  drei  letzten  Gleichungen  in  3. 
unter  die  Form: 


OB"  O F" 

^ - (ad  -+-a/c)  = 0J  ~2 (bd  - Uc)  = 0, 

~ — (abf  — a'b)  = 0 

\ 

bringen.  Diese  sind  nur  iu  dem  einzigen  Fall  wahr,  wenn  die 
Gleichung  1.  ein  System  zweier  Ebenen  ausdrückt;  in  allen  *übri- ' 
gen  Fällen  werden  die  Verbindungen  der  Grössen  auf  der  linken 


\ 
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Seite  des  Gleichheitszeichens  dieser  Gleichungen  nicht  gleich  Null 
sein,  sondern  andere  reelle  oder  imaginäre  Wcrthe  haben.  Bezeich- 
nen wir  diese  respective  mit  //',  p'",  p\  so  haben  wir  allgemein: 

^ {ac*  — a'c ) = />";  — b'c)  — //"; 

^-(aV-a'l>)  = p' 


Dadurch  geht  aber  die  Gleichung  1.  in  folgende  über:  ’ 

\ * 

(*  -1-  ay  -f-  bx  c)  (s  -F-  a'y  -+-  b'x  -+-  c1) 

-f-  p'xy  -f-  p"y  -+-  pv,x  = 0 . . . . . 8. 

Diese  Gleichung  kann,  wie  wir  so  eben  gezeigt  haben,  jede  Fläche 
zweiten  Grades  ausdrücken. 

II.  Führen  wir  die  in  I.  5.  gefundenen  Werthe  von  a , b , c, 
in  die  Gleichungen  7.  ein,  so  erhalten  wir: 

2 1 AA  — VC  =fc V{p*  — AC\  (C*  — AB) { 

V = jT 

..  2 \ AB"  — Ä'C'  KV*  — AB)  (Ä^-  AJJ)\ 

P — A 2 

...  2 \ AC"  - A B ± — AC)  \A"*  — AD) f 

#>  = Ä* 


Daher  folgt  auch,  dass  die  Gleichung  I.  1.  ein  System  zweier 
reellen  oder  imaginären  Ebenen  ausdrückt,  wenn  diese  We«tkc 
von  //,  p"y  pw  gleich  Null  pind. 

Betrachten  wir  die  Gleichungen  in  I..  3.  etwas  genauer,  so 

ist  uns  klar,  dass  zur  Bestimmung  der  Coefficienten  a,  by  , 

nicht  beliebige  sechs  von  jenen  neun  Gleichungen  ausgelesen  wer- 
den können,  sondern  dass  eine  solche  Wahl  getroffen  werden  muss, 
dass  jeder  von  jenen  Coefficienten  zum  wenigsten  in  zwei  von  den 
sechs  zu  wählenden  Bcstimmuogsgleichungcn  vorkommt;  dass  daher 
eine  allgemeine  umgeformte  Gleichung  für  die  Flächen  des  zweiten 
Grades  nicht  nur  allein  die  Form  8.  haben  kann.  Wie  viele,  und 
welches  diese  Formen  sind,  wollen  wir  jetzt  untersuchen.  Setzen 
wir  daher,  um  abzukürzen: 

den  Buchstaben  statt  der  Gleichung  — 

Sä  - - - 

D 

<S  - - - CC'  — -J ; 


fl 


er.  -f-  a'  = 


b 


, „ 2 K 

, 2 A" 

c ~hc  — —r ; 


c 


I 
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ä , O A* 

die  Buchstaben  (aß)  statt  der  Gleichung  ab'  a’bz=i  — 
- • - • (ay).  - - 


. , . 2B" 

ad  -f-  a’c  = -j ; 


(Är)  * 


4c7  -+-  b’c  = 


2C" 


und  bemerken  besonders,  dass  jede  der  Grössen  a , 
wenigstens  in  zwei  von  den  sechs  auszuwählenden  Gleichungen 
Vorkommen  muss,  so  ergeben  sich  uns  folgende  Combinationen  je- 
ner sechs  Gleichungen,  die  den  eben  gestellten  Forderungen  ge* 
nügen.  * ’ • ' v ö 

OTSabc ....  F.  1 


OTSabj^;  OTSac 
f («r) 


{aß)y  1 

(ßy>  l(*v)  I 

OTabcjj^;  mau\(“ß)-y  58Sabcj(“^; 

U<*r)  . \(ßyy • i(»r)  • 


(aß)  (ay) 


(aß)  (ay) 


(aß)  (ay) 


mdaUaß)  (ßy);  UmbUaß)  (ßy);  OTScUa/J)  (ßy); 


(<*r)  (ßy ) 


(«r)  (ßr) 


>(ar)  (ßy) 

OTS  (aß)  (ay)  ( ßy );  . . . IV7. 

((«/?)(«/)  ’ l(<*ß)  (ay) 

OTab  (ay)  (ßy);  OTacj(«/S)  (ßy);  OTbcJ (aß)  (ßy);... 

k«y)  (ßy)  \ 

(aß)  (ay) 

(aß)  (ßy) ; mU 

(ar)  (ßy) 

f(uß)  (ay) 


uv.  . 


V' 

• i ▼ • 


Mac  (aß)  (ßr)-,  M«S 


'(<*/)  (ßy) 

(aß)  (ay) 

(aß)  (ßy)...}....  VI'. 
(«>-)  ( ßy ) 

((«/»)  («y) 


S®6c  (aß)  (ay).,  SSafc  (ßy).,  235ac  (ßy)-,}  . . . VII'. 

uay)  (ßy)  ((ay)  (ßy) j 

l(aß)  (ay)  ,(uß)  (ay)  ,(aß)  (ay)  . 

Siak|(«fl  (ßy) ; Sabc  ■ (aß)  (ßy)-,  gäbe  (a/J)  (ßr)-, VIII' 

U *y)  (ßy)  ' ((ay)  (ßy)  ' ((ay)  (ßy)  ) 

aic  (aß)  (ay)  (ßy) IX'. 

Die  Anzahl  dieser  Verbindungen  sind  in: 

!'•;  II'. ; III'.;  IV7.;  V7.; 

1 6. 5. 4. 3. 2 3.2  3.2.1  (3.2.1  . _ 3.2) 

*’  ‘ 1.2. 3.4.5*  1.2*  1.2.3*  1 77571  + 2 ' 775)* 

VI. 5 VII'.;  VIII'.;  IX’. 

ILU  . » Ul,  13.2.1  _ 3.21  3:2  , 

li.2.3  + 2-  i.2l>  1 77171 + 2 • 775 1 * 3-  775*  *• 


Tbeil  III. 


28 
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Diese  54  Bestimmungsarten  der  Coefficienten  a , 6,  c,  las- 

sen eben  so  viele  Formen  zu,  unter  welche  die  Gleichung  I.  1. 
gebracht  werden  kann.  Bezeichnen  wir  daher  x 4-  ay  -f-  bx  4-  c 
mit  M und  Vx-\-J  mit  iV,  so  sind  diese  Gleichungs- 

formen folgende: 

• 1")  MN p'xy 4-  p'x  -f-  p"'x  — 0 ; 

2^)  MN- 1-  p'xy  4-  p'x  -f-  p'y  = 0 ; 

3')  MN 4- p'  xx  4- p'y 4- p"'x  = 0 ; 

4')  MN  p'xx  4-  p"  xy  p'x  = 0; 

5')  MN -\-p'yx-\-p'y-\-p"x,=z§\ 

6')  MN 4- p'yx 4- p'xy -f- p"x  = 0 ; 

7)  MN  4-  py 4-  p'x  4- p"’  = 0 ; 

ff)  M4-^4-^4*/>"'  = 0; 

9')  MN 4- p' i v2 4 “p'y 4- p'"x  = 0; 

.10)  MN+p'x*-\-p'xy-i-p"y=0i 
1 1')  jWjV 4- //y  2 4- p'y 4- p'"x  = 0 j 
12')  AfzV 4- py'1 4~ p'xy 4~ p'x  = 0 ; 

13  ) J/A  4-  pxx  4-  ;>"*  4-  p'x  = 0 ; 

14')  MN+  p'xx  4-  p*  4-  P'y  = 0; 

15')  MN p'xx  4- p'xy  4-  p'"x  = 0 ; 

16')  MN  4-  p'yx  4-  p * 4-  p"'x  = 0 ; 

17')  MN-\-  p'yx  4-  p "x  4-  p "y  — 0 ; 

18')  MN  4-  p'yx ; 4-  p'xy  4-  p'x  = 0 ; 

19')  MN 4- p'y*  4- p'xx  4- p'"x  = 0; 

20')  MN  4-  p'y%  4-  p” ocx  4-  p'  'y  = 0 ; 

21')  MN  4-  py»  4-  p" ocx  4-  p'xy  = 0 ; 

22')  MN  N- p'yx  4- p'xx  4^ p'"x  = 0 ; , 

23')  MN 4-  p'ocy  4-  p‘ "x  4-  p'"  = 0; 

24')  MN  4-  p'xx  4-  p'x  4-  p"  = 0 ; 

25  ) MN  4-  p'xx  4-  PV  4-  p'"  = 0 ; . i 

26')  MN 4-  p'xx  4-  p'xy  4-  p ''  =r=  0; 

27')  MN 4- p'yx  4- pi'oc 4- p"  = 0 ; 

28  ) MN+pyx-hp"yN-p  ' = 0i  ; 

29*)  MN  4-  p'yx  4-  p 'ocy  4-  p"  ~ 0 ; 

30')  MN 4-  P x2  4-  p"xx  4-  p‘"y  = 0 ; 

31')  MN p x2  4- p'%  4- p"  x =: 0 ; 

32')  MN-\-  p'x2  4-  p 'x  4- p 'y  = 0; 

33')  MN  4-  p'x2  4-  p'xy  4-  p'"x  = 0 ; 

34')  MN 4“  p'x2  4“ P y*  4-  p'"x  = 0; ! 
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3o  ) iVA  -f*  p' t v7  ■+•  yys  -f»  p "y  0 ; 

36  ) MN + p'x7  — f-  p“ xy  + p'yz  = 0; 

37')  M -f-  y'y*  -f.  y"y*  -f-  p"\x  = 0 ; 

38  ) AfiV  -4-  y'y*  4-  y"s  4-  y‘".r  = 0 ; 

390  MN -+-  y'y*  p"%  -f-  p"’y  — 0; 

40')  MN  -f-  y'y*  -f-  p"xy  -f-  y'"*  = 0; 

410  MN  p'y * -+-  p”a:y  4-  pwx  = 0 ; 

420  MN 4-  p'y7  p"i r*  4- p'"y  = 0; 

430  ^AT 4-  y'y*  4-  y"a?*  4~  pwxy=.  0; 

440  ■+•  y'^*  y".r  4-  y*"  = 0 ; 

450  MN- 4-  y'.r  * 4-  y"y 4-  y'"  = 0 ; 

460  MN 4-  p'x7  p”xy  -f-  p"'  = 0; 

i 470  MN  - f-  p’y * -f-  y".r  -f-  y"  = 0; 

480  MN  p'y7  H- p”y -f- y"'  =s  0; 

49')  MN -f- p'y7  4-  y"^ry 4-  pm  = 0; 

50')  A/iV-f-  y'y*  -4-  p” x7  -f-  p'"x  - — : 0; 

, 51')  iWA  -4-;/yJ -4-y"ar1+y'"y  = 0; 

520  Af  AT  4-  ;#*  -4-  y".**  -4-  pwxy  = 0 : 

530  MN  -f-  p’y7  -f-  y'.r*  -4-  y'"  = 0 , 

540  A/A  -4-  y\ry  -4-  y"y  4-  y"\r  — 0. 

Id  jeder  dieser  Gleichungen  haben  jedoch  die  CoefGcienten 
P'i  p">  y"'^  wieder  andere  Wcrthc,  welche  jedesmal  ähnlich  wie 
die  bei  I.  7»  8,  und  II.  9,  bestimmt  werden  müssen. 

III.  Wir  wollen  untersuchen,  zu  welchen  Resultaten  diese  Um- 
wandlungen der  allgemeinen  Gleichung  1.  1.  der  Flächen  des  zwei- 
ten Grades  führen  können,  und  daher  jene  auf  die  Bestimmung  der 
Durchsclinittscurven  zweier  solcher  Flächen  anwenden.  • 

Es  seien  daj)er: 

# 

*a  -I-  By7  -4-  Cx7  H-  2 A’xy  4-  2 Bx%  -4-  2 C[y%  1 

4-2^-4-2Ä'y4-2rV-4-/>  = 0i  * * ’ * ,<L 

*2  -4-  33y2  -4-  §x7  -4-  22t'.*y  4-  2©'.r*  4-  2G'y*  j 

4-  221"*  4-  233"y  4-  2<£".r  4-  $ =s  0 \ ’ * * * 1J* 

die  Gleichungen  zweier  solcher  Flächen,  welche  wir  wie  in  I 
unter  die  Formen: 

(*  4"  »y  4-  bx  4-  c)  (*  4~  a’y  4-  Vx  4-  cf) ) 

-^p’xy-k-p/'y^-p  ’a;  = oi  ' ■ ■ 

(*  4-  ay  4-  ßx  4-  y)  (s  4-  a'y  4-  ß’x  4-  f)  } 

4-  rtxy 4-  *"y 4-  n"'x  = 0 i * * l3* 

28° 

» 
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gebracht  haben,  und  wo  die  Coef6cienten  <7,  b,  c,  a,  b’.  c , p\  y*  ",  p 
hier  von  den  in  1.5.  und  11.9.  gefundenen  YVerthen  nur  darin  ver- 
schieden sind,  Hass  ip  diesen  A—  1 gesetzt  werden  muss,  um  die 
Werthe  von  jenen  zu  erhalten.  Die  W erthe  von  a , /?,  y,  a\  ß\ 
n',  n'\  Tt"'  ergeben  sich  aus  jenen  von  er,  b , c , u.  s.  w.,  wenn  wir 
respective  33,  31'.  u.  s.  w.  statt  ß,  C,  A\  u.  s.  w.  schreiben. 

Machen  wir  bei  den  Glcichuugen  1*2.  und  13.  die  Bedingungen 
dass : 

;/  = p"  = tt",  p'"  = n'"\  ....  14. 

sei , so  lassen  sich  diese  nach  II.  9.  auch  durch  folgende  Glei- 
chungen ausdriicken: 


$'2I”  — ßA"  4-  C"  — (£"rh  V(ß'2  — C)  {A'n  — D) 

=»=1/(33'*  — &)  (2r*-Z>) 
CT"  _ CA”  4-  B"  — 33" 4r  V{C2  — ß)  (A"2  — D)  | 

=Fl/((i/l-  33)  (3l"a  — 


= O . . . 15. 
= 0 ...  16. 


— ß'C  4-  A — 21'  ± V{ß’2  — C)  ( C2  — ß) 

=F  V/(33'2  — (£)  (£'*  — 33) 


= 0 . 


17. 


Wir  erhalten  unter  den  in  14.  oder  15.  16.  17.  gegebenen  Bedin- 
gungen, durch  Subtraktion  der  Gleichungen  12.  und  13.  folgende: 


(5  4-  ny  4-  bx  4-  £•)  (*  4-  a'y  4-  b'x  4-  c’) 
— (i4-«y4-  ßx  4-  /)  (*  4-  dy  4-  ß'x  4-  y 0 


Dieser  Gleichung  wird  Genüge  geleistet,  wenn  zugleich: 

a)  z ery  bx  -+-  c = 0 und  *4 - «y  4-  ß&  4“  Y = 0 

b)  z 4-  a'y  4-  b'x  4-  r'  = 0 - z 4-  ot!y  4-  ß'x  4-  y’  = 0 

c)  z 4-  ay  4-  bx  4-^=6  - s4-  a'y  4-  ß>  & 4~  y*  = 9 

d)  z 4-  a'y  4-  b'x  4-  c = 0 - 5 4-  «y  4-  ß&  4-  Y ==:  0 

ist;  je  zwei  zusammengehörige  dieser  Gleichungen  drücken  die 
reelle  oder  imaginäre  Durchschnittslinic  zweier  Ebenen  aus,  eine 
solche  Durchschnittslinic  befindet  sich  daher  auf  der  durch  die 
Gleichung  18.  ausgedrückten  Fläche,  diese  eutbiilt  auch  alle  Durch* 
schnittslinien  der  Flächen  12.  und  13. 


IV.  Durch  die  Annahme  irgend  einer  der  vier  Bedingungen 
in  III.  19.;  werden  die  Gleichungen  12.  und  13.  auf  folgende  re- 
ducirl : 

p'xy  4-  p”y  4-  />'"■*•  = 0 j 
Ti'xy  4-  7r"y  4-  n’"x  = 0 } 


Diese  sind  aber  wegen  der  Bedingung  III,  15.  identisch,  und  jede 
befriedigt  sowohl  die  Gleichung  12.  als  13.  Es  drückt  die  Gleichung 
20)  einen  hyperbolischen  Cylinder  aus,  dessen  Achse  mit  der  Achse 
der  5 parallel  ist,  und  dessen  Basis  in  der  Ebene  der  xy  liegt. 
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Beide  Flächen  12.  und  13.  werden  sieb  daher  auch  aut  der  Ober* 
fläcbe  dieses  Cyiinders  schneiden.  Da  wir  unbeschadet  der  Glei- 
chungen 15.  10.  und  17.  den  Coefficienten  der  Gleichung  13.  noch 
verschiedene  Werthe  beilegen  können,  weiche  doch  den  letztge- 
nannten genügen,  so  geht  daraus  hervor:  Dass  es  viele  Flächen 

zweiten  Grades  giebt,  die  sich  unter  den  in  15.  16.  und  17.  ausge- 
drückten  Bedingungen  auf  der  Oberfläche  des  Cylinders  20.  schnei 
den,  und  dass  ferner  je  zwei  jener  Flächen  sich  jedesmal  noch  in  einer 
andern  Fläche  zweiten  Grades  durchdringen, /deren  Gleichung  die 
Form  1$.  hat;  und  dass  endlich  auch  jener  Cylinder  20.  die  letztem 
Flächen  in  solchen  Curven  schneiden  wird,  die  zugleich  Durch- 
scbnittscurven  der  ersterwähnten  Flächen  sein  werden. 

V.  Betrachten  wir  die  Gleichungen  von  1'.  bis  54'.  in  11.,  so 
können  wir  ohne  ähnliche  Untersuchungen  zu  widerholen,  folgende 
Resultate  herleiten: 

a)  Fs  können  mittelst  der  Gleichungen  II.  1'.  2.  3'.  5'.  6'.  14'. 
15'.  16'.  18'.  IV.  20'.  21'.  23'.  25'.  26'.  27.  20'.  30'.  32'.  33'.  35. 
36'.  37'.  38'.  40'.  41'.  42'.  43'.  wie  in  I_V.  Systeme  von  Flächen 
des  zweiten  Grades  gefunden  werden,  welche  sich  alle  auf  einer 
Fläche  zweiten  Grades  (Ortsfläcbe)  schneiden,  und  es  wer- 
den sich  von  diesen  auf  ähnliche  Art  wie  bei  den  in  IV.  bestimm- 
ten Flächen,  je  zwei  noch  «uf  einer  andern  Fläcbe  zweiten 
Grades  schneiden,  die  vorhin  genannte  Ortsfläche,  und  je  eine 

* dieser  letztem  werden  durch  die,  mittelst  der  gehörigen  Annahmen 
bestimmten  Flächen,  charakterisirt. 

b)  Ebenso  können  aus  jeder  der  Gleichungen  II.  8'.  0'.  10'. 
11'.  12'.  13'.  17'.  24'.  28'.  31'.  36'.  45'.  47'.  46'  50'.  51'.  52'.  53'. 


54'.  Systeme  von  Flächen  des  zweiten  Grades  gefunden  werden, 
welche  sich  alle  auf  einem  Cylinder  (Ortscylin der)  zweiten 
Grades  schneiden,  auch  werden  sich  von  den  Flächen  dieses 
Systems  je  zwei  noch  auf  einer  andern  Fläche  zweiten  Gra- 
des schneiden. 

c)  Ferner  können  mittelst  der  Gleichung  II.  4'.  Flächen  gefun- 
den werden,  deren  sämmtliche  Durchschnittscurven  in  zwei  T£be- 
nen  liegen,  von  welchen  eine  die  Ebene  der  yx  ist,  und  die  an- 
dere durch  die  Achse  der  x geht.  Die  Gleichungeu  7'.  und  22'.  die- 
nen zur  Bestimmung  von  Flächen,  deren  erstere  sich  auf  einer 
durch  die  Achse  der  x gehenden  Ebene,  und  die  letztem 
sich  auf  der  Ebene  xy , und  in  einer  durch  die  Achse  der 
x gebendeu  Ebene  durchdringen.  Endlich  lassen  sieb  mittelst 
der  Gleichungen  II.  44'.  48'.  Flächensysteme  bestimmet,  von  wel- 
chen die  Durchschnittscurven  der  erstem  in  zwei  mit  der  Ebene 
der  yx  parallelen  Ebenen  liegen;  die  Durchschnittscurven  der 
letztem  sich  aber  in  zwei  mit  der  Ebene  der  xx  parallelen 
Ebenen  befinden,  ln  allen  diesen  in  c)  angegebenen  Fällen  muss 
die  Fläche  III.  18.  in  eine  Ebene  degeneriren.  # . 

VI.  Wir  wollen  schliesslich  noch  zeigen,  dass  die  Bediugungs- 
gleichungcn  in  111.  15.  16.  17.  identisch  sind  mit  jenen,  welche  wir 
erhalten,  wenn  wir  die  Relationen  zwischen  den  Coefficienten  der 
Gleichungen  von  den  Flächen  III.  10.  und  11.  oder  III.  12.  und  13. 
aufsueben,  welche  statt  linden  müssen,  weun  beide  Flächen  zu- 
gleich, von  zwei  sich  schneidenden  Ebenen  berührt  werden  sollen. 

Da  wir  bei  den  vorhergehenden  Untersuchungen  über  die 
Wahl  der  Coordinatenebenen  Keine  besondere  Bestimmungen  ge- 


> 
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macht  haben,  so  können  wir  jetzt  die  Ebenen  der  und  y%  so 
wählen,  dass  sie  die  Fläche  III.  10*  oder  III.  12.  berühren.  Wir  finden 
für  die  Gleichung  des  Schnitts  der  Ebene  der  mit  der  Fläche 
10.  folgende:  '• 

. s*  4-  2Ä^r*  'ZA"*  4~  'IC"#  4-  Z>  = 0 21. 


Soll  die  durch  diese  Gleichung  ausgedrückte  Curve  in  einen  Punkt 
(den  Berührungspunkt),  oder  in  tin  System  zweier  Geraden  (in 
welchen  ebenfalls  eine  Ebene  von  einer  Fläche  zweiten  Grades  he* 
rührt  werden  kann)  degeneriren,  so  muss  bekanntlich  im  ersten 
Fall: 


ß2  — C<0 

und 

(B,AU — Cy  — {B'2  — C)  (A"2  — />)  = 0 
und  im  zweiten  Fall: 

B'2  — €>  0 

{B'A”  — Cy  — (Ä'2  — C)  (A"*  — D)  = 0 \ • 


sein;  diese  Relationen  müssen  zwischen  den  Coefficienten  der  Glei- 
chung 10.  statt  finden,  wenn  die  durch  sie  ausgedrückte  Fläche 
von  der  Ebene  der  ac%  berührt  werden  soll.  Ebenso  erhalten  wir 
für  die  Bedingungen,  dass  die  Ebene  der  y*  von  der  Fläche  10.  in 
einem  Punkt  tangirt  werden  muss,  folgende: 


6"2  — BCO 

( CA”  — ßy  — ( C>%  — B)  {A”2  — D)=z 0 


24. 


und,  dass  die  Fläche  10.  von  der  Ebene  der  y%  io  einem  System 
zweier  Geraden  berührt  werden  soll: 

C”-Ä>°  j . 

(CA"— U"Y  — (C”  — ß)  \A**  — 0)  = ol 


Endlich  ist  bekanntlich  die  Gleichuug  einer  Ebene,  die  einen 
Kegel  in  einem  Punkte  (a/,  y\  »')  berührt,  folgende: 

(*'  4-  C’y'  -|-  B'x')%  4-  ( C’z  4-  By'-\r  A'jc^y 

zh 

4-  ( B z 4~  jy  4-  Ca;)*  ==  0 

wo  die  berührte  Kegelfiäche  selbst  durch  die  Gleichung: 

*2  4-  By2  4-  Ca:2  4-  2 A'*y  4-  2B’a:z  4-  2 C’y%  = 0 « . . . 27. 
ausgedrückt  ist. 

Der  Gleichuug  26.  wird  aber  Genüge  geleistet,  wenn 

*'4-Cy4-i^'  = 0}  £ V 4-  tfy  4-  A’a*  = 0 ; 
ßw+Ay+c#' =0 
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ißt.  Kliminiren  wir  aus  diesen  Gleichungen  y>i  so  erhalten 

wir  zwischen  den  Coefficienten  /?,  C,  A\  u.  s.  w.  folgende  Bedin- 
gungsgleichung: 

(B  C — AV  -r- -C)  (C'*-ß)~ 0 ....  28. 

Aüf  gleiche  A*t  erhalten  wir,  wenn  wir  bei  der  Fläche  11.  die 
gleichen  Bestimmungen  machen,  wie  so  eben  bei  der  Hache  10., 
und  ebenfalls  einen  Kegel  annehmen,  dessen  Gleichung: 

-t-  23y3  -f-  fc3  -+-  221 ’xy -+-  223';r*  + 2 ®y%  = 0 29. 

ist,  und  diesen  von  einer  Ebene  berühren  lassen,  folgende  Rela- 
tionen: . 


23'3  — <S<0 

— (£")3  — (23'3  — G)  (21"*  — ©)  = 0 
23'3  — (£>0 

(33'$l" — £")*  — (33,a  — (£)  (2l"3  — 2))  = 0 

<£'»  _ 33  < o 

((y'2i"  _ 33 ")»  -l.  (£'»  — 39)  (ft"*  — 2))  = 0 
— 23>0 

{{IW _ 33*)»  — (<£'»  — 39)  (»"*  — ®)=0 

-X  %y  -i-  (23'3  — £)  (£'*  ~r  33)  = 0 . . . . 34. 


. ...  30. 
. . . . 31. 
. . . . 32. 
. • • . 33. 


Aus  den  Gleichungen  22.  23.  24.  25.  26.  27.  28.  29.  30.  31.  32. 
33.  34.  erhalten  wir  auch: 

BAa  -C"=F  V\m  - - C)  (A"*  - U)  = o 

— — M"*  — //)  = 0 

Ä'C'  — ^ - C)  (67.—  /r)=0  • 

33'2l"  _ (£"  ^ 1/ (39/j  — §)  (2l"3  — V)  = 0 

— 23"  l/((£'3  — 23)  (21"*  — 33)  = 0 

33^_^=^W/(23,a  — S)  (<£'*  — 2))  = 0.  . 

Ziehen  wir  die  erste  dieser  Gleichungen  von  der  vierten,  die  zweite 
von  der  fünften,  und  die  dritte  von  der  sechsten  ab,  so  erhalten 
wir  folgende:  , 

SW  — B’J"  -+•  C"  — 6"  dh  V \Bn  — C)  (4"’  — V) ; 

■ ••  • ■ =i=  l/(®- _ (2T>  — 25) 

gt%i, _ c’A" ■+■  B"  — S" ± \/ {C*  — B)  (A”*  — It) j 

. =F  !/(<£'»  — SB)  («"’  — ®)  I 
35'®'  —B’C  + A’  — ä'  ± — C)  (C'3  — Ä) 

=F  I/O'1  — ß)  (£'=-») 


= 0.  ..  35. 
= 0.  .',  36. 

V 

1 = 0.  . ..  37. 
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Diese  Gleichungen  sind  aber  die  nemlichen , welche  wir  iu  III.  15. 
16.  17.  gefunden  haben.  Wir  sehen  also,  dass  die  in  II.,  111.  und 
IV.  gefundenen  Sätze  von  den  Bedingungen  abhängig  sind,  dass 
die  Flächen  in  III.  10.  11.  oder  III.  12.  13.  zugleich  von  den  Ebenen 
der  und  y%  berührt  werden.  Die  Gleichung  37.  drückt  die  Be- 
dingung aus,  dass  die  beiden  Kegel  in  27.  und  29.  von  den  re- 
spectiveu  Flächen  10.  und  11.  Asymptotenkegel  seift  müssen.  Die- 
ses Wenige  wird  hinreichend  sein,  um  zu  zeigen,  wie  mannigfach 
sich  die  Untersuchungen  über  die)  Flächen  des  zweiten  Grades  mit- 
telst der  in  II.  gegebenen  Umformungen  der  allgemeinen  Gleichung' 
dieser  Flächen  vervielfältigen  lassen. 


> 


LI. 

Synthetischer  Beweis  der  lncommensurabiiität 
zweier  Geraden,  die  sich  wie  V^3 : 1 verhalten. 

. Von 

Herrn  Professor  C.  A.  Bretschneider 

in  Gotha. 


Synthetische  Beweise  der  lncommensurabiiität  zweier  gerader 
Linien  sind  für  den  Unterricht  in  der  Geometrie  immer  von  Nutzen, 
und  es  ist  nur  zu  bedauern,  dass  deren,  so  viel  mir  bekannt,  nur 
erst  zwei  vorhanden  siud,  von  denen  der  eine  das  Verhältnis  der  • 
Diagonale  des  Quadrates  zu  dessen  Seite,  der  andere  das  Verhält- 
niss  des  Kreishalbmessers  zur  Seite  des  eingeschriebenen  Zehen- 
eckes betrifft.  Ich  hoffe  daher,  dass  der  nadifolgende  Beweis  der 
lncommensurabiiität  der  Seite  des  gleichseitigen  Dreieckes  und  sei- 
nes Höhenperpendikels  den  Lehrern  der  Geometrie  nicht  uner- 
wünscht sein  wird. 

Es  sei  ABC  {Taf.  V.  Fig.  7.)  ein  gleichschenkliges  Dreieck, 
in  welchem  der  Winkel  an  der  Grundlinie  30°  beträgt,  so  ist  be- 
kannt, dass  AB  als  Seite  eines  gleichseitigen  Dreieckes  und  AC 
als  \ des  zu  ihm  gehörigen  Höhenperpendikels  betrachtet  werden 
kann,  und  demgemäss  das  Verhältniss  AB  : ACz=z\/Z  : \ stattfin- 
det. Man  mache  nun 
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BB ,zzz  BC  ziehe  B,C,  JjAC  ferner 
, C,B2zzz:B,C,  - ß2C2jJAß,  ferner 

caßt  = ß%<?9  . ßtc,  x AB2 

, ' U.  8.  W.  U.  8.  W. 

so  lässt  sich  leicht  nachweisen,  dass 

{Aß,  = ß ,C,  = CC,  = C,  ß2  also  auch 
{ Aß2  = ßiC2  = C2Bl 
{Aß,z=ß2C,  = CMßA 

u.  s.  w. 

ingleichen,  dass  ferner  auch:  • 

2 AC  >AB  >AC  ) 

AC  >AB,  >AC, 

{Aß,  > AB2  > AC2 
{AB2>AB2>AC,  ' 

» U.  8.  W. 


sein  muss.  Es  finden  daher  nothwendig  folgende  Gleichungen  statt: 
AB  zzz:  AC  AB , oder:  AB  = AC  -f*  AB. 


AC  zz=2C,ß2  + AB2 
{Aß,  zz=2C2B,-t-Aß, 
{Aß2  = 2 Ctß%  -f-  ABa 

u.  s.  w. 


AC  = Aß,  + 
Aßlz=2AB7  + 2ABt 
Aß2=z2Aßt+2Aß4 

u.  s.  w. 


Es  folgt  hieraus,  dass  die  Messung  der  Grundlinie  AB  durch  den 
Schenkel  AC  immerfort  einen  Rest  lässt,  wie  weit  man  auch  die 
Tbeilung  jedes  vorangehenden  Restes  durch  den  nächstfolgenden 
fortsetzen  mag,  d.  h.  dass  Grundlinie  und  Schenkel  incommensura- 
bel  sind.  Bildet  man  aus  den  vorstehenden  Gleichungen  auf  be- 
kannte Weise  einen  Kettenbruch,  so  findet  man 

AB  , 1 

äc—1+ r+T 

2-J-2 

2 + 2 

2 ”4"  etc. 


=1+^1 

1^3 -4- 2 


wie  aus  anderen  Gründen  bereits  bekannt  ist.  Der  geometrische 
Beweis  des  vorliegenden  Verfahrens  wird  sich  für  Anfänger  am 
leichtesten  gestalten,  wenn  man  nach  den  Mittelpunkten  D,D7  u.s.w. 
der  Abschnitte  AB2  u.s.w.  die  Geraden  C,D,i  C2D2  u.s.w. 
lieht-.  Denn  dann  ergiebt  sich  augenblicklich , dass  die  Dreiecke 


/ 
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B,C,D,  u.  s.  w.  gleichseitig 
JC,D„  AC*D2  u.  s.  w.  gleichschenklig 

und  ausserdem  ABC c\3  AClD j csdAC2D2cv  u.  s.  w.  seiu  müssen. 


LII. 

Algebraische  Lehrsätze,  welche  zu  beweisen 

sind/  . 

Von  . 

Herrn  Doctor  O.  Schlö milch 

; zu  Weimar. 


Für  jedes  gerade  m ist  immer 
hi* 


0 = 1 — 


2* 


hi*(hi*  — 2*)  hi*(hi*  — 2*)  (tn~ 
2*  . 42  2*  . 4*  . 6* 


— 4*) 


ferner  ' . . . 

I'  iü.  I L-. : . v*  . S;s'\-  >•.; «.  ‘»<i«  :<l4'b  (HUfM 


• 1) 


9_/i  t i i -I iY*/L.  t 

u Zm{ l — - 1 * lTl8 

hi*  . hi*(hi* — 2*)  (hi*  4*) 

= TT  — — iT~?5 1 12  V3~»5 ^ • • -V 

V Y , ’ < 

Pur  ein  ungerades  m gelten  dagegen  folgende  Gleichungen: 

, ,,  2 , m«-l>  . (m*  — 1*)  \m*  — 33) | 

(—1)  — 1 5?  -»  2*T»S  f 31 


(hi*  — 1*)  (hi*  — 3=)  (hi*  — 5a) 
2*  . 4*  • 6* 


„ Hl*  Hf*(»l*  — la)  . HI*(HI*  — la)  (Hl*  — 3a)  . 

1 — IT  17755  r*  1*  . 3* . 5*  —....4)  , 

i • * 

Sämatiiche  Reihen  werden  so  weit  fortgesetzt,  bis  sie  von  selbst 
abbrechen. 


i 
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Nimmt  man  für  m einen  beliebigen  Bruch,  so  werden  die 
Reiben  unendlich  und  ihre  Summen  hängen  dann  von  transcenden- 
ten  Grössen  ab;  welche  sind  diese? 

Für  jedes  beliebige  a und  ß ist: 


1 + 


ß(ß-t-l ) . ß(ß+-U (ß-t-n  — 1) 

(a-4-1)  (a-f-2)  * ^(a-j-1)  (a+2)....(a+«)l 

. sr;,  -f 

a — ß 1 a(tt  -f-  l)  . . . . . . (a  - f-  ny 


5). 


Ein  spezieller  Fall  dieser  Sumrairung  ist  bekannt.  Wenn  nämlich 

ß • jj  | | 

ß < a,  so  ist  — ein  ächter  Bruch,  und  ebenso  sind  ■■■ 

' a ’ a -f- 1 

^ H-2  /J 


n 


, <»  • • • — : — ächte  Brüche.  Geht  mau  daher  zur  Gränze  Für 

a- f-2’  a-j-rt 

wachsende  u über,  so  wird  die  linke  Seite  eine  unendliche  Reihe 
und  auf  der  rechten  nähert  sieb  die  Grösse 


. ß ß -+- 1 ß-hn 

• • # • • — — — . 

« a-f-1  a-f»» 

‘ * • , , • 

als  ein  Produkt  unendlich  vieler  ächter  Brüche  der  Null.  Man 
bat  daher 


« 


a~ß 


— 1 


ß 


ß(ß-hl) 


<*  + 1 (®  + l)  («  + 2) 


in  inf.,  a >ß,. ...  6) 


wie  auch  der  Herr  Herausgeber  des  Archivs  in  einem  Aufsatze  in 
Crelle's  Journal  angegeben  hat. 

' Bezeichnen  wir  die  Binomialkoeffizienten  irgend  eines  Expo- 
nenten /u  mit  fi1}  fi2  u.  s.  w.  so  ist  für  jedes  a und  ß: 

«O «1__  , f<» 

ß -h  1 /S  -f-2  ß + 3 * 

— Jo ßjL^.Jl 

a-f- 1 a + 2 a-f-3 


Ist  eine  der  Zahlen  a,  ß ganz  und  positiv,  die  andere  nicht,  so 
führt  obige  Gleichung  die  Summe  einer  unendlichen  Reihe  auf  die 
einer  endlichen  zurück. 

Ist  n eine  ganze  positive  Zahl,  a eine  beliebige  Grösse,  so 
hat  man 

1 .2.3.....  7t 
n -f-  1 . a-f-2 a ~\~n 

1 . a-j-n-t-  1 2 . a -f- n -+•  2 3 ♦ a-+.n-\-  3 . , 

tt  1 . n — f- 1 cc  -f-  2 . n -f-  2 tt  3 • n -f*  3 

eine  Relation  zwischen  dem  Wertbe  eines  endlichen  und  eines  un- 
endlichen Produkts.  (Die  Punkte  vertreten  der  Kürze  wegen  die 
Steile  der  Parenthesen.) 
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LIII. 


Verschiedene  Bemerkungen. 

. ' Von 

Herrn  R.  Wolf 

Lehrer  der  Mathematik  an  der  Realschule  zu  Bern. 


I.  Trotz  dem,  dass  in  neuerer  Zeit  die  harmonischen  Eigenschaften 
allgemach  Eingang  in  den  geometrischen  Unterricht  finden,  babe 
ich  noch  in  keinem  Lebrbuche  der  Physik  den  folgenden  Satz  gefun- 
den: Beim  sphärischen  Hohlspiegel  sind  Bild  und  Gegen- 
stand, in  Beziehung  auf  Mitte  und  Mittelpunkt  des  Spie- 
gels als  zugeordnete  Punkte,  einander  harmonisch  zu- 
geordnet, — - einen  Satz,  aus  dem  meine  Schüler  seit  Jahren  mit 
der  grössten  Leichtigkeit  sieb  Rechenschaft  über  das  Spiegelbild 

' geben,  — weit  leichter  als  aus  der  überall  mitgetheilten  Formel, 
aus  welcher  dieser  Satz  unmittelbar  erhalten  wird. 

II.  Praktisch  nicht  unwichtig  ist  die  Aufgabe:  4 Punkte 
A,  ß , C,  D (Taf.  V.  Fig.  8.)  liegen  in  einer  Geraden;  man 
hat  die  Distanz  a der  Punktet  und  B und  die  Distanz 
b der  Punkte  £ und  D gemessen,  so  wie  die  scheinbaren 
Distanzen  a,  ß,  y der  4 Punkte  in  Beziehung  auf  irgend 
einen  Punkt  JE.  Wie  gross  ist  die  wahre  Distanz  a:  der 
Punkte  B und  C.  Sehr  leicht  ergiebt  sich  die  Lösung  auf  fol- 
gendem Wege:  Nach  den  ersten  Lehren  von  den  projectivischeu 
Eigenschaften  (siehe  meine  Lehre  von  den  geradlinigen  Gebilden 
u.  s.  w.  Pag.  56.  Formel  53)  erhält  man 


a x_  sin  a sin  ß 


und  hieraus 


2 V v 2 ' sin  a sin  y 


Führt  man  nun  zur  Abkürzung 


ein,  so  erhält  man  ganz  einfach 
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• < 

• , + !±i  [l/l  + tao«»  V - 1]  = sin*  ± .. 

• * • * * I ' 

III.  In  einem  Dreiecke  ace  (Taf.  V.  Fig.  9.)  werden 
zwei  Winkel  a und  e durch  die  Linien  ad  und  he  hal- 
birt;  was  für  ein  Dreieck  ist  es,  wenn  adz=ibe  wird? 
Diese  Frage  stellte  vor  einiger  Zeit  Herr  Professor  Steiner  in  Ber- 
lin  an  verschiedene  Mathematiker  mit  der  Bemerkung,  dass  sie  gar 
nicht  so  leicht  zu  beantworten  sei,  als  es  zum  Anfang  scheine,  und 
dieselbe  kam  seither  auch  mir  zu  Obren.  Es  ist  nun  allerdings  von 
selbst  klar,  dass  das  gleichschenklige  Dreieck  die  durch  die  Fragte 
erwähnte  Eigenschaft  hat,  dagegen  nicht  so  ganz  leicht  zu  bewei- 
sen , dass  kein  anderes  Dreieck  dieselbe  Eigenschaft  hat.  Da  auch 
ich  zuerst  mehrere  Wege  fruchtlos  fand,  so  will  ich  hier  denjeni- 
gen mittheilen,  der  micn  zum  Ziele  führte.  Ich  ging  von  den  bei- 
den folgenden  Hülfssätzen  aus: 

1)  Zwei  Dreiecksseiten  verhalten  sich  wie  die  Abschnitte, 
welche  eine  ihren  Winkel  hälftende  Linie  auf  der  dritten  Seite 
bildet.  ' 

2)  Das  Product  zweier  Dreiecksseiten  ist  gleich  dem  Produkte 
jener  Abschnitte,  vermehrt  nm  das  Quadrat  der  hälftenden  Linie. 

Nach  dem  ersteren  Satze  hat  man 


cd— 


ce . ac 


ch  = 


ac . ce 


~ ac-+-ae'  ce-\-ae 

f 

• > * ____  ** 

Nach  dem  zweiten  aber,  mit  Hülfe  dieser  Werthe,  ist 


ae.ac  = cd(ce—cd)  + ad'  = ^^^  + ad' 
ae  . ce  = cb(ac  — cb)  be'  = ^ + ie' 

‘ X « ’ * * ' 

und  hieraus  folgt,  unter  Voraussetzung  dass  ad=zbe, 

. i*  ~ " i » 

r ce  . ac  , ...... 

ac  — ce  = [7 — ; rjl  ac  . ce 

\ac  4-  ae)*  , (ce  -f-  ae)*1 


eine  Gleichheit,  welche  nur  für  ac=:ce  oder  für  ein 
gleichschenkliges  Dreieck  richtig  ist;  denn  wäre  z.  B. 
ac  ce,  so  wäre  auch  ac  ae  ce ae,  und  um  So  mehr 


ac ce 

(i ce-\-ae )2  (ac  4-  ae)2 

und  es  würde  somit  obige  Gleichheit  die  Ungereimtheit  -f-  = — 
geben. 

IV.  Ganz  kürzlich  habe  ich  eine  von  Praktikern  angewandte 
Rectification  des  Kreises  in  Erfahrung  gebracht,  welche  mir  gar 
nicht  übel  scheint:  Man  halbire  die  Sehne  ab  (Taf.  V.  Fig.  10.) 
des  Viertelkreises  in  c und  ziehe  cd,  so  ist  cd  nahe  gleich  der 
Länge  des  Viertelkreiscs.  Für  den  Halbmesser  1 ist  nämlich 
cd=  1,581  statt  =1,571.  Wenn  also  der  Radius  gleich  einem 
Fus8,  so  beträgt  der  Fehler  erst  eine  Linie,  und  man  kann  sich 
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sogar  leicht  die  Regel  merken,  für  jeden  Fuss  eine  Linie  abzu* 
ziehen. 

V.  Aufgabe  für  Schüler.  Es  soll  eine  einfache  Con* 
structioo  angegeben  werden,  nach  der  man  ein  Dreieck  erhalten 
kann,  das  einem  gegebenen  Dreiecke  ähnlich  und  dem  Inhalte  nach 
mfacb,  n mag  eine  ganze  Zahl  oder  ein  Bruch  sein.  ? 

VI.  Das  beste  Werk  in  seiner  Art  scheint  mir  folgendes  zu 
sein:  Geometrische  Construetionen  von  F.  von  Ehren* 
berg.  Frankfurt  a.  ML  1841  fol.  Merkwürdig  ist  aber  die  Ein- 
leitung  zu  jenem  Werke  zu  lesen,  und  zugleich  zu  wissen,  dass 
jenes  Werk  eine  getreue  Copie  eines  Constructionswerkes  ist,  wel- 
ches vor  vielen  Jahren  der  bekannte  Ingenieur*  Oberst  H.  von  Pe* 
stalozzi  aus  Zürich  für  seinen  Privatgebrauch  anlegte,  und  dann 
vor  einigen  Jahren  auf  unerklärliche  Weise  verlor. 

YU.  Nichts  scheint  mir  fataler,  als  wenn  schon  in  den  Eie* 
menten  einer  strengen  Wissenschaft  dieselbe  Sache  verschieden  be- 
nannt, ja  derselbe  Name  für  verschiedene  Sachen  gebraucht  wird. 

Für  den  Winkel,  den  zwei  Ebenen  mit  einander  bilden,  habe 
ich  nie  einen  andern  Namen  gebraucht  als  den:  Flächenwinkel« 
Ich  könnte  ihn  heissen  Ebenen*Winkel,  könnte  dieser  Name 
nicht  so  leicht  mit  ebener  Winkel  verwechselt  werden.  Ich 
könnte  ihn  auch  allenfalls  heissen  Winkel  an  der  Kante,  nicht 
eben  gerne  Kante  selbst.  — Nun  nennen  ihn  zwar  Flächen- 
winkel:  Steiner,  Thibaut,  Pross,  Hohl,  Külp,  Ohm,  Grüson,  u.  s.  w. 
Dagegen  nennen  ihn:  Keil,  Umpfenbach;  Raumeckenwinkel 
Grelle;  Neigungswinkel  zweier  Ebenen  Mollweide,  Grunert, 
Blum,  Kries,  Vega,  u.  s.  w.;  Kante  Rose,  Hasselt,  Klügel,  Mobs, 
u.  s.  w.  sogar  Kantenwinkel  Naumann. 

Den  Winkel  zweier  Kanten  nenne  ich  den  Regeln  der  deut* 
sehen  Sprache  gemäss  Kanten win kel.  Ebener  Winkel  ist  mir 
nicht  bezeichnend  genug  dafür,  und  rückwärts  wieder  zu  ähnlich 
mit  Ebenen-Winkel.  Eben  so  wenig  Linienwinkel,  nnd  wenn 
dieser  Name  gebraucht  werden  soll,  so  ist  es  besser  ihn  zu  ge- 
brauchen für  den  einem  Fläcbenwinkel  als  Maass  entsprechenden 
Winkel.  — Nun  nennen  ihn  zwar  Kantenwinkel  Steiner,  Pross, 
Külp,u.s.w.  Dagegen  Ebener  Winkel  Mollweide,  Bohl,  Grunert, 
Blum,  u.  s.  w.;  Linienwinkel  Ohm,  Telikampf,  u.  s.  w. 

Ich  bin  bereit  Ansichten  anderer  Geometer  über  diese  Namen 
zu  berücksichtigen,  wenn  nur  eine  Stimme  vorherrschend  bleibt, 
und  diesem  Unfug  ein  Ende  macht. 
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LIV. 

Eine  geometrische  Aufgabe. 

VOD  *ä 

Herrn  G.  D.  E.  Weyer 

m \ 

Assistenten  an  der  Sternwarte  zu  Hamburg. 


ZweiVierecke  zu  construiren,  welche  eineSeiteund 
die  beiden  anliegenden  Winkel  gemeinschaftlich  haben, 
wenn  bloss  die  Seiten  dieser  Vierecke  gegeben  sind. 

Die  Seiten  des  einen  Vierecks  seien 

» • • * 

<ar,  b,  c,  d 

und  die  analogen  des  andern 

wobei  £ = £'  als  die  gemeinschaftliche  Seite  angenommen  werde. 
Die  Winkel  (Aussenwinkel) 

a,  ß,  y,  d 

und 

a’,  p,  /,  9 

seien  so  zu  nehmen,  dass  ß den  Winkel  bezeichnet,  welcher  von 
der  verlängerten  Seite  a und  der  Seite  b gebildet  wird  u.  s.  w.;  so 
liefert  die  Tetragonometrie  die  bekannten  Formeln 

cos  /S-f-2 bc  cos  y-4~2ac  cos  (ß+r)=o 

• , « * 

— d'-^-lab  cos  /J+2 bc’  cos y-\-1ald  cos  (j?-f-y)=0 

worin  ß und  y , als  die  an  der  Seite  b liegenden,  beiden  Vierecken 
gemeinschaftlichen  Winkel,  die  zu  findenden  Unbekannten  sind. 
Diese  Gleichungen  haben  die  Form 

A-\-  B cos  ß-t-C  cos  y-f-cos  (ß  -{-/)  = 0 
■ A’  cos  ß + C cos  y + cos  (ß  + y)  = 0, 

wenn  man  zur  Abkürzung  setzt: 


Digitized  by  Google 


# 


448 


+ ^ + A b n h r 

= A>  T = B'  ~ä 


2 ac 

a 2 -f-  Z»2  -f-  c'*  — ct2 


2 äc' 


=^>  £=>■  #=*• 


A — A B“  — B 

Die  Elimination  giebt,  wenn  ^ =,/’  un^  £>  — £'  g'e* 
setzt  wird: 

(1) ....  cos  y = g cos  jS  H~/. 

, t 

Nach  der  Substitution  dieses  Werthes  in 

% 

A B cos  ßA -C  cos  y -f-  cos  (/S  ■+•  y)  = 0 

% 

wird  hieraus,  wenn  man  noch 

‘ ÄA~  Cf—m 

und 

B A-CgA-f—n 

* < * * ' • . , 

schreibt  und  noch  den  Potenzen  von  cos  ß ordnet: 

(2) %g{n—  /)  cos  ß*  A-  (1  -H  »2  + Zmg •+-  g*  — /*)  cos  ß 2 

-f-  2 [mn  Ar  gf ) cos  ß ni1  Arf 2 — 1=0, 

wobei,  wie  aus  der  Natur  der  unbetonten  Grösse  erhellt,  nur  die- 
jenigen reelen  Wurzeln,  welche  ächte  Brüche  sind,  den  Bedingun- 
gen der  Aufgabe  genügen. 


Berichtigung. 

In  Nr.  XL  des  Literarischen  Berichts  S.  172  Z.  10  lese  man  Bon  er 
statt  Bauer. 
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Bericht. 


Systeme,  Lehr-  und  Wörterbücher. 

» 


i « 

Lehrbuch  der  reinen  Elementar-Mathematik  von  Dr. 
S.  H.  A . Herling,  Prof,  am  Gymnasium  zu  Frankfurt  a.  M. 
Mit  151  im  Text  eingedruckten  Figuren.  Frankfurt  a.  M. 
1842.  8.  1 Thlr.  < 

Enthält  die  gewöhnlichen  Elemente  der  Arithmetik  und  Algebra 
bis  zu  den  quadratischen  Gleichungen,  ebene  Geometrie,  Stereome- 
trie, ebene  und  sphärische  Trigonometrie  und  die  Lehre  von  den 
Kegelschnitten.  4 

Die  Forst-Mathematik  in  den  Grenzen  wirthschaft- 
licher  Anwendung,  nebst  Hulfstafeln,  sowohl  für  die 
Forstschätzung,  als  für  den  täglichen  Forstdienst.  Der 
Forstwissenschaft  erste  Hauptabtheilung  von  Dr.  G.  Kö- 
nig, Grossherzogi.  Säch  sischem  Ob  erfo  rstrathe.  Zweite 
stark  vermehrte  Ausgabe.  Gotha.  1842.  8.  3 Tlllr.  12  ggr. 


Arithmetik. 


Bourdon,  elemens  d’urithmetique.  19.  £dit,  Paris.  1842.  5 Fr. 

W.  Foster,  Elements  of  Arithmetic.  London.  184f.  12.  2 sh. 
. « • 

Elemens  d’arithmdtique  et  d’algebre,  ä l’usage  des  ecoles  de 
navigation  par  Fournier.  Tome  2.  (Conclusion)  Paris.  1842.  10  Fr. 

Sammlung  von  Beispielen,  Formeln  und  Aufgaben,  aus  der 
Buchstabenrechnung  und  Algebra  von  Meier  Hirsch,  tite  durchge- 
sehene Ausgabe.  Üerlin.  1841.  gr.  8.  1 Thlr.  8 ggr. 
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Lehrbuch  der  B uchstabenrechuung  und  Algebrg  von 
A.  v.  Koller,  Pr.-Lieut.  iiud  Lehrer  der  Mathematik. 
2te  Abtheii.  Trier.  18*42.  gr.  12.  (Frste  und  zweite  Ab- 
theil. H Thlr.). 

J^röinc  de  la  Lande:  Tables  de  logarithines,  a sept 
decimales,  par  J.  C.  Marie;  prdcedles  de  plusieurs  tables 
contenant  fes  calculs  les  plus  usuels,  par  Uh.  B.  Guil- 
lery.  Bruxelles.  18*42.  8.  1 Thlr.  6 ggr. . 

Tables  of  Logarithms  common  and  trigonometrical, 
to  five  place s.  1842.  8.  3 s. 

Logarithms  (four  figurcs)  and  Antilogarithms.  Un 
acard.  1 s' 

Sammlung  arithmetischer  und  algebraischer  Aufga- 
ben von  Dr.  hxr,  X.  Pollack,  Prof,  der  Math,  und  Naturge- 
schichte ain  k.  Lyceum  zu  Dilingen.  Augsb.  18*40.  8.  16  ggr. 

Sammlung  algebraischer  A u f g a b e n , welche  aus  mehr 
als  1200  Beispielen  summt  den  Auflösungen  besteht,  und 
worutiter  sich  sehr  viele  Musteraufgaben  mit  deren  aus- 
führlichen Auflösungen  befinden,  für  Schulen  und  zum 
Selbststudium  von  I)r.  Fr.  X.  Pollak,  Prof,  der  Math,  und 
Naturgeschichte  am  k.  Ljceum  zu  Dilingen.  Der  Samm- 
lung arithmetischer  und  algebraischer  Aufgaben  zweite 
Abtlieilung.  Augsburg.  18*42.  8.  20  ggr. 

Diese  Aufgabensammlung  enthält  in  ihrer  ersten  Abtheilung 
einen  grossen  Reichthum  von  Aufgaben  4ur  Buchstabenrechnung 
und  zur  Auflösung  gegebener  Gleichungen  mit  einer  und  mit 
mehreren  uubekannten  Grössen  des  ersten  und  zweiten  Grades,  so 
w’ie  auch  zu  der  Lehre  von  den  Proportionen  und  Progressionen, 
auch  insbesondere  zu  der  Lehre  von  den  in’s  Unendliche  fortlau- 
fenden geometrischen  Reihen,  was  besonders  zu  billigen  ist,  *u  der 
Lehre  von  den  Logarithmen  und  den  mit  Hülfe  der  Logarithmen 
aufzulösenden  Gleichungen,  in  denen  die  unbekannte  Grösse  als 
.Exponent  erscheint.  Kinen  eben  so  grossen  Reichthum  mit  Hülfe 
der  Algebra  oder  der  Gleichungen  autzulösender  zusammengesetz- 
ter Aufgaben,  die  sich  auf  Vorkommenheiten  des  gemeinen  Lebens, 
Gegenstände  der  Naturlehre  u.  s.  w.  beziehen,  enthält  die  zweite 
Abtheilung.  Unter  derselben  befindet  sich  auch  eine  ziemlich  grosse 
Anzahl  von  Aufgaben  aus  der  unbestimmten.  Ahalytik,  aus  der 
Lehre  von  den  Progressionen,  von  den. Logarithmen,  aus  der  Com- 
binationslehre  und  aus  der  YVahrscheinlichkeitsrechnung.  Da  uns 
die  Aufgaben  meistens  zweckmässig  gewählt  scheinen,  und  man 
bei’m  Unterrichte  eigentlich  nicht  genug  solcher  Aufgaben  zu  einer 
möglichst  reichlichen  Auswahl  haben  kann,  so  wird  auch  diese 
Aufgabensammlung  neben  den  übrigen  bekannten  Schriften  dieser 
Art,  von  denen  besonders  in  neuester  Zeit  eine  grössere  Anzahl 
erschienen  ist,  manchem  Lehrer  zuweilen  gute  Dienste  leisten.  Ins- 
besondere ist  die  an  sich  allerdings  treffliche  Sammlung  von  Meier 
Hirsch  schon  so  viel  gebraucht  und  in  den  Händen  so  vieler  - 
Schüler,  dass  die  in  neuerer  Zeit  in  grösserer  Anzahl  erschienenen 
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Aufgabensammlungen  jedenfalls  mit  Dank  aufzunebmen  sind,  weil 
sie  eine  ziemlich  grosse  Anzahl  neuer,  wenn  auch  oft  freilich  nur 
im  Ausdruck  und  den  numerischen  Daten  veränderter  Aufgaben, 
zur  Auswahl  hci’m  Unterrichte  darbieten. 

i 

t ' 

Kurzer  Leitfaden  für  den  Vortrag  der  höhern  Analy- 
sis, höhern  Geometrie  und  analytischen  Mechanik  von 
Dr.  D.  C.  L.  Le  hm  us.  Mit  einer  Figurentafel.  Berlin. 
1842.  8.  1 Thlr.  , 

Dieser  kurze  Leitfaden  verdankt  den  Vorträgen  des  Verfassers 
an  der  vereinigten  Artillerie-  und  Ingenieur- Schule  zu  Berlin  seine  , 
Entstehung.  Von  den  neuen  Untersuchungen  über  den  Rest  und  die 
Convergenz  der  Taylor’schen  uud  Maclaurin’schen  Reihe  ist  nichts 
in  demselben  enthalten,  und  die  Darstellung  der  Principien  der 
Differentialrechnung  entfernt  sich  nicht  wesentlich  von  dem  von 
Lagrange  und  Lacroix  eingeschlageuen  Wege,  wodurch  denn  na- 
türlich auch  die  weitere  Begründung  der  ganzen  Wissenschaft  und  * 
ihrer  Anwendung  auf  Geometrie  und  Mechanik  bedingt  wird. 

Sammlung  von  mathematischen,  namentlich  von  D i f-  » 
fer e n ti ul-  un  d I n teg ralfo r m c'l n , nebst  den  Gleichuugen 
u.  s.  w.  jener  krummen-Li  nien,  die  am  häufigsten  Anwen- 
dung finden.  Von  Joh.  Andr.  Schubert.  Dresden.  1842. 

8.  1 Thlr. 

% » • 

/ 

Calculi  Variationum  Integralium  duplicium  exercita- 
tiones.  Auctore  Em.  Gabr.  Björling,  Pli i I.  Mag.  ad  Reg. 
Acad.  Upsal.  Mecb an.  Doc.  Upsaliae.  1842.  4. 

• % • * * > * • \ 

System  elliptischer  Bogen,  zur  Erleichterung  der 
Integralrechnung  und  zur  Bestimmung  astronomischer 
Grössen  berechnet  von  Johann  Gott h elf  Schmidt,  Kö- 
nigl.  Professor.  Berlin.  1842.  4.  2 Thlr. 

üeber  die  au  sich  sehr  einfache  Einrichtung  dieser  Tafeln 
spricht  sich  der  Verfasser  in  §.  3. -des  Vorberichts  (S.  111)  auf  fol- 
gende Art  aus:  „Im  Systeme  bezeichnet  v den  elliptischen  Bogen 

für  den  relativen  Werth  der  halben  grossen  Axe  (<z)  und  der  hal- 
ben kleinen  (6),  die  von  0,01  bis  1,00  fortschreiten,  ln  der  ersten 
Abtheilung  folgen  die  einzelnen  Wierthe  von  «r=0,01- bis  «r=0,99  > 
oben,'  die  100  Werthe  von  6,  u n t en  z u r Sei te,  für  jedes  Hun- 
derttbeilchen  von  in  der  zweiten  die-  von  6 = 0, 01. bis 

6 = 1,00  oben,  die  100  Werthe  von  a unten  zur  Seite  und  die 
. elliptischen  Quadranten.  Die  Bogen  habe  ich  auf  15  und  oft  auf 

mehr  Decimalen  berechnet,  Und  ihre  Richtigkeit  durch  Differenz- 
reihen geprüft,  aber  nur,  weil,  es  hinreichend  ist,  11  drucken  las- 
sen. Zur  Erleichterung  der  Interpolation  sind  2 Differenzreihen  der 
Bogen  beigefügt,  welche  hinreichend  sind,  um  die  ersten  6 oder 

7 Decimalen  der  Bogen  zu  finden,  und  die  man  leicht  tortsetzen 
kaon,  wenn  inan  mehr  als  7 Decimalen  braucht.“ 

• ...  * ** 
Vollständiges  Taschenbuch  der  Münz-  Maass-.  und 
Gewichts-Verhältnisse,  der  Staatspapiere,  des  Wechsel- 
und  Bankwesens  und  der  Usnnzen  aller  Länder  uud  Han-1 
delsplätze.  Nach  den  Bedürfnissen  der  Gegenwart  be- 
ll0 
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arbeitet  von  Christ.  Noback  und  Friedr.  Noback. • Leip- 
zig. 1842.  8. 

Erscheint  in-  Heften  a 12  ggr.  Das  dritte  Heft  ist  jetzt  er- 
schienen. 

Wunderbare  Rechnenkünste.  Eine  Sammlung  auser- 
lesener arithmetischer  Kunstaufgaben,  unter  besonde- 
rer Berücksichtigung  der  Zauber-Quadrate,  kinsichts 
ihrer  mechanischen  Anfertigung,  und  des  Dominospiels, 
u.  s.  w.  Nebst -dem  Anhänge:  Der  Karten  leger  zur  frohen 
gesell.  Unterhaltung  für  Jedermann.  Von  C.  Ulbricht. 
Quedlinburg.  1842.  ö.  10  ggr. 


Geometrie. 


. Elements  of  Geometry:  cousisting  of  the  first  four, 
andthesixtb,  booksofEuclid,  chiefly  front  the  textof 
Dr.  R.  Siinson;  with  the  principal  theorems  in  Propor- 
tion,, and  a course  of  practical  geometry  on  the  ground. 

• Also,  4 tracts  relating  to  circles,  planes,  and  solids; 
with  one  on  spherical  geometry.  By  John  Narrien.  8. 
London.  1842.  10  sh.  6 d. 

Lehrbuch  der  Geometrie  von  Fr.  Wolff.  1.  Theil. 
Ebene  Eiern, e n tar-Geom etrie,  Trigonometrie,  Theilungs- 
lehre.  3.  verbesserte  Ausgabe.  Berlin.  1841.  gr.  8.  1 Tnlr. 
16.  ggr. 

Die  ebene  Geometrie  nach  Legendre,  von  Moritz 
Beck,  Lehrer  der  Mathematik  am  Gymnasium  zu  Bern. 
Dritte  unveränderte  Auflage.  Bern.  1842.  8.  10  ggr. 

Ein  ganz  kurzer  Leitfaden  für  den  Schulunterricht  in  der  ebe- 
nen Geometrie  nach  Legendre. 

Die  Elemente  der  geometrischen  Aehnlichkeits-  und 
Vergleichungs-Lehre,  nebst  einer  systematischen  An- 
lage der  Elemente  der  Formbildung.  Zum  Gebrauch  für 
den  Unterricht  in  der  reinen  Geometrie  in  den  obem 
Gymnasial- Klassen,  von  Dr.  Ludwig  Martin  Lauber, 
Professor  und  Director  des  Königlichen  Gymnasiums  zu 
Thorn.  Berlin.  1842.  8.  8 ggr. 

Diese  kleine  Schrift  besteht,  wie  schon  ihr  Titel  angiebt,  aus 
zwei  Abtheilungeu.  In  der  ersten  giebt  der  Verf.  eine  neue  Dar* 
'Stellung  der  Lehre  von  der  Aehnlicbkeit,  wobei  er  von  der 
Ansicht  ausgeht,  dass  die  gewöhnliche  Definition  ähnlicher  Figuren 
als  solcher,  in  denen  alle  Winkel  gleich  sind  und  alle  ähn- 
lich liegenden  Seiten  in  gleichen  Verhältnissen  zu  ein* 
ander  stehen,  logisch  falsch  sei,  indem  sie  solche  Merkmale  ent- 
halte, welche  sich  gegenseitig  bedingen,  wie  z.  B.  in  einem  Drei- 
ecke schon  die  Seiten  proportionirt  sind,  wenn  nur  Uebereinstim- 
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.mung  in  den  Winkeln  vorhanden  ist.  An  die  Stelle  dieser  Deiiui- 
tion  ähnlicher  Figuren  setzt  er  daher  die  folgende  neue:  „Gleich- 
namige Formen  haben  eiuerlei  Bild ungsgesetz  (Form  im 
engern  Sinne),  oder  sind  ähnlich  (co),  wenn  solche  Ge- 

Senbeziehungen  zwischen  gleichnamigen  Elementen 
esselben  statt  .finden  — oder  auch  — wenn  ihre  Con- 
structioneu  so  von  einander,  unmittelbar,  abhängig  ge- 
macht werden,  dass  dfe  Formen  congruent  werden,  wenn 
sie  in  Einem  linearischen  Elemente  übereinstimmend 
und  gründet  auf  diese  neue  Definition  die  ganze  Lehre  von  der 
Aehnlichkeit  und  die  Beweise  der  übrigen  bekannten  damit  zusam- 
menhängenden Sätze.  Die  zweite  , Abtheilung  enthält  als  Anhang 
zu  der  ersten  ,^eine  systematische  Anlage  der  Formbil- 
dunff“  nämlich  eine  systematische  Zusammenstellung  aller  Be- 
griffsbestimmungen und  Sätze  der  Elementar -Geometrie  bis  zu  den- 
jenigen Abschnitten,  welche  in  der  ersten  Abtheilung  vollständig 
behandelt  sind.  Ohne  hier  weiter  auf  das  Einzelne  eingehf|  und  uns 
auf  eine  Kritik  der  Schrift  einlassen  zu  können,  glauben  wir  doch, 
dass  dieselbe  der  Beachtung  allerdings  nicht  unwertk  ist,  und  dass 
die  neuen  Ansichten  des  Verfassers  wohl  eine  genauere  Prüfung 
verdienen,  welcher  wir  dieselbe  dcün  auch  hierdurch  empfohlen 
haben  wollen. ' . . • 

} 

o 

lnledning  tili  Geometriens  Utöfning,  byggd  uppu 
Euclidis  och  Archimedis  Gründer,  Samt  iämpad  efter  de 
■Swenska  mätnings-sätten.  Af  Anders  Wikström,  Math, 
och  Log.  Lector  i Calmar.  Sjctte  Upplagan.  Örebro, 
Lindh.  1842.  8.  24  sk.  * 

Lärobok  i Geometrien,  innefattande  grunderna  för 
läran  om  Linier,  Ytor  (Planiraetri  och  Lan dtmäteri) , 
solida  Figurer  (Stereometf i),  samt  deskriptfrr  Geometrie 
af  C.  J.  L.  Almquis't.  Tredje  Upplagan  Ofwersedd  och 
.Tillökad.  Stockholm.  1842.  8.  1 Rdr.  16  sk. 

Darstellung  der  Grün  dei genscfiaften  der  Prisraoide 
von  Job.  Heinr.  Traug.  Müller.  Gotha.  1842.  4.  6 ggr. 

Zwei  practische  Tabellen  für  Techniker  und  Mathe- 
matiker, aufgestellt  von  einem  Techniker.  Altona.  1842. 
12.  8 ggr. 

Die  erste  dieser  beiden  Tafeln  enthält:  „Die  Kreisumfänge 

und  die  Kreisflächen  in  Kreiszoflen , Quadratzollen  und  Quadrat- 
fussen ausgedrückt,  bei  gegebenen  um  die  beständige  Differenz  von 
i Zoll  wachsenden  Durchmessern  von  \ bis  100  Zoll.“  Die  zweite 
Tafel  enthält:  „Die  Oberfläche  und  den  Kubikinhalt  von  Kugeln, 

deren  Durchmesser  um  die  Differenz  von  { der  gegebenen  Maass- 
einbeit bis  zu  12  derselben  wachsen.“  Unter  einem  Kreiszolle, 
welcher  Ausdruck  sonst  nicht  eben  gewöhnlich  ist,  versteht  der 
Verfasser  den  Flächeninhalt  eines  greises,  dessen  Durchmesser 
einen  Zoll  lang  ist.  Diese  kleinen  nur  10  Blätter  füllenden  Tafeln 
sind  auf  vier  Decimalstellen  berechnet,  und  auf  schönes  starkes  Pa-  * 
pier  mit  sehr  deutlichen  Ziffern  gedruckt.  Ueber  ihre  Genauigkeit 
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kann  nur  öfterer  Gebrauch  entscheiden.  Sie  können  bei’m  Unter- 
richt hei  der  Lehre  vom  Kreise  und  von  der  Kugel  als  Exempel- 
buch  gebraucht  werden. 

Table  des  diametres  du  cercles,  depuis  1 jusqu’ä  100, 
avec  aires  et  circonfdrcuces  correspon dantes  par  J. 
Cochaux.  Bruxelles.  1842.  8.  8 ggr. 

De  punctis  singularibus  curvarum  algebraicarum 
simplicis  curvaturae  disquisitio.'.AuctoreP.  N.  Ekman. 
Parisiis  (Lipsiae).  1842.,  8.  12  ggr. 

Speciinen  disquisitionis  curvarum,  qu’aq  iis  quarti 
ordinis  aequationibus  coutinentur,  in  quibus  quantita- 
tibus  variabilihus  .r,  y pures  tantum  exponentes  tribu- 
untur.  Dissertat.io  quam  ampl.  philosophor.  ordinis 
auctori|fcte  in  Academia  Vratislaviensi  pro  summis  in 
philosophia  honorihus  rite  obtinendis  die  XIII  M.  Aug. 
A.  MDCCCXLI  publice  defendet  auctor  Joannes  Theophi- 
lus  Mauritius  Jakobi.  Vratislaviue.  4.  16  ggr. 

Der  Preis*von  Plückers  trefflichen  Analytisch-geome- 
trischen Entwickelungen.  Essen;  1831.  2 Bde.  4.  ist 

neuerlichst  durch  die  Vcriagshandlung  von  5 Tblr.  20  Sgr.  auf 
2 Thlr.  herabgesetzt  worden. 


* Praktische  Geometrie. 


Der  selbstlehrende  practische  Geometer.  Eine  po- 
puläre Anleitung  zur  Berechnung  geometrischer  Flä- 
chen und  Körper,  zur  Lösung  der  in  technischen  Ge- 
werben vorkommenden  geometrischen  Aufgaben  und 
zum  practischen  Feldmcssen.  Zunächst  für  Gewerbs- 
leute  und  Landwirthe  bearbeitet  von  F.  Herrmann. 
Grimma.  1842.  12.  8 ggr. 

Handbuch  der  höheren  und  niederen  Messkunde  oder 
gründliche  Unterweisung  in  der  gewöhnlichen  Feld- 
messkunst, so  wie  zu  grösseren  geodätischen  Aufnah- 
men, zu  geograph isebe n Tr  i a n gu  I i rungen , barometri- 
schen Höhenmessungen,  zu  Nivellements  und  zur  Instru- 
mentenlehre. Nach  dem  neuesten  Standpunkte  der  Wis- 
senschaft bearbeitet  von  Dr.  Fr.  W.  Barfuss.  Mit  14  li- 
thographirten  Foliotaftin.  Weimar.  1842.  8.  2 Thlr.  .* 

i2  ggr.  # * . 

Der  Zweck  dieses  Werkes  eines  schon  durch  mehrere  Arbei- 
ten, insbesondere  in  Schumachers  astronomischen  Nachrichten,  rühm- 
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liehst  bekannten  Verfassers  ist  durch  seinen  Titel  hinreichend  be- 
zeichnet, und  wir  glauben  dasselbe  Praktikern  besonders  wegen 
seiner  Deutlichkeit  empfehlen  zu  dürfen,  wollen  aber  auf  der  an- 
dern Seite  auch  nicht  verhehlen , was  wir  in  demselben  vermisst 
haben.  Zuerst  scheint  uns  in  demselben  überhaupt  ein  systemati- 
scher Faden  zu  fehlen  oder  wenigstens  nicht  vollständig  fest  ge- 
halten zu  sein,  welcher  sich  durch  das  gauze  Werk  hindurch  zieht, 
wobei  wir  jedoch  gern  zugeben  wollen,  dass  es  eigenthiiinliche 
Schwierigkeiten  hat,  in  einem  Lehrbuche  der  Geodäsie  einen 
solchen  Fudeu  zu  verfolgen.  Dass  ein  solcher  möglichst  streng 
systematischer  Gang  aber  ungeachtet  der  praktischen  Natur  .der 
Geodäsie  dennoch  von  der  grössten  Wichtigkeit  ist,  wird  auf 
der  Stelle  einleuchten,  wenn  man  überlegt,  dass  nur  auf  diese 
Weise  der  Lehrling  eine  vollständig  deutliche  Einsicht  in  die 
eigentliche  Natur  und  den  eigentlichen  Zweck  aller  geodäti- 
schen Arbeiten  von  den  kleinsten  bis  zu  den  grössten  erlangen 
kann.  Ferner  scheint  uns  der  Verfasser  der  Coordinutenmethode 
eine  zu  geringe  . Aufmerksamkeit  geschenkt  zu  haben,  da  die- 
selbe jedenfalls  für  die  Geodäsie  von  der  grössten  Wichtigkeit  ist, 
wobei  wir,  uin  nur  etwas  Specielles  hervorzuheben,  u.  A.  an 
die  schöne  Auflösung  des  Pothenot’schen  Problems  von  Gauss 
(Astronomische  Nachrichten.  Nr.  6.),  an  HanseuV  schöne  Auf- 
lösung einer  andern  geodätisekeu  Aufgabe  ( Astronomische  Nach- 
richten. Nr.  419.)  und  ähnliche  Arbeiten  underer  Mathematiker 
erinnern,  die  sich  alle  der  Coordiuatenmcthode  vorzugsweise  bedie- 
nen. Letztere  Aufgabe  und  die  von  Clausen  in  Nr.  430.  der 
astronomischen  Nachrichten  gegebene  graphische  Auflösung  derselben 
hätten,  um  dies  beiläufig  zu  bemerken,  wohl  auch  eine  besondere 
lieriicksichtigung  verdient.  In  einem  Werke,  wie  dus  vorliegende, 
welches  namentlich  auch  eine  Darstellung  der  hohem  Geodäsie  lie- 
fern und  eine  Anleitung  zu  geographischen  Triangulirungen  geben 
soll,  wäre  wohl  eine  allgemeine  analytische  Theorie  der  Feh- 
ler iu  ebenen  uud  sphärischen  Dreiecken  ganz  an  ihrem  Orte  gewesen, 
wenn  auch  der  Verfasser  allerdings  in  den  einzelnen  vorkom- 
mendeu  Fällen  die  möglichen  Fehler  immer  berücksichtigt  und  in 
Kechnung  zu  nehmen  gelehrt  hat.  Am  meisten  aber  haben  wir  eine 
vollständige  in’s  Einzelne  gehende  Anleitung  zur  Ausführung  der  in 
neuerer  Zeit  für  alle  grösseren  geodätischen  Arbeiten  so  wichtig 
gewordenen,  auf  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  gegründeten, 
sogenanuten  Ausglcichuugsrechuuugen  vermisst,  da  dasjenige,  was 
über  diesen  hochwichtigen  Gegenstand  auf  S.  301  — S.  305  gesagt 
worden  ist,  nach  unserer  Uebcrzcuguug  keineswegs  zur  vollständi- 
gen Helehruug  eines  Geodäten,  welcher  grössere  Arbeiten  seines 
Fachs  auszuführen  beabsichtigt,  hiureicht.  Nehmen  wir  nun  hierzu 
noch,  dass  das  Werk  von  den  Lehren  der  sphäroidischen  Trigono- 
metrie, dieses  neuern  für  die  höhere  Geodäsie  so  überaus  wichtigen 
Theils  der  reinen  Mathematik,  so  gut  wie  gar  keineu  Gebrauch 
macht  °),  so  werden  wir  in  den  Äugender  Leser,  auch  ohne  uns 
auf  eine  iu’s  Einzelne  gehende  Kritik  einzulasseu,  gewiss  gerecht- 


°)  Das  Wenige,  was  in  6.  ;18.  über  die  geodätische  Linie  gesagt  worden 
ist,  kann  dieses  Urtheil  nicht,  entkräften. 
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fertigt  erscheinen,  wenn  wir  die  in  demselben  gegebene  Darstel- 
lung, wenigstens  in  Bezug  auf  die  höhere  Geodäsie,  dem  neuesten 
Standpunkte  der  Wissenschaft  nicht  ganz  entsprechend  finden  können. 
Auch  bemerken  wir  noch,  dass  der  Verfasser  gar  nicht  auf  die  Er- 
leichterung und  Abkürzung  oft  wiederkehrender  Rechnungen  durch 
Tafeln  Rücksicht  genommen  hat,  so  wie  denn  z.  B.  in  der  Lehre 
von  dem  Höhenmessen  mit  dem  Barometer  die  Berechnung,  Ein« 
richtuug  und  der  Gebrauch  der  treffiichen  Gaussischen  Tafeln 
hätte  gezeigt  werden  sollen,  die  auch  leicht  selbst  in  das  Werk 
, hätten  aufgenommen  werden  können,  da  sie  nur  etwa  den  Raum 
zweier  Seiten  in  Anspruch  genommen  haben  würden,  wodurch  der' 
praktischen  Ausübung  des  barometrischen  Höhenmessens  jedenfalls 
grosser  Vorschub  geleistet  worden  wäre.  Ungeachtet  dieser  Ausstel- 
lungen wiederholen  wir  aber  gern  unser  im  Eingänge  ausgesproche- 
nes Urtbeil,  dass  dus  Werk  insbesondere  wegen  seiner  durch  die 
meistens  $ehr  ausführliche  Darstellung  bewirkten  Deutlichkeit,  unter 
den  im  Obigen  angedeuteten  Beschränkungen,  verdient,  von  Prak- 
tikern nicht  unbeachtet  gelassen  zu  werden. 

Bei  Gelegenheit  dieser  Anzeige  machen  wir  die  Leser  noch 
darauf  aufmerksam,  dass  von  dem 

Traitd  de  G£odesie  par  Puissant.  2 vol.  in  4. 
in  diesem  Jahre  eine  dritte  Ausgabe  (Preis  40  francs)  erschienen 
ist,  über  die  wir  nächstens  weiter  .zu  berichten  Veranlassung  neh- 
men werden. 

L’Art  du  Nivellement  et  ^Application  de  cet  art  ä Ia 
constrüctio n des  routes,  chemins  de  fer  et  de  grande 
co mmunication,  par  E.  du  Breuil.  1.  et  2.  Partie.  Paris. 
1842.  8.  ,4  Fr. 

•^Trigonometrisches  Nivellement  der  Oder  von  Oder- 
berg unterhalb  Küstrin  bis  zur  österreichischen  Grenze. 
Auf  Befehl  des  Königlichen  Finanz -Ministern  aus  ge- 
führt in  den  Jahren  18o9  nnd  1840  von  C.  Hoffmann,  Bau- 
Conducteur  und  Bau- Referend ar,  und  Candi.  Salzenberg. 
Mit  Uebersicbtskarten.  Berlin.  1841.  4.  2 Thlr.  12  ggr. 

t - - 

Beiträge  zur  Geographie  Kurbessens  und  der  umlie- 
genden Gegend.  Zweites  Heft.  Enthaltend  die  Messun- 

§en  der  Jahre  1835,  1836  und  1837  nebst  der  definitiven 
erechnung  der  ganzen  Arbeit,  zur  Grundlage  für  die 
weitern  Vermessungen  in  Kurhessen.  Von  Prof.  Dr.  Ger- 
ling. Cassel.  1839.  (Erst  jetzt  in  den  Buchhandel  ge- 
kommen). 8.  \ Thlr. 

Aus  keinem  Buche  wird  man  sich  mit  den  für  die  höhere  Geo- 
däsie in  neuerer  Zeit  so  wichtig  gewordenen,  auf  die  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  gegründeten,  sogenannten  Ausgleichungsrech- 
nungen* besser  bekannt  machen  können  als  aus  dieser  in  jeder  Be- 
ziehung trefflichen  Schrift,  welche  Niemand,  wer  sich  mit  grossem 
geodätischen  Arbeiten  zu  beschäftigen  beabsichtigt,  unbeachtet  las- 
sen sollte,  und  dieselbe  kann  daher  in  der  so  eben  in  Anregung 
gebrachten  Beziehung  in  gewisser  Rücksicht  dem  oben  angezeigten 
Buche  von  Herrn  Dr.  Barfuss  zur  Ergänzung  dienen. 


Mechanik. 


' Versuch  einer  neuen  Begründung  der  Grundlehren 
der  Mechanik  von  Joh.  Andr.  Schubert,  Prof,  der  ma- 
them.  Wissenschaften  an  der  technischen  Bildungsan- 
stalt zu  Dresden.  Dresden  und  Leipzig.  1841.  8.  12  ggr. 

Der  Verf.  findet  die  strengeren  Beweisführungen  des  Satzes 
vom  Parallelogramme  der  Kräfte  und  den  Uebergang  zu  den  von 
demselben  abhängigen  Gesetzen  weder  sehr  bequem,  noch  elegant, 
und  sagt,  dass  dem  Anfänger  namentlich  die  wahre  Erfassung  die- 
ser Grundlehren  ungemein  schwer,  ja  dass  mancher  hierdurch  von 
einem  gründlichen  Studium  der  Mechanik  ganz  abgeschreckt  werde. 
Deshalb  versucht  er  einen  andern  Weg  einzuschlagen,  indem  er 
zunächst  das  Cartesianische  Kräftemaass  beweiset,  hieraus  das  Prin- 
cip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten,  ferner  die  Bestimmung  des 
Mitteldruckes  für  Drücke  in  einer  und  in  verschiedenen  Ebenen, 
und  sodann  die  übrigen  Lehren  der  Statik  ableitet  Eine  Kritik 
dieser  Darstellung  in  wissenschaftlicher  Beziehung,  namentlich  in 
Rücksicht  auf  Schärfe  der  Begriffe  und  Beweise,  würde  hier  einen 
viel  zu  grossen  Raum  einnehmen,  uud  durch  blosse  kurze  Bemer- 
kungen könnte  in  dem  Verf.  leicht  die  Vermuthung  erweckt  wer- 
den, dass  ihm  unrecht  geschehe , weshalb  wir  dieselben  hier  lieber 
ganz  unterdrücken  und  fallen  lassen  wollen.  Was  aber  die  von  dem  . 
Verf.  bei*m  Unterrichte  gemachten  «Erfahrungen  betrifft,  so  müssen 
wir  offen  gestehen,  dass  denselben  die  unsrigen  gerade  entgegen- 
gesetzt sind.  . Denn  nach  unsern  Erfahrungen  hal>en  Schüler,  die 
von  einem  gründlichen  und  strengen  Studium  der  elementaren 
Theile  der  reinen  Mathematik  zu  dem  Studium  der  elementaren 
Mechanik  übergingen,  sich  durch  die  strenge  Darstellung  des  Pa- 
rallelogrammes  der  Kräfte  immer  ganz  besonders  befriedigt  ge- 
fühlt •),  und  sind  gerade  durch  diese  an  die  Strenge  der  euclidi- 
schen  Geometrie  so  lebhaft  erinnernden  Darstellungen  ganz  beson- 
ders zu  einem  gründlichen  und  ausführlichen  Studium  der  Mechanik 
angeregt  und  für  dasselbe  gewonnen  worden,  indem  sie  häufig 
überrascht  waren,  ganz  gegen  ihre  nicht  selten  vorgefasste  Mei- 
nung, in  der,  einen  so  praktisch  oder  technisch  klingenden  Namen 
wie  die  Mechanik  führenden  Wissenschaft  die  Strenge  der  Begriffe 
und  der  Beweise  des  alten,  von  ihnen  so  liebgewonnenen  Euclides 
wiederzufinden.  Auch  haben  wir  immer  die  Bemerkung  gemacht,  dass 
durch  die  strengen  und  nach  unserer  Ueberzeugung  grösstentheils 
sehr  eleganten  Herleitungen  der  übrigen  Gesetze  der  Statik  aus  dem  Pa- 
rallelogramme der  Kräfte,  die  jedenfalls  das  beste  Muster  einer  streng 
systematischen  und  völligerschöpfenden  Darstellung  einer  ganzen  Wis- 
senschaft liefert,  das  schwerlich  durch  irgend  etwas  Anderes  in  demsel- 
ben Grade  und  mit  demselben  Nutzen  ersetzt  werden  kann,  das  Inter- 
esse an  der  Wissenschaft  nur  fortwährend  desto  mebr  gesteigert  und 
erhöhet  wurde,  je  weiter  die  Entwicklung  fortschritt.  Wir  würden 
daher  das  grösste  Bedenken  tragen , unsere  Vorträge  über  Mecha- 


°)  Fast  immer  haben  einige  aus  eignem  Antriebe  umfassende  Arbeiten 
über  die  verschiedenen  Beweise  des  Parallelograinines  4er  Kräfte  unter- 
nommen. 
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nik  mit  dem  Cartesianischen  Kräfteinuass  und  dem  immer  eine  ge- 
wisse Duukeibeit  und  Unbestimmtheit  zurücklassenden  Begriffe 
der  virtuellen  Geschwindigkeiten,  wie  der  Verf.  will,  zu  beginnen,, 
und  können  hiernach  den  von  dein  Verf.  in  Vorschlag  gebrachten 
Weg  in  methodischer  Rücksicht  — indem  wir,  wie  schon  er- 
wähnt, die  von  der  strengen  Wissenschaft  gemachten  Anforderun- 
gen jetzt  gar  nicht  weiter  iu’s  Auge  fassen  — nur  für  ver- 
fehlt erklären,  und  müssen  jeden  Lehrer  von  dessen  Befolgung 
dringend  abrutheu,  da  durch  denselben  das  Studium  der  Mechanik 
den  grössten  Theil  seiner  die  ganze  Ausbildugg  des  Mathematikers 
so  sehr  fördernden  Kraft  nach  unserer  Ceberzeugung  verlieren 
würde. 

* - • V . * . » 

«.  Versuch  einer. objectiven  Begründung  der  Lehre  von 
der  Zusammensetzung  der  Kräfte  von  Dr.  B.  Bolzano. 
Aus  den  Abhandlungen  der  König!.  Böhmischen  Gesell- 
schaft der  Wissenschaften  (V.  Folge  Bd.  2.)  besonders 
abgedruckt.  Prag.  1842.  4.  12  ggr. 

« , 4 * . . ! » * •«. 

Handbuch  der  Mechanik,  mit  B'ezug  auf  ihre  Anwen- 
dung und  mit  besonderer  Rücksicht  auf  ihre  Darstel- 
lung ohne  Anwendung  der  höheren  Anulysis  bearbeitet 
von  C.  H.  A.  Kayser,  Grossherzogi.  Badischem  Hofrathe 
und  Professor  au  der  polytechnischen  Schule  zu  Karls- 
ruhe. Mit  13  litli  ogr.  Tafeln.  Karlsruhe.  1842.  8.  4 Thlr. 

Dieses  mit  grosser  Gründlichkeit  verfasste  Handbuch  der  Mecha- 
nik enthält  ausser  der  Darstellung  der  theoretischen  Lehren  der 
Mechanik  fester  und  flüssiger'  Körper  die  wichtigsten  Anwendun- 
gen dieser  Wissenschaften  in  so  grosser  Vollständigkeit  mit  fort- 
währender Rücksicht  auf  die  neuesten  Erfindungen  wie  uusers  Wis- 
sens wenig  andere  Werke  von  ähnlicher  Tendenz,  weshalb  wir  das- 
selbe zu  einem  gründlichen  Studium  der  theoretischen  und  prakti- 
schen Mechanik  insbesondere  allen  Technikern  angelegentlich  empfeh- 
len, und  die  Ueberzeugung  haben,  dass  es  zu  dessen  Beförderung  und 
der  allgemeinem  Verbreitung  der  neuern  Erfindungen  auf  dem  Ge- 
biete der  praktischen  Mechanik,  und  einer  gründlichen  Beurtei- 
lung derselben  aus  dem  theoretischen  Gesichtspunkte,  gewiss  bei- 
tragen wird.  Dass  der  Verf.  die  Anwendung  der  hohem  Analysis 
zwar,  wo  es  ohne  zu  grosse  Weitläufigkeit  anging,  vermieden, 
aber  keineswegs  gänzlich  ausgeschlossen  hat,  sichert  diesem  Werke 
noch  einen  besondern  Vorzug.  Die  Figurentafeln  sind  zwar  nicht 
in  grossem  Maussstabe,  aber  doch  mit  für  ihren  Zweck  hinrei- 
chender Deutlichkeit  und  Schärfe  ausgeführt.  Uebrigens  schliesst 
sich  das  Werk  an  des  Verfs.  früher  erschienenes  Handbuch  der 
Statik  mit  Beziehung  auf«ihre  Anwendung.  Karlsruhe, 
1836.  8.  an.  • 

\ * 

Handbuch  der  Mechanik*  fester  Körper  und  der 
Hydraulik.  Mit  vorzüglicher  Rücksicht  auf  ihre  An- 
wendung in  der  Architektur,  aufgesetzt  von  Dr.  J.  A. 
Eytelwein.  Dritte,  mit  einem  Anhänge  vermehrte  Auf- 
lage. Herausgegehen  von  A.  Freiherrn  von  Forstner. 
Mit  60  Holzftchnitten  uud  6 Kupfertafelu.  Leipzig.  1842. 
8.  3 Thlr. 
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Der  hochverdiente  Verf.  dieses  in  so  vielen  Beziehungen  aus- 

fezeichneten,  vorzüglich  für  deu  Praktiker  so  hrauchharen  Hand-  - 
uchs  der  Mechanik  fester  Körper  und  der  Hydraulik,  welchen  ein 
anhaltendes  Augenübel  hinderte,  sich  der  Bearbeitung  der  nöthig 

fcwordenen  dritten  Auflage  seihst  zu  unterziehen,  übertrug  dieselbe 
esllalb  dein  auf  dein  Titel  genannten  Herren  Herausgeber,  welcher 
in  der  Vorrede  ausführlich  von  den  Grundsätzen,  welche  ihn  hei 
der  Herausgabe  leiteten,  Rechenschaft  abgelegt  hat.  Wir  bemer- 
ken hier  in  dieser  Beziehung  nur,  dass  die  Einrichtung  des 
Buchs  i in  Wesentlichen  ganz  unverändert  geblieben,  und  dass  also 
auch  jetzt  noch  die  Hydraulik  hei  Weitem  als  dessen  Haupttheil, 

- die  Mechanik  fester  Körper  eigentlich  nur  als  eine  Einleitung  zu 
derselben  zu  betrachten  ist.  Einzelne  Bemerkungen  im  theoreti- 
schen Theile  hat  der  Herr  Herausgeber  gleich  im  Texte  einge- 
schaltet, überall  aber  auf  die  neuere  Literatur  vollständig  hinge- 
wiesen. Beigegeben  ist  dieser  neuen  Auflage  ein  sich  in  den  frü- 
hem Atiflageu  nicht  findender,  aus  mehrern  Theilen  bestehender 
Anhang,  dessen  einzelne  Abschnitte  folgende  sind.  1.  Abschnitt. 
Ueber  den  Ausfluss  des  Wassers  durch  vertikale,  rechtwiuklichte, 
obeu  freie  Oefifnungeu,  wenn  dieser  Ausfluss  frei  und  ohne  Hin- 
dernisse erfolgt.  11.  Abschnitt.  Untersuchungen  über  die  Bewe- 
gung des  Wassers,  wenn  auf  die  Contraction,  welche  heim  Durch- 
gänge durch  verschiedene  öeffnungen  stattfindet,  und  auf  den  Wi- 
derstand, welcher  die  Bewegung  längs  den  WT;inden  der  Behältnisse 
verzögert,  Rücksicht  genommen  wird.  III.  Abschnitt.  Von  der 
Bestimmung  der  Wassermenge  eines  Stroms.  IV.  Abschnitt. 
Ueber  Anordnung  der  Röhrenleitungen  mit  Verzweigungen  und  die 
Bestimmung  ihrer  Abmessungen  unter  gegebenen  Umständen.  V.  Ab- 
schnitt. lieber  die  Bewegung  des  Wassers  in  Röhreulcitungen, 
mit  besonderer  Berücksichtigung  der  Druckhöhe  über  der  Einmün- 
dung der  Leitröhre.  Die  in  den  frühem  Auflagen  sich  findende 
Tafel  über  die  Geschwindigkeit,  welche  ein  Körper 
durch  den  freien  Fall  erlangt“  ist  in  dieser  neuen  Ausgabe 
weggelassen  worden,  weil  sie  selten  gebraucht  wird,  aber  1*  Bo- 
gen einnimmt,  und  die  in  ihr  enthaltenen  Angaben  immer  leicht 
unmittelbar  nach  der  bekannten  einfachen  Formel  c = 2l^ g/i 
= 21/ 154  . h = 7,91/A  (beinahe)  berechnet  werden  können. 


$ 

Praktische  Mechanik. 


* 

Bressou,  Carl,  Lehrbuch  der  Mechanik  in  ihrer  An- 
wendung guf  die  physischen  Wissenschaften,  die  Künste 
und  Gewerbe.  Aus  dem  Frauz.  Leipzig.  1842.  4. 

Erscheint  in  Lieferungeu  a 12  ggr.  mit  Kupfern  in  Folio. 

Guil.  Ed.  Weher:  De  tribus  novis  librarum  construen* 
darum  methodis.  Gottingae.  1841.  4.'  8 ggr. 
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"Astronomie. 


Populäre.  Astronomie  oder  Unterriebt  über  mathe- 
matische Geographie,  Astronomie  und  Kalender  wesen 
von  G.  A.  Schumann.  Neue  Ausg.  Quedlinburg.  1842. 
8.  16  ggr.  4 ' . • 

Ueber  das  farbige  Licht  der  Doppelsterne.  Versuch 
einer  das  Bradlcy’sche  Aberrations-Theorem  als  inte- 
grir^nden  Tbeil  in  sieb  schliessenden  allgemeinen  The-  , 
orie.  Von  G.  Doppler.  Aus  den  Abhandlungen  der  k. 
böbm.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  (V.  Fo  1 ge,  11  d.  2.) 
besonders  abgedruckt.  Prag.  1842.  gr.  4.  | Thlr. 

Wir  werden  später  auf  diese  Abhandlung  zurückkommen. 

N * . ) 

Berliner  astronomisches  Jahrbuch  für  1844.  AufVer- 
anlassung  der  Ministerien  des  Unterrichts  und  des  Han- 
dels herausgegeben  von  J.  F.  Encke,  Director  der  Ber- 
liner Sternwarte.  Berlin.  1841.  8.  3 Tblr.  4 ggr. 

Das  Berliner  astronomische  Jahrbuch,  welches  von  seinem  er- 
sten Erscheinen  im  Jahre  1776  an  bis  jetzt  nur  für  die  Benutzung 
der  darin  enthaltenen  Angaben  von  Seiten  der  Astronomen  bestimmt 
war,  erhält  mit  dem  Jahrgänge  1844  eine  auch  für  die  Folge  bei- 
zubehaltende neue  Einrichtung,  indem  künftig  auch  die  Data  darin 
enthalten  sein  sollen,  welche  hauptsächlich  für  den  Seefahrer  von 
Interesse  sind.  Demzufolge  sind  jetzt  zu  seinem  frühem  Inhalte, 
welchen  wir  als  hinreichend  bekannt  voraussetzen,  hinzugekommen: 

1.  Mond  - Distanzen  für  1844  auf  S.  277  — S.  420.  2.  Parallaxe  und 
Halbmesser  der  Planeten,  für  1844.  3.  Lage  des  Mond- Aequators 
für  1844.  4.  Bewegung  der  mittleren  Länge  des  Mondes,  a.  Ta- 
feln zur  Bestimmung  der  Breite  durch  Beobachtungen  des  Polar- 
sterns ausserhalb  des  Meridians.  6.  Hülfstafeln:  Tafel  I.  Refrac- 
tionstafel.  Tafel  1L  Zur  Verwandlung  der  Stern -Zeit.  Tafel  III. 
Zur  Verwandlung  der  Stern -Zeit  in  mittlere  Zeit.  Tafel  IV.  Ein- 
fache Interpolation  bei  einem  Intervall  von  12  Stunden.  Tafel  V. 
Corrections  - Tafel  für  die  zweiten  Differenzen.  In  einem  Anhänge 
wird  endlich  über  Einrichtung  des  Jahrbuchs  eine  sehr  ausführliche 
Nachricht  und  zu  dessen  Gebrauch  eine  sehr  vollständige  Anlei- 
tung gegeben.  Jeder  Jahrgang  erscheint  künftig  drei  Jahre  voraus. 

So  sehr  nun  auch  auf  diese  Weise  das  Jahrbuch  seiner  eigent- 
lichen Bestimmung  als  unentbehrliches  Hülfsmittel  bei  den  astrono- 
mischen Beobachtungen  näher  geführt  wird,  und  so  sehr  sich  alle 
Beobachter  und  Seefahrer  dem  schon  so  vielfach  verdienten  Herren 
Herausgeber  zu  dem  wärmsten  Danke  für  diese  ueue.  Einrichtung 
verpflichtet  fühlen  müssen:  so  werden  doch  auf  der  andern  S^eite 
alle  theoretischen  Astronomen  mit  Bedauern  die  schönen  Abhand-  - 
lungen  vermissen,  mit  denen  früher  der  Herr  Herausgeber  jeden 
Jahrgang  schmückte.  Enthält  auch  die  Vorrede  nicht  die  be- 
stimmte Nachweisung,  duss  diese  Abhandlungen  künftig  wegbleibeu 
sollen,  so  sind  doch  weder  in  dem  Jahrgange  für  1844,  noch  in 
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dem  auch  bereits  erschienenen  Jahrgange  für  1845  dergleichen  the- 
oretische Abhandlungen  enthalten,  so  wie  denn  auch  überhaupt  die 
Hinrichtung  beider  Jahrgänge  durchaus  dieselbe  ist. 

i 

Connaissance  des  tems,  pour  Pan  1845  avec  Addition  s. 
Paris.  1842  8.  3 Tblr. 


Physik. 


Die  ersten  Elemente  der  gesammten  Naturlehre  zum 
Gebrauche  für  höhere  Schulen  und  Gymnasien  von  Dr. 
Georg  Wilhelm  Muncke.  Vierte  verbesserte  Auflage 
mit  zwei  Kupfertafeln.  Heidelberg.  1842.  8.  20  ggr. 

Die  Einrichtung  dieser  vierten  Auflage  des  vorstehenden  hin- 
reichend bekannten  Lehrbuchs  ist  im  Wesentlichen  ganz  dieselbe 
geblieben  wie  in  den  vorhergehenden  Auflagen.  Die  neuern  Ent- 
deckungen'sind,  so  weit  es  der  Zweck  des  Buches  gestattete,  be- 
rücksichtigt worden.  , 

' Die  Naturlehre  nach  ihrem  gegenwärtigen  Zustande 
mit  Rü cksicht  (auf  mathematische  Begründung  darge- 
stellt von  Dr.  Andreas  Baumgartner.  Siebente  Auflage, 
von  Genanntem  gnd  von  Dr.  Andreas  v.  Ettingshausen 
gemeinschaftlich  umgearbeitet.  Mit  acht  Kupfertafeln. 
Wien.  1842.  8.  4 Thlr. 

Die  so  eben  erschienene  siebente  Auflage  dieses  trefflichen 
Lehrbuchs  der  Physik  unterscheidet  sich  von  den  frühem  nach 
des  Verfassers  eigenen  Worten  hauptsächlich  in  folgenden 
Punkten.  „In  der  Statik  wurde  der  in  den  früheren  Auflagen  vor- 
getragene Beweis  Duchayla’s  für  den  Satz  vom  Parallelogramme 
der  Kräfte  durch  einen  anderen  ersetzt,  der  in  der  Hauptsache  mit 
dem  vor  langer  .Zeit  von  dem  trefflichen  deutschen  Mathematiker 
Lambert  gegebenen,  aber  wie* es  scheint  wenig  beachteten  Be- 
weise des  genannten  Satzes  übereinstimmt.  Dieser  Beweis  ist'  von 
dem  Ucbelstande  frei,  die  Zusammensetzung  der  auf  einen  isolirten 
Punkt  wirkenden  Kräfte  auf  Prämissen  zu  gründen,  welche  das 
Vorhandensein  eines  Systems  unveränderlich  verbundener  Punkte 
voraussetzen  und  auf  Eigenschaften  eines  solchen  Systems  beruhen. 

Die  Lehre  von  den  Capillarphänomenen  tropfbarer  Flüssigkeiten, 
die  Sätze  von  dem  Gleichgewichte  der  Gase,  die  Hygrometrie  er- 
hielt eine  ganz  neue  Bearbeitung.  Die  Lehre  von  der  schwingen- 
den Bewegung  der  Körper  wurde  als  ein  selbstständiges  Ganzes 
behandelt,  dessen  Principien  auf  gleiche  Weise  der  Betrachtung 
der  Wasserweilen,  der  Erklärung  aer  Erscheinungen  des  Schalles, 
wie  auch  der  UndulatioDstheorie  des  Lichtes  zum  Grunde  gelegt 
werden  können.  Im  zweiten  Theile  schien  es  passend  die  Abschnitte 
vom  Magnetismus  und  von  der  Elektricität  jener  vom  Lichte  und 
von  der  Wärme  vorangeben  zu  lassen.  Abgesehen  von  dem  besse- 
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ren  Zusammenhänge,  der  dadurch  in  die  Wärmelehre  gebracht 
wird,  welche  seit  Mell oni’s  Arbeiten  der  Kenntniss  der  Elektrici- 
tätslehre  nicht  mehr  entbehren  kann,  haben  die  Lehrer  der  Physik 
an  unseren  Universitäten  und  Lyceen  nicht  mehr  mit  den  Schwie- 
rigkeiten zu  kämpfen,  weiche  vordem  die  veränderliche  Witterung 
des  Frühjahres  den  wichtigsten  optischen  Versuchen  in  den  Weg 
legte.  Sämmtliche  vier  Abschnitte  erscheinen  radikal  umgearbeitet; 
in  der  Lehre  vom  Magnetismus  sind  die  Principien  der  Arbeiten 
von  Gauss  aufgenommen,  die  Lichtlehre  wurde  direkt  aus  der  Un- 
dulationstheorie  entwickelt,  der  Vortrag  der  Wärmelehre  erhielt 
durch  die  wichtigen  neuen  Funde  auf  diesem  Gebiete  eine  verän- 
derte Gestalt  und  gewichtige  Zusätze.  t Am  meisten  war  die  Gäh- 
rung,  in  der  die  Wissenschaft  sieb  befindet,  und  die  Schwierigkeit 
ollen  Anforderungen  zu  genügen,  bei  der  Bearbeitung  der  Elektri- 
citätslehre  fühlbar;  die  schöne  Anwendung,  welche  Poggendorf 
von  dem  Ohm’schen  Gesetze  auf  die  Theorie  der  Zusammengesetz*  • - 
teu  Säule  machte,  kam  uns  erst  zu  Gesichte,  als  die  von  der  Elek- 
tricität  handelnden  Bogen  bereits  abgedruckt  waren;  wir  halten 
dieselbe  für  zu  wichtig,  um  ihr  nicht  noch  einen  Platz  in  einem 
Nachtrage  zu  widmen,  den  wir  am  Ende  des  Buches  folgen  lassen, 
um  so  dem  Leser  die  Wissenschaft,  so  weit  es  in  unseren  Kräften 
steht,  in  dem  neuesten  Zustande  zu  übergeben.“ 

Pouillet’s  Lehrbuch  der  Physik  und  Meteorologie 
für  deutsche  Verhältnisse  frei  bearbeitet  von  Dr.  Job. 
Müll  er,  Lehrer  der  Physik  und  Mathematik  an  der  Real- 
schule zu  Giessen.  Mit  1000  in  den  Text  eingedruckten 
Holzschnitten.  2 Bände,  jeder  von  40  Bogen,  gross 
Octav.  In  Lieferungen  von  6 Bogen.  Jede  Lieferung 
12  ggr.  Braunschweig  bei  Fr.  View  eg  und  Sohn.  1842. 

Wir  werden  später  auf  dieses  Werk  zurückkommen. 

s * 

Die  Physik  in  ausführlicher  populärer  Darstellung 
Nach  dem  gegenwärtigen  Zustande  dieser  Wissenschaft, 
mit  den  bis  auf  die  neueste  Zeit  darin  gemachten  Erfin- 
dungen und  Entdeckungen,  für  die  Gebildeten  beiderlei 
Geschlechts  bearbeitet  von  Dr.  J;  H.  M.  y.  Poppe.  Mit 
292  Abbildungen  auf  20  Tafeln.  Erster  Band.  Zürich. 
1842.  < 

Von  diesem  Buche  sind  bis  jetzt  die  ersten  4 Lieferungen  in 
unsere  Hände  gelangt.  Das  Ganze  soll  aus  sieben  Lieferungen  be- 
stehen, von  denen  jede  12  ggr.  kostet. 

Handbuch  der  Physik  für  Unterricht  und  Selbstbe- 
lehrung,  mit  immerwährender  Beziehung  auf  Anwen- 
dung. Von  Job.  Ph.  Neumann.  Erster  Band.  3te  zu 
einem  durchaus  neuen  Werke  umgestaltete  Auflage. 

Mit  7 Kupfertafeln.  Wien.  1842.  8.  3 Thlr.  12  ggr. 

Wir  werden  späterhin  nach  dem  vollständigen  Erscheinen  der 
- 3ten  Auflage  dieses  in  mehrfacher  Beziehung  empfehlenswerthen, 
aus  seinen  frühem  Auflagen  hinreichend  bekannten  Werks  auf  das- 
selbe zurückkommen. 
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On  the  conuexion  of  the  physical  Sciences.  By  Mary 
Somerville.  6th  edition.  8.  London.  1842.  10  sli.  ö d. 

. N‘ 

. . ' - . . . • 

Guil.  Ed.  Weber:  l)e  fili  bombycini  vi  elastica.  Göt- 
ti ngae.  1841.  4.  8 ggr.  *'  . 

• , • » . ' i ■:  • . * • 

Die  Lehre  von  der  Wärme  und  Luft  mit  besonderer 
Rücksicht  auf  die  alltäglichen  Erscheinungen  und  ge- 
werblichen Anwendungen.  Vorlesungen,  gehalten  zu 
Jever  i m- Winter  18^  vor  einer  Versammlung  von  Herren  • 
und  Damen  von  W.  H.  Brennecke.  Jever.  1842.  & 12  ggr. 

i • * 4 * * 

Wbat  is  a Voltaic  Battery?  By  Rosina  M.  Zornlin. 

2 s.  6 d.  1842. 

\ * v » % • « 

Repertorium  der  Physik.  Eine  Zusammenstellnng 
der  neueren  Fortschritte  dieser  Wissenschaft.  Band  VI. 
Mit  zwei  Figu re  n tafel  n._  Berlin.  1842.  8.  2 Thlr. 

Dieser  sechste  Band  des  bekannten  sehr  verdienstlichen  Reper- 
toriums der  Physik  enthält  zwei  Abschnitte.  Der  erste  von  A.  See- 
bek  bearbeitete  Abschnitt  ist  der  Akustik  gewidmet.  Der  zweite 
von  Peter  Riess  bearbeitete  Abschnitt  liefert  einen  zweiten  Be- 
richt über  die  Fortschritte  der  Elcktricitätslcbre,  und  ist  als  eine 
Fortsetzung  des  im  zweiten  Bande  des  Repertoriums  gelieferten  ersten 
Berichts  über  diesen  wichtigen  Tbeil  der  Physik  zu  betrachten. 

«»  ' * r . • . " . • 

Annalen,  für  Meteorologie,  Erdmagnetismus  und  ver- 
wandte Gegenstände,  redigirt  von  Grunert,  Roller, 
Krei  1,  Lamont,  Plieninger,  JStieffel,  herausgegeben  von 
Dr.  J.  Lamont,  Conservator  der  Königlichen  Sternwarte 
bei  München,  u.  s.  w.  Jahrgang  1842.  1.  Heft.  Mit  einem 
Steindrucke.  München.  1842/».  1 Thlr.  » 

Von  dieser  schon  in  Nr.  VI.  S.  103  des  literarischen  Berichts 
vorläufig  angekündigten,  der  Meteorologie  und  dem  Erdmagnetis- 
mus vorzugsweise  gewidmeten  neuen  Zeitschrift  ist  nun  \das  erste 
Heft  wirklich  erschienen,  und  hat  den  folgenden  Inhalt. 

Stündlicher  Gang  der  Temperatur  und  des  Luftdruckes  im 
Jahre  1841,  mit  Hülfe  registrirender  Instrumente  aufgezeichnet  an 
der  Konigl.  Sternwarte  bei  .München,  reducirt  von  Herrn  Lennhardb  ' • 

Mittlere  Temperatur  und  mittlerer  Barometerstand  fiir  die  Mo- 
nate, abgeleitet  aus  deü  vorhergehenden  Beobachtungen. 

Donstdruck,  beobachtet  an  der  K.  Sternwarte  bei  München  1841. 

Neue  Einrichtung  des  Psychrometers,  vom  Herausgeber.  \ 

' Magnetische  Beobachtungen,  angestellt  im  Observatorium  der 
K.  Sternwarte  bei  München  im  Jahre  1840.  . 

Zusammenstellung  der  täglichen  meteorologischen  Beobachtun- 
gen von  Regensburg,  Würzburg,  Hof  und  Leipzig,  1841. 

Zusammenstellung  der  monatlichen  Mittel  des  Luftdruckes  und 
der  Temperatur  in  Landsberg,  Regensburg,  Burglengenfeld,  Gun- 
zenbausen, Ansbach,  Neustadt  an  der  Aisch,  Würzburg,  Uffenheim, 

Hof,  Leipzig,  Cronberg. 

Mittlere  magnetische  Declination  in  München,  vom  Herausgeber. 

Meteorologische  Uebersicht  des  Jahres  1841,  aus  den  Regens- 
burger Beobachtungen,  von  Herrn  Prof.  v.  Schmöger. 
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Erdbeben  und  Erdstösse  in  den  Jahren  1839,  1840,  1841,  nebst 
Angabe  der  gleichzeitig  in  Freysing  stattgehabten  Aenderung  des 
Barometers  von  Hm.  Lyceal-Professor  X.  Meister. 

Differential -Instrumente  für  magnetische  Declination  und  Hori- 
zontal-Intensität,  vom  Herausgeber. 

Vermischte  Nachrichten  vom  Herausgeber.  — Magnetische  Stö- 
rung vom  25.  Sept.  1841.  — Supplemental  Instructions  for  the  use 
of  magnetical  Observatories.  — Inductions-lnclinometer  von  Hrn. 
Prof.  Lloyd.  — Magnetische  und  meteorologische  Beobachtungen  in 
Prag,  erster  Jahrgang.  — Annuaire  inagndtique  et  mdteorologique 
du  corps  des  Ingenieurs  des  mines  de  Russie,  1839.  — Auszug  aus 
einem  Briefe  des  Hrn.  Coila.  — Periodische  Aenderung  der  Horizon- 
tal- Intensität  von  Herrn  Prof.  Hansteen.  — Auszug  aus  einem  Briefe 
des  Hrn.  Prof.  Hansteen. — Auszug  aus  einem  Briefe  des  Hm.  Direc- 
tors  Valz.  — Beschreibuogdes  Observatoriums  in  Dublin,  von  Hrn. Prof. 
Lloyd.  — ■ Correctionder  absoluten  Intensitäts -Messungen,  wegendes 
in  den  Magnetstäben  inducirten  Magnetismus,  vom  Herausgeber. 

Man  wird  hieraus  den  reichhaltigen  und  lehrreichen  Inhalt  des 
vorliegenden  ersten  Hefts  dieser  neuen  Zeitschrift  erkennen.  Wir 
werden  den  Inhalt  eines  jeden  Hefts  in  unserm  literarischen  Be- 
richte mittheilen. 

Alle  Mittheilungen  für  die  Annalen  von  grosserem  Umfange 
bittet  der  Herausgeber  ihm  durch  die  G.  Franz’sche  Buchhandlung 
in  München  zukommen  zu  lassen. 

Witterungskunde.  Mit  Rücksicht  auf  vermuthliche 
Witterung  überhaupt  und  des  Jahres  1842  insbesondere. 
Von  Pb.  Stieffel,  Prof,  an  der  Grossherzogi.  Badischen 
polytechnischen  Schule  zu  Karlsruhe.  Karlsruhe.  1842. 
8.  1 Thlr. 

Der  Inhalt  dieser  für  Wetterbeobachter  vieles  Interessante  ent- 
haltenden Witterungskunde  ist  folgender. 

Vdrmuthliche  Witterung.  Ursachen  der  Wärme.  Ursachen 
der  Erkältung.  Leitung  der  Wärme.  Bewölkung  und  Niederschläge. 
Veränderung  des  Luftdruckes.  ' Einfluss  des  Mondes.  Perioden  der 
Witterungswechsel.  Rücksicht  auf  deu  Einfluss  des  Mondes.  Verschie- 
bung der  Perioden.  Vermuthliche  Witterung  im  Allgemeinen.  Vermutb- 
liche Witterung  im  Einzelnen.  Die  Feuchtigkeit  der  Luft.  Die  Winde. 
Chronik  der  Witterung  früherer  Jahre  zu  Karlsruhe.  Wit- 
terung auf  einigen  Punkten  des  Grossherzogthums  Ba- 
den verglichen  mit  jener  zu  Karlsruhe.  Des  Jahres.  — Der 
Monate,  wo  bei  jedem  Monate  immer  die  drei  Hauptrubriken:  Wit- 
terungscharakter, Regeln  für  die  Wetterveränderungen,  Vermuthliche 
Witterung,  unterschieden  sind,  und  vorzüglich  das  Jahr  1842  berück- 
. sichtigt  ist.  — Der  Jahreszeiten.  — Den  Schluss  machen  Tabellen  über 
die  Witterung  der  Jahre  1839, 1840,  1841  und  aller  Jahre.  — Grossen 
Fleiss  hat  der  Vf.  u.  A.  auch  auf  die  Sammlung  der  sogenannten  V olks- 
und  Bauernregeln  über  die  bevorstehende  Witterung  verwendet, 
die  für  einen  Jeden,  wer  überhaupt  Sinn  für  dergleichen  Dinge  bat, 
gewiss  vieles  Interesse  haben  werden,  und  in  dem  vorliegenden 
Buche  sich  in  einer  überraschend,  grossen  Anzahl  linden.  M>r 
halten  die  Sammlung  derselben  daher  für  recht  verdienstlich. 
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Literarischer  Bericht. 


• » \ 

Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 


Versuch  einer  kritischen  Geschichte  der  Algebra. 
Nach  den  Quellen  bearbeitet  von  Dr.  G.  H.  F.  Nessel- 
mann,  Privutdocenten  an  der  Universität  zu  Königs- 
berg.  Erster  Theil.  Die  Algebra  der  Griechen.  Berlin. 
1842.  8.  2 Tblr.  6 ggr. 

Der  Verf.  sagt  in  der  Vorrede:  ,,Es  war  nicht  meine  Absicht, 

aus  altern  Geschichtswerken  eine  Menge  Historischer  Data  zu 
excerpiren  und  dieselben  in  eine  frische  Form  giessend  dem  Publi- 
kum ein  angenehmes  Unterhaltungsbuch  zu  liefern,  aus  welchem 
Weniger- Unterrichtete  allenfalls  hie  und  da  auch  etwas  Neues 
lernen  könnten.  Ebenso  wenig  lag  es  iu  meinem  Plane,  ein  Con- 
glumerut  flüchtig  von  der  Oberfläche  aufgeraftier  Thatsachen,  die 
man  uacb  Willkühr  reckt  und  modelt,  auf  das  Prokrustesbette 
eines  philosophischen  Systems  zu  spannen.  Ich  wollte  wie  der 
Titel  besagt,  eine  kritische  Geschichte  schreiben,  ich  wollte  die 
Geschichte  der  Algebra,  nicht  wie  die  Tradition  sie  lehrt,  sondern 
wio  sie  sich  aus  dem  ausdauernden  und  gewissenhaften  Studium 
der  Quellen  ergiebt,  erforschen  und  demgemäss  treu  darstellen.“  — 

Je  länger  leider  das  Feld  der  Geschichte  der  Mathematik  brach 
gelegen  hat,  und  je  schwieriger  und  seltener  die  Verbindung  aus- 
gebreiteter Sprachkenntnisse  mit  deu  nöthigen  mathematischen 
Kenntnissen  sein  dürfte,  desto  daukenswerther  ist  jedenfalls  jeder  , 
neue  Anbau  dieses  Feldes  aufzunehmen.  Eine  ausführliche  kritische 
Würdigung  dieses  Werks  müssen  wir  deu  ausschliesslich  der  Kri- 
tik gewidmeten  Zeitschriften  überlassen. 

Galileo-Galilei.  Zu  seinem  Gedächtniss  im  zweiten 
Säcularjahr  seines  Todes.  1.  Sein  Leben  und  seine 
Werke,  von  Lihri.  Aus  dem  Französischen  mit  Anmer- 
kungen von  F.W.Cnrovö.  Mit  Abbildung  der  Statue  Ga- 
lilers  zu  Florenz.  Siegen  und  Wiesbaden.  1842.  8.  18  ggr. 

Der  Uebersetzer  scheint  bei  dieser  Arbeit,  der  man  an  mehre- 
ren Stellen  nicht  undeutlich  anmerkt,  dass  sie  eine  Ucbersetzung 
ist,  ganz  andere  als  mathematische  Tendenzen  zu  verfolgen. 
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Systeme,  Lehr-  und  Wörterbücher. 


Lehrbuch  der  Mathematik  für  die  obern  Klassen  hö- 
herer Lehranstalten  von  J.  A.  Gruucrt.  Erster  Th  eil. 
Allgemeine  Arithmetik..,  Dritte  vermehrte  und  verbes- 
serte Ausgabe.  Brandenburg.  1843.  8.  .• 

Diese  schon  so  bald  nöthig  gewordene  dritte  Ausgabe  meines 
bekannten  Lehrbuchs  der  allgemeinen  Arithmetik  für  die  obern  . 
Klassen  höherer  Lehranstalten.  (Die  dritte  Ausgabe  der  Stereome- 
trie ist  schon  früher  erschienen.  Die  dritten  Ausgaben  der  Trigo- 
nometrie und  ebenen  Geometrie  werden  nächstens  erscheinen.) 
glaube  ich  mit  Recht  eine  verbesserte  und  vermehrte  Ausgabe 
nennen  zu  können.  Verbesserungen  sind  überall,  wo  es  nöthig 
war,  voi genommen.  Unter  den  Vermehrungen  nenne  ich  nur 
u.  A.  Clausens  neue  Auflösung  des  irrcduciblcn  Falls  durch 
die  Kettenbrüche,  mehrerer  anderer  Zusätze  hier  nicht  weiter  zu 

f «‘denken,  da  die  frühem  Ausgaben  bekannt  genug  sind,  und  da- 
er  die  Vermehrungen  den  Lesern  auf  der  .Stelle  von  selbst  in  die 
Augen  fallen  werden.  Dabei  habe  ich  aber  Sorge  getragen,  die 
Einrichtung  so  zu  treffen,  «lass  die  frühem  Ausgaben  neben  der 
dritten  immer  noch  ohne  alle  Schwierigkeit  auf  den  Schulen,  wo 
das  Buch  bereits  eingefübrt  ist,  gebraucht  werden  können. 

G.  , 

System  der  Mathematik  von  Professor  Dr.  K.  Hummel.  1.  Theil. 
Die  Arithmetik,  gr.  8.  Wien.  1842.  1 Thlr,  8 ggr. 

‘ * . I • * 4. 

Die  reine  Elementar - Mathematik  nach  den  Lehrbüchern  des 
Prof.  M.  Ohm  für  die  untern  Klassen  der  Gymnusien,  Militär-, 
Gewerbe-  und  höheren  Bürgerschulen,  sowie  auch  für  den  Privat- 
unterricht von  C.  Nübel.  Mit  einem  einleitenden  Vorwort  des 
Herrn  Prof.  M.  Ohm.  1.  Thl.  Elementar- Arithmetik.  W’esel.  1S42. 
gr.  12.  12  ggr. 

Goetz,  Prof.  Dr.  J.,  Lehrbuch  der  Mathematik  für  Gymna- 
sien und  höhere  Lehranstalten.  2.  Baud.  — Auch  u.  d.  Titel: 
Die  ebene  Geometrie,  die  analytische  und  ebene  Trigonometrie 
und  einige,  Sätze  aus  der  Polygonometrie.  t*r.  8.  Zrrbst.  1842. 

1 Thlr.  iS  ggr. 

Goetz,,  Prof.  Dr.  J.,  Lehrbuch  der  Mathematik  für  Gymnasien 
und  höhere  L«*hranstalteu , 3.  Baud.  — A.  u.  d.  T.  Die  Stereo- 
metrie und  sphärische  Trigonometrie.  Mit  3 Figureutafeln  (in 
gr.  4.)  gr.  8.  .Zerbst.  1842.  9 ggr. 

Urban,  Seminarlebrer,  das  Gebiet  der  niedern  Mathematik. 
Znni  Gebrauch  für  die  Oberklassen  eines  Schullehrerseminars,  für 
höhere  Bürger-  und  Realschulen  bearbeitet,  gr.  8..  Berlin.  1843. 

1 Thlr.  4 ggr. 

• . i 
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Element!  di  aritmetica,  con  alcune  nozioni  di  geometria  lineare 
ad  uso  delle  scuole  elementar).  Torino.  1841.;  ln  8.  45  sc. 

Chamber's  Educational  Course:  Treatise  on  Practical  Matbe- 
matics. By  A.  Bell.  2 Vols.  12.  1842.  cloth  8 ab. 


Arithmetik. 


Ein  Beitrag  zur  Vereinfachung  des  Recbenunterricbts  und  des 
mathematischen  Unterrichts  überhaupt  von  F.  Heime.  Berlin.  1842. 
gr.  8.  8 ggr. 

• i ' * * * * * 

3000  gelöste  Rechenaufgaben  Fiir  Elementarschulen,  so  einge- 
richtet, dass  sie  in  einigen  Augenblicken  in  gehöriger  Menge  und 
Verschiedenheit  gegeben,  und  ihre  Auflösungen  eben  so  schnell  ge- 
prüft werden  können,  herausgegeben  von  Schmidt,  Pfarrer  und 
Schuiinspector.  Trier.  1842.  6 ggr. 

Leitfaden  für  den  Unterricht  in  der  Arithmetik  in 
den  oberen  Klassen  der  Gymnasien.  Nach  Ohm.  Von 
Dr.  Julius  Hnrtmann,  Lehrer  um  Gymnasium  zu  Marburg. 
Marburg.  1843.  8.  12  ggr. 

Schon  der  Titel  sugt,  dass  dieser  Leitfaden  nach  Ohm  be- 
arbeitet ist.  . Indess  hat  der  Verf.  keiuesweges  Ohm  nur  flüchtig 
excerpirt,  sondern  ist  häufig  seinen  eignen  Weg  gegangen,  und 
das  Buch  ist  allerdings  als  eine  selbstständige  Arbeit  • zu  be- 
trachten. 

Murckmano,  N.  W.,  Regncbog.  8.  Kjoebenbavn.  1841.  64sk. 

Raingo,  G.  B,  J.,  Elements  d’algebre,  contenant  les  principes 
du  calcul  algebrique  et  du  culcul  analytique  jusqu'aux  equations  du 
second  degre  inciusivement,  de  nombreuses  applications  a l’arithine* 
tique  universelle,  et  un  rccueil  d’exercices  et  de  problemes  varies; 
3.  edition,  revue  et  corrigee,  gr.  in.  8.  Mons.  1842.  1 Thir.  12  ggr. 

Lefdhure  de  Fourcy,  Legons  d’algebre.  lu  8.  Paris.  1842. 
7 Fr.  50  c. 

« 

The  Principles  of  Arithmctic  and  Algebra,  containing  the  most 
.important  parts  ot  those  subjects,  with  a variety  of  examples.  By 
W.  B.  Hotson,  M.  A.  Pembroke  College,  Cambridge.  2.  Edition.  8. 
London  and  Cambridge.  1842.  9 sh. 

The  general  theory  and  solution  of  equations  of  the  higher 
Orders:  wherein  it  is  uttempted  to  briug  the  metbods  of  Horner, 
Budan,  Sturm  and  Fourier,  * especially  the  latter,  neurcr  to  per- 
fection,  as  respects  tbeir  practical  applicntion  to  advanced  equations 
etc.  By  J.  R.  Young.  2d  ed.  greatly  cnlarged.  1842.  15  s»  clotb. 
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Kritische  Betrachtung  einiger  Lehren  der  reinen  Analysis, 
welchen  der  Vorwurf  der  Ungereimtheit  gemacht  worden  ist,  vot 
Professor  Dr.  F.  Schmeisser.  Frankfurt  a.  d.  0.  1842.  gr.  4 

8 gsr-  . ' • 

Differential  and  Integral  Calculus,  by  A.  de  Morgan.  Londoe. 
1842.  14  sb. 

/ 

Nuovo  cnlcolo  delle  funzioni  ascendenti  e discendenti,  ossia 
calcolo  divisionale,  die  G.  Ceroni,  dottore  in  matein.  Kstratto  dai 
bimestri  IV.  e V.  del  1841.  degli  Annali  delle  scienze  del  Regno 
Lombardo  - Veneto.  Vicenza.  1841.  ln  4.  L.  1.  74. 

Logarithmische  und  logarithmisch  - trigonometrische  Tafeln. 
Zum  öffentlichen  Gebrauche  in  hohem  Schulen  überhaupt  und  für 
jeden  Mathematikbeflissenen  insbesondere  von  Professor  G.  von 
Winkler  (von  Brückenbrand).  2.  fehlerfreie  Ausgabe.  Wien.  1839. 
gr.  8.  21  ggr. 


Geometrie. 


Lehrbuch  der  geometrischen  Formenlehre  1.  Theil.  Planimetri- 
' sehe  Formenlehre.  Eine  Vorbereitung  auf  das  wissenschaftliche 
Studium  der  Mathematik  für  Schüler  der  Gymnasien  und  höheren 
Bürgerschulen  und  ein  Handhuch  für  Lehrer,  von  Dr.  Jul.  Himke, 
Gymnasial- Lehrer.  Nordhausen.  1841.  gr.  8.  18  ggr. 

Leitfaden  der  geometrischen  Formenlehre  1.  Theil:  Planimetri- 
sehe  Formenlehre.  Für  Schüler  der  Gymnasien  und  höheren  Bür- 
gerschulen von  Dr.  J.  Himke,  Gymnasial- Lehrer.  Nordhausen. 
1841.  gr.  8.  6 ggr. 

Lei; faden  für  den  ersten  Unterricht  in  der  Elementar-Geometrie, 
besonders  zum  Gebrauch  in  Schulen  von  J.  F.  H.  Roseuberg. 
3.  verb.  Auflage.  Hamburg.  1842.  gr.  8.  6 ggr. 

Fundamente  der  Geometrie.  Vom  Professor  Dr.  M-  G. 
Paucker.  Erster  bis  vierter  Cursus.  Congruenz.  Paral- 
lel li  nie  n und  Aehnlichkeit.  Flächeninhalt  geradliniger 
Figuren,  einfache  Eigenschaften  des  Kreises.  Kle* 
me ute  der  Geometrie  des  Raums.  .Mit  285  io  den  Text 
eingedruckten  Holzschnitten.  Mitau.  1842.  8.  18  ggr. 

Diese  empfelilenswerthe  Schrift  scheint  uns  die  Beachtung  der 
Lehrer  recht  sehr  zu  verdienen,  und  wir  sehen  namentlich  auch 
mit  Verlangen  den  beiden  folgenden  Tlieilen  entgegen,  welche  fol* 
gemlen  Inhalt  haben  werden:  Metrische  Relationen,  regelmässige 

Vielecke,  Kreisberecbnung.  Geradlinige  und  sphärische  Trigono- 
metrie. Inhalt  der  Körper.  Analysiometrie  erster  Theil:  Lösung 
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der  Aufgaben  durch  geometrische  und  trigonometrische  Analysis; 
Sectio  rationis,  spath,  determinata.  Coordinatenlelire , Gleichung 
der  geraden  Linie  und  des  Kreises,  ebene  Oerter.  Parametrie,  Be- 
rührungen, harmonischer  Schnitt,  Collineation.  Analysiometrie 
zweiter  Tbeil:  luclinationes,  kubische  und  biquadratiBclie  Glei- 

chungen. Krystaliometrie.  — Man  wird  hieraus  zugleich  den  reich- 
haltigen Inhalt  dieser  Schrift  erkennen. 

Beiläufig  bemerken  wir  hiebei,  dass  der  Verf.  früher  (1841. 
Mitau)  auch  ein  empfehlenswerthes  Rechenbuch  herausgegeben  hat, 
welches  vorzüglich  die  eigene  Geistestbätigkeit  der  Schüler  bei’m 
Rechenuuterriehte  zu  wecken  und  in  Anspruch  zu  nehmen  bezweckt. 

«p 

Paucker,  Prof.  Dr.  M.  G.,  geometrisches  ABCbuch  oder  hun- 
dert Hauptsätze  aus  den  Fundamenten  der  Geometrie,  Trigonometrie, 
Metrik  und  Stereometrie  in  ihrer  Anwendung.  Eine  Zugabe  für 
Examinanden,  gr.  8.  Mitau.  1842.  12  ggr. 

A.  Sautel,  cours  de  g£omdtrie  et.de  trigonomdtrie.  6.  Edition. 
8.  Paris.  1842.  5 Fr. 

Element!  di  geometria  piano  di  Zoechi.  Con  note  di  A.  M. 
Legendre.  In  8.  Napoli.  1841. 

Berg,  P.  C..  Ledetraad  ved  den  foerste  geometriske  Under- 
viisning,  med  Figurer.  8.  Kjoebenhavn.  1842.  32  sk. 

-Kauffmann,  Präceptor  E.  F.,  und  Ober  * Reallehrer  Ch. 
Schwenk,  Aufgaben  aus  der  darstellenden  Geometrie.  1.  Abth. 
gr.  8.  Stuttgart.  1842.  broch.  18  ggr. 

I 

A Treatise  in  which  the  Elemeotary  Properties  of  the  Ellipse 
are  deduced  frora  the  Properties  of  the  Circle,  and  Geometricullv 
demonstrated.  By  the  Duke  of  Somerset.  8.  1842.  cloth 

9 sh.  6 d. 

Von  den  sphärischen  Linien,  welche  durch  den  Schnitt  einer 
Kugel  und  der  Umdrehungsoberflächen  des  zweiten  Grades  ent- 
stehen, von  Dr.  N.  Ginsberg.  gr.  8.  Breslau.  1842.  6 ggr. 

Die  Uebertragungsprincipien  der  analytischen  Geo- 
metrie. Von  Dr.  N.  Druckenmüller,  Lehrer  der  Math,  am 
Gymnasium  zu  Düsseldorf.  Erster  Band.  Trier.  1842. 
8.  2 Tblr. 

üeber  dieses  den  Liebhabern  der  analytischen  Geometrie  sehr 
zu  empfehlende  Werk  erklärt  sich  der  Herr  Verf.  zu  Anfänge  der 
Vorrede  auf  folgende  Art:  „Wie  nach  dem  Princip  der  Heciproci- 
tät  von  Gergonne  und  Poncelet  sich  ein  Punkt  und  eine  ge- 
rade Linie  entsprechen,  so  stellt  die  Collineation  von  Möbius 
zwei  gerade  Linien  oder  auch  zwei  Punkte  in  abhängiger  Lage 
einander  gegenüber  und  die  von  Magnus  und  Steiner  einge- 
fiihrte  neue  Art  der  Verwandschaft,  welche  als  Collineation  der 
zweiten  Ordnung  angesehen  werden  könnte,  setzt  an  die  Stelle 
einer  geraden  Linie  einen  Kegelschnitt,  der  durch  drei  feste  Punkte 
geht,  darum  aber  auch  au  die  Stelle  eines  Punktes  eiuen  Kegel- 
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schnitt,  welcher  drei  feste  gerade  Linien  berührt.  Neben  einander 
hergehend  war  jedes  dieser  drei  Principieu  eine  Quelle  der  schön- 
sten Entdeckungen  in  der  neuern  Geometrie.  Da  alle  Eigenschaf- 
ten der  Linien  einer  beliebigen  Ordnung  niemals  ohne  Analogie  . 
hei  den  Linien  anderer  Ordnungen  stehen,  so  habe  ich  es  versucht, 
an  die  Stelle  der  konischen  Directrix  in  der  bisherigen  Polaren- 
construction  eine  beliebige  Linie  hohem  Grades  zu  setzen.  - Der 
Erfolg  übertraf  meine  Erwartungen.  Dadurch,  dass  ich  für  die 
Polaren  der  verschiedenen  Ordnungen  nicht  eine  geometrische  An- 
schauung, sondern  einen  analytischen  Ausdruck,  der  sich  durch  ein 
einfaches  Symbol  allgemein  darstellen  Hess,  als  Definition  zu  Grunde 
legte,  war  die  Verbindung  solcher  Ausdrücke  und  die  Entwickelung 
der  Eigenschaften  dieser  Polaren  auf  dem  einfachsten  und  elegan- 
testen Wege  möglich.  Keine  einzige  der  merkwürdigen  Beziehun- 
gen, in  welchen  die  gewöhnlichen  Polaren  unter  einander  und  zu 
der  Directrix  stehen,  nicht  einmal  eine  der  metrischen  Relationen 
geht  dabei  verloren;  sie  verallgemeinern  sich  nur  und  alle  bishe- 
rige Uebertragungsprincipien  ordnen  sich  als  besondere  Fälle  unter 
das  hiermit  festgestellte  allgemeine  Princip  der  Reciprocität,  wie 
es  in  der  zweiten  Abtheilung  entwickelt  ist.  Es  tritt  bei  ebenen 
Figuren,  auf  welche  ich  mich  beschränkt  hohe,  nicht  bloss,  wie 
bisher,  eiu  Punkt  mit  einer  geraden  Linie,  sondern  auch  sowohl 
der  Punkt  als  die  gerade  Linie  mit  Curven  der  verschiedensten 
Ordnung,  so  wie  die  letztem  unter  sich,  in  unmittelbare  Gegensei- 
tigkeit. Der  Keim  zu  allen  diesen  Untersuchungen  lag  für  mich 
in  den  Transformationsschemen,  welche  in  der  ersten  Abtli.  Kap.  1. 

§.  6.  niedergelegt  sind  und  später  zu  der  geometrischen  Interpre-  , 
tation  der  Gonstanten  eiper  beliebigen  Gleichung  zwischen  zwei 
Veränderlichen  geführt  haben.  Die  Folgerungen  lagen  nahe;  ich 
habe  mich  begnügt,  darauf  hinzuweisen  und  einige  beispielsweise 
anzuführen.“  So  viel  hier  nur  ganz  im  Allgemeinen  über  den 
Standpunkt,  welchen  dieses  einen  der  schönsten  Theile  der  neuern 
Geometrie  aus  einem  sehr  allgemeinen  Gesichtspunkte  auffassende 
Werk  einnimmt. 

In  Nr.  463.  der  astronomischen  Nachrichten  befindet 
sich  ein  sehr  schöner  Aufsatz  des  Herrn  Prof.  Jacobi  zu  Königs- 
berg: lieber  ein  ige  merkwürdige  Curven  theorcinc,  aut 

den  wir  später  im  Archive  zurückzukommen  hoffen. 


• , , * 

Praktische  Geometrie. 

• : • ‘ . \ < f 

• ' • i • * . • - ' . • J..t 

* Winter,  G.  A.,  leichtfassliche  Anweisung  zur  Feldmesskunst, 
so  weit  diese  für  das  gewöhnliche  Leben  nozuwenden  ist.  Für 
Stadt-  und  Dorfscbuleu,  so  wie  zum  Selbstunterricht.  Leipzig. 
1843.  8.  2 ggr. 

t,  ♦ . t 

Instruction  für  die  practische  Aufnahme  mit  Messtich  und  Kipp- 
regel.  Cassel.  1840.-  16.-  8 ggr. 
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klemm,  Assessor,  Mitglied  des  statistisch • topogr.  Btireau,» 
L.  W.,  die  Landes -Vermessung  und  die  in  ihrem  Gefolge  befind- 
lichen Arbeiten,  erläutert  durch  die  iui  Königreich  Würteinherg  zur 
Ausführung  gekommene.  Vermessung.  I.  Heft  1.  Abth.  Auch  u. 
d.  T.  Die  trigonometrische  Aufnahme  eines  Landes  1.  Abth.  gr.  8. 
Stuttgart.  184‘i.  14  ggr.  ; 

(S.  Literarischer  Bericht  Nr.  IV.  S.  C8). 

' ( 

Leitfaden  für  deu  Unterricht  im  militärischen  Aufnehmen  von 
Herrn,  von  Pleliwe,  Premier- Lieutenant.  Berlin.  1841.  gr.  8. 

1 Th  Ir.  ... 

* 1 » * # 

Schreiber,  G.,  Vorlesungen  über  praktische  Geometrie,  ge- 
halten an  der  Grossherzogi.  polytechnischen  Schule  zu  Karlsruhe.. 

1.  Theil.  gr.  4.  Karlsruhe.  1842.  2 Thlr.  18  ggr. 

Hierl,  Prof.  J.  JE. , Lehrbuch  der  böheru  Vermessungskunde, 
oder:  Anleitung  zur  trigonometrischen  Bestimmung  der  Punkte  auf 
der  Erdoberfläche  und  der  Höhen  der  Berge.  Mit  3 lithogr.  Figu- 
ren-Tafeln.  gr.  8.  Augsburg.  1842.  1 Thlr. 

Cousiddration  sur  Ies  levers  tnpngraphiques  et  emploi  d’un  nou- 
vel  instrument,  le  mdtrographe-fonogrophique,  dans  ces  sortes  d’op£- 
rutions,  pur  J.  M.  Auielin.  1842.  3 Fr.  * 

Application  de  la  geometrie  ä la  topographie,  contenant  le 
cours  de  topographie  fait  ä l’lcole  inilitaire  de  Saint- Cyr;  par  F. 

C.  Duhousset.  2 edit.  . ln  8.  Paris.  1842.  10  Fr. 

,w  ' * t i * 

Regnault,  Tratte  de  geometrie  pratique.  • ln  ,8.  Avec  11  plau- 
ches.  Paris.  1842.  5 Fr. 

A Treatise  on  Engineering  Field  Work:  comprising  the  Prac- 
tice  of  Surveying,  Levelling,  and  Laying-out  Works:  w'ith  Diagroms 
and  Plates.  By  P.  Bruflf,  C.  E.  Part  2.  Levelliug  8.  1842. 

cloth  6 sh.  6 d. 

i 

Spiegel  - Niveau,  ein  neues  und  vollkommen  sicheres  Instrument 
zum  Wasserwägen.  Eine  technische  Mittheilung  für  den  Land-, 
Wasser-  uud  Strassenbau,  wie  auch  für  landwirthschaftlicbe  Ent- 
wässerung von  Romershausen.  Leipzig.  1842.  8.  6 ggr.* 

• 

Rösling,  Prof.  .Dr.  C.  L.,  Angabe  einer  ganz  neucu  höchst 
einfachen  und  wohlfeileu  Scbrotwrage,  mit  alleu  nüthigen  Vorleh- 
ren zum  Nivelliren.  2.  Ausg.  8.  Augsburg.  1842..  9 ggr. 

« * • fi 

Tafeln  zur  Ausrechnung  der  Seigerteufen  und  Sohlen  der 
Flacbenschnüre  bei  dem  Markscheiden;  zum  Gebrauch  für  Bergleute, 
Wasserbau  - Ingenieurs , u.  s.  w.  Für  zehntheilige  Eintheilung  des 
Längemnaasses  zusammengestellt  vom  Markscheider  C.  F.  Lesch- 
ner.  Herausgegeben  vom  Risszeichner  C.  W.  Weinhold.  gr.  4. 
Freiberg.  1842.  1 Thlr.  16  ggr. 
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Weisbach,  Prof.  Jul.,  Tafel  der  vielfachen  Sinus  und  Cosi- 
nus, zum  Gebrauche  für  practische  Geometer  und  Mechaniker  über- 
haupt und  für  Markscheider  besonders.  Lex.  8.  Leipzig.  1842. 

8 ggr- 

Adh£mar,  Prof.  d.  Mathematik  J.,  die  Lehre  vom  Steinschnitte, 
zum  Gebrauche  für  Civilingenieure  und  die  Studirenden  an  Bau- 
schulen, höheren  Gewerbsschulen  und  polytechn.  Lehranstalten. 
Aus  dem  Franzos,  frei  bearbeitet  und  durch  Zusätze  bereichert  von 
0.  Möllinger,  Prof,  der  Mathematik.  Auch  unter  d.  Tit.:  Isome- 
trische Projectionslehre  (Perspective).  Wissenschaftlich  begründet 
und  in  ihrer  Anwendung  auf  dos  technische  Zeichnen  bearbeitet 
von  Möllinger.  Angewandter  Theil.  15.  u.  8.  Lieferung,  Schluss. 
Lex.  8.  Solothurn.  1842.  broch.  4 Thlr.  Complett  Text  geheft. 
u.  Atlas  cart.  8 Thlr. 

Lacroix,  Legions  de  gdom£trie  appliquce  aux  arts.  In  4. 
Versailles.  1842.  5 Fr. 


Trigonometrie. 

i / 


Elemente  der  ebenen  Trigonometrie  und  Stereometrie.  Lehr- 
buch für  die  oberen  Klassen  der  Gymnasien  und  Realschulen.  Von 
F.  L.  Stegmann,  Dr.  und  Lehrer  der  Math,  und  Physik  an  der- 
Realschule  und  Privatdoceut  an  der  Gniv.  zu  Marburg.  Marburg. 
1843.  8.  16  ggr. 

* 

Lefebure  de  Fourcy,  £löments  de  trigonometrie.  In  8.  Pari«. 
1842.  2 Fr. 


Mechanik. 


I^llments  de  möcanique  par  Kater  et  Lardner.  Traduit  de 
l’anglais  par  Cournot.  Paris.  1842.  12.  5 Fr. 

Ewbank’s  Treatise  on  Hydraulics.  Royal  8.  1842.  L.  t. 

1 s.  (ln  Amerika  erschienen). 

W.  Wal  ton,  a collection  of  problems  in  illustration  of  the 
principles  of  theoretical  mecbanics.  8.  Cambridge.  1842.  16  sh. 
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Praktische  Mechanik. 


Otto,  J.  K.  F.,  Tafeln  für  den  Bombenwurf.  Berlin.  1842. 
8.  1 Tblr.  8 ggr. 

Nöthigste  Vorlebren  aus  der  Mechanik  und  Hydraulik,  mit 
neuen  hydraulischen  Lehren  für  die  zu  den  Berechnungen  der 
Wasserräder  u.  s.  w.  besten  Ausmittelungen  aller  Geschwindigkeit 
teu  und  Gefälle  des  Triebwassers,  und  mit  einer  Beschreibung  eines 
einfachen,  wohlfeilen  und  zum  Messen  in  verschiedenen  Mieten 
brauchbaren  Wassergeschwindigkeitsmessers,  vom  Prof.  Dr.  Cb.  L. 
Rösling.  Augsburg.  1842.  gr.  8.  15  ggr.  * 

Der  Maschinenarbeiter.  Lehrbuch  der  praktischen  Mechanik» 
in  welchem  eine  Auflösung  der  verschiedenen  wichtigen  Sätze  der 
prakt.  Mechanik  mit  Hülfe  der  Arithmetik  und  Klementar-Geometrie 
gegeben  worden  ist.  Bin  unentbehrlicher  Führer  für  künftige  Me- 
chaniker, und  den  Gewerbschulen  gewidmet,  vom  Civil  - Ingenieur» 
Professor  C.  Armengaud.  Aus  dem  Franzos,  von  Ür.  C.  Hart- 
mann. Augsburg.  1841.  gr.  8.  18  ggr. 

Bresson,  Traite  Flomen taire  de  rodeanique  appliquee  aux 
Sciences  physiques  et  aux  autres.  Mecanique  des  corps  solides. 
In  4.  Avec  atlas.  Paris.  1842.  25  Fr. 

Lehrbuch  der  Mechanik  in  ihrer  Anwendung  auf  die 
physischen  Wissenschaften,  die  Künste  und  Gewerbe 
von  Carl  Bresson.  Aus  dem  Französischen.  Leipzig. 
1842.  4.  Preis  jeder  Lieferung  12  ggr. 

Von  diesem  Werke,  welches  in  sechs  Lieferungen  erscheinen 
soll,  sind  bis  jetzt  zwei,  die  Grundlehren  der  Statik,  die  Seilmaschine 
und  die  Kettenlinie  enthaltende  Lieferungen  in  .unsere  Hände  ge- 
langt. < 

■ Jariez.  Cours  dldm.  de  mdcanique  industrielle.  2 vols.  An- 
gers. 1842.  8.  4 Fr. 

Weisbach,  Prof.  Jul.,  Untersuchungen  in  dem  Gebiete  der 
Mecbonik  und  Hydraulik  auf  eigene  Beobachtungen  und  Versuche 
gegründet.  1.  Abtb.  — Auch  u.  d.  T.:  Versuche  über  den  Ausfluss 
des  Wassers  durch  Schieber,  Hähne,  Klappen  und  Ventile,  unge- 
stellt und  berechnet,  gr.  4.  Leipzig.  1842.  2 Tblr.  16  ggr. 

Theorie  der  Kraft  sich  bewegender  expansibler  flüssiger  Mas- 
sen, oder  des  pneumatischen  Drucks,  vorzüglich  der  Luft,  mit  An- 
wendung der  Kraft,  welche  die  Luft  auf  Windmühlenflüge!  ausübt, 
von  W.  Fick ler,  Ingenieur  Prem.  Lieuten.  a.  D.  und  Wegebau- 
meister. Crefeld.  1841.  gr.  8.  12  ggr. 

Knochenhauer,  Director  der  Realschule  in  Meiningeo,  K. 

I« 
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W.,  die  Statik  der  Gewölbe,  mit  Rücksicht  auf  ihre  Anwendung  - 
eutw'orfen.  gr.  8.  Berlin.  1842.  18  ggr. 

Olivier:  Thdorie  geomötrique  des  engrenages  destines  a trans- 
mettre  le  mouvement  de  rotation  entre  deux  axes  situds  ou  non 
situes  daus  un  meme  plan.  4.  Paris.  1842.  10  Fr. 


> ’ * • ♦ 

. . Optik. 


Analytische  Optik  von  I)r.  L.  J.  Schleiermacher, 
'Grossherzoglich  Hessischem  Oberbaudircctor  und  Di* 
rector  des  Grosslierzoglichen.  Museums  u.  s.  w.  Erster 
Theil.  Darmstadt.  1842.'  8.  5 Thlr. 

? Der  Herr  Verf.  hat.  sich  in  diesem  Werke  bemüht,  die  zur 
- Construction  der  optischen  Instrumente  erforderlichen  Formeln  mit 
Berücksichtigung  aller  merklichen,  in  und  ausser  der  Axe  stattfin- 
denden Abweichungen  und  der  dabei  in  Betracht  kommenden  Ne- 
benumstände, für  ein  beliebiges  System  von  sphärischen  brechenden 
Flächen  zu  entwickeln  und  dieselben  nicht  nur  auf  diejenigen 
Probleme  anzuwenden,  bei  denen  eine  approximative  Auflösung 
binreioht,  sondern  vermittelst  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate 
auch  auf  diejenigen  Probleme,  welche  eine  genaue  Kenntniss 
der  Abweichungen  erfordern,  indem  er  die  letzteren  als  die  Fehler 
betrachtet,  welche  durch  jene  Methode  so  klein  als  möglich  ge- 
macht werden  sollen.  Hierdurch  gelangt  er  zu  Formeln,  welche 
die  Grundlage  bei  allen  seinen  Untersuchungen  über  die  Deutlich- 
keit, Gestalt  und  Lage  der  Bilder  ausmachen  und  dazu  dienen,  die 
bei  der  Construction  der  Instrumente  willkührlich  gebliebenen 
Grössen  so  zu  bestimmen,  dass  dadurch  die  grösste  Deutlichkeit 
und  die  grösste  Aehnlickkeit  mit  dem  Gegenstände  erhalten  wer- 
den kann.  Der  zweite  Theil  wird  insbesondere  den  allgemeinen 
Anwendungen  der  im  ersten  Theil^  entwickelten  Theorie  auf  Glä- 
ser und  Spiegel  gewidmet  sein,  sodanu  die  durch  die  Erfahrung 

f;eleiteten  specieilcn  Anwendungen  derselben  auf  die  gebräuchlichen 
nstrumeute,  und  Tafeln,  um  die  Dimensionen  der  Instrumente  mit 
Leichtigkeit  berechnen  zu  können.  Eine  Anzeige  dieses  Werks 
und  eine  ausführliche  Angabe  des  dabei  zum  Grunde  gelegteu  Pla- 
nes befindet  sich  schon  in  Poggendorfs  Annalen  der  Physik  und 
Chemie.  Bd.  XIV.  S.  1.  und  die  drei  ersten  Kanitel  sind  schon  in 
dem  9ten  und  lOtcn  Baude  der  Zeitschrift  für  Physik  und  Mathe- 
matik von  Baumgartner  und  v.  Ettingshausen  abgedruckt  worden. 
Ueber  ein  mit  so  grossem  Fleisse  und  Zeitaufwande  abgefasstes, 
eine  uiclit  geringe  Anzahl  neuer  Untersuchungen  enthaltendes 
Werk  hier  in  einer  so  kurzen  Anzeige  ein  Urtheil  fällen  zu  wol- 
len, möchte  sehr  voreilig  erscheinen,  da  insbesondere  eine  Prüfung 
der  vielen  und  zum  Theil  sehr  weitläufigen  allgemeinen  analyti- 
schen Rechnungen  nur  durch  ein  sehr  sorgfältiges  Studium  des 
ganzen  Werkes  gewonnen  werden  kann.  So  viel  aber  lässt  sich- 


Digitized  by  Google 


1 


kommnung  interossirt,  unberücksichtigt  gelassen  werden  darf.  Dass 
die  Künstler,  welche  sich  mit  der  Verfertigung  optischer  Instru- 
mente beschäftigen,  nicht  iin  Besitz  der  analytischen  Kenntnisse 
sind,  welche  dieses  Werk,  insbesondere  auch  uus  der  neuern  ana- 

| u * I />  « • • t | • 1 • i I I J 4.«  i ^ 


in  tiiiguiiieiu  versiAuuiiciicii  njirucne  zusnmuiciiBiciii,  uuu  uic  >uu 

ihm  für  den  zweiten  Tlieil  versprochenen  Tafeln  in  einer  möglichst 
grossen  Ausdehnung  liefert,  wodurch  er  sich  gewiss  ein  wesent- 
liches Verdienst  um  die  praktische  Optik  erwerben  wird. 

Göthe’s  Farbenlehre,  16  Tafeln,  und  27  Tafeln  zu  dessen 
Beiträgen  zur  Optik,  nehst  Erklärung.  Als  Nachtrag  für  die  Besit- 
zer von  Göthe’s  sämmtlichen  Werken  zu  allen  erschienenen  Ausga- 
ben. irr.  4.-*  Stuttgart.  18-42.  broch.  2 Tblr; 

•t  • • | » « • 

Chevalier,  E.,  die  Mikroskope  und  ihr  Gebrauch.  Oder  voll- 
ständiges Handbuch  der  Mikrographie.  Bearbeitet  und  mit  Anmer- 
kungen, so  wie  mit  einer  Abhandlung  über  die  katadioptrischeu 
Linsen  Versehen  von  Dr.  F.  8.  Kirstein.  Quedlinburg.  1843.  8. 

I TW  12  ggr. 

* • • • * * ^ 

Lettres  au  professeur  41.  Scrre  de  Montpellier,  sur  Pemploi  des 
vcrres  de  lunettes  dans  le  traitement  de  quelques  allcctions  oculai- 
res,  par  Fl.  Cunicr.  Bruxelles.  1842.  6 ggr. 

Die  Anwendung  dei  isometrischen  Perspective  von  Jos.  Jop- 
ling,  Architect.  Aus  dem  Engl,  von  Carl  von  König.  Wien.  1840. 
gr.  8.  21  ggr.  . 

The  Elements  of  Linear  Perspective,  and  the  Projection  of 
Shadows:  adapted  to  the  use  of  Mathcmalical  and  Drawing  Classes 
and  Private  Students.  Witli  61  Diagrams  ou  Wood.  By  W.  Bar- 


C.  F.  Blunt,  the  beauty  of  tbe  heavens;  n pictorial  display 
of  the  astroBomical  phenomena  of  tbe  universe;  with  a lecture  on 

astronomv.  4,  London.  1842.  28  sh.  > 

« * 

r*\  • . 

i *i  Die  Erd  - und  Mondbahn.  Zur  Erläuterung  einer  neuen  Ver- 
anschaulichuugsmaschiue  des  Erd-  und  Mondlaufes,  ein  Vortrag  in 
der  Lebrerconferenz  zu  Langensalza  den  7.  October  und  2.  Decem- 
ber  1840  gehalten  von  Dr.  F.  A.  Günther,  gr.  8.  Sondersbausen. 
•1842.  ’ 12  ggr.  ••  , - 


i: 
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L’anti  - Copernic,  astronomie  nouvclle,  suivie  de  plusieurs  pro- 
blemes,  par  P.  Matalene.  1842.  4£  Fr. 

» ( 

Die  Sonnenfmsterniss  vom  8.  Juli  1842.,  beschrieben  von 
Stampfer.  Wied.  1842.  6 ggr. 

De  annulo  Saturni  commentatus  est  Elto  Martini 
Beima,  Mus.  hist.  nat.  pubi.  conservator.  Lugduni  Bata- 
vorum.  1842.  4.  3 Thlr. 

Dieses  Werk  enthält  eine  fleissige  Zusammenstellung  der  bis* 
herigen  Untersuchungen  über  den  Ring  des  Saturn.  Was  dem  Vf. 
besonders  eigentümlich  ist,  giebt  er  selbst  in  der  Vorrede  mit 
folgenden  Worten  an:  „Postquam  consilium  cepi,  hanc  materiam 

tractandi,  hoc  inprimis  statuebam,  ut  nodorum  annuli  Saturni  incli* 
nationem  locumque  quoad  eclipticam  accuratius  determinarem,  quam 
adhuc  factum  fuerat.  Quum  vero  hac  in  re  occupatus  essem,  pluri- 
mam  eidem  operam  tribuebant  clarissiinorum  Astronomorum  non-  * 
nulli,  praesertim  Kessel  ac  Struve,  quorum  studio  et  doctrina 
multum  me  profecisse  gratus  agnosco.  Hanc  scilicet  partem , quam 
praecipue  tractandam  mihi  proposueram,  diligentius  et  copiosius  ela* 
borare  conatus  sum.“ 

Struve,  F.  G.  W.,  Additamentum  in  mensuras  micrometricas 
stellarum  duplicium  editas  anno  1837,  exhibens  mensuras  Dorpati 
annis  1837  et  1838  iustitutas.  Adjecta  est  disquisitio  de  parullaxi 
annua  stellae  a Lyrae.  4 maj.  Petropoli.  1840.  13  ggr. 

R.  F.  V.  Hoffinann:  Vollständiger  Himmelsatlas  für  Freunde 

und  Liebhaber  der  Sternkunde,  nach  den  vorzüglichsten  Hülfsquel- 
len  und  eigenen  Beobachtungen  gezeichnet.  2te  durchgesehene 
Auflage,  qu.  ‘ Roy.  Fol.  Stuttgart.  1842.  3 Thlr.  20  ggr. 

Kleiner  astronomischer  Almanach  auf  dns  Jahr  1843.  Vorzüg- 
lich zum  Gebrauch  der  Seeleute  herausgegeben  vom  Professor  Dr. 
H.  Karsten.  4.  Jahrg.  Lex.  8.  Rostock  und  Leipzig.  12  ggr. 

Kalender  für  alle  Stände  1843.  Herausgegeben  von 
C.  L.  von  Littrow,  Adjunkten  der  k.  k.  Sternwurte  zu 
Wien.  Wien.  8.  12  ggr. 

In  diesem  Jahrgange' findet  sich  ausser  der  gewöhnlichen  bis 
auf  Minuten  berechneten  kleinen  astronomischen  Ephemeride,  der 
geographischen  Lage  der  vorzüglichsten  Städte  nebst  ihrer  Entfer- 
nung von  Paris  und  vielen  andern  insbesondere  für  den  österreichi- 
schen Kaiserstaat  nützlichen  Notizen  auch  ein  aus  dem  Englischen 
übersetzter  Aufsatz:  Ueber  die  Einrichtung  und  Behandlung  von 

Chronometern,  .Pendel-  und  Feder- Uhren.  Von  Edward  J.  Dent, 
Uhrmacher  Ihrer  Majestät  der  Königin  Victoria  und  Sr.  Königl. 
Hoheit  des  Prinzen  Albert  von  Sachsen-Coburg,  Mitglied  der  Royal 
Astronomical  Society,  u.  s.  w..  welcher  für  Liebhaber  und  Besitzer 
genauer  Uhren  manche  nützliche  Bemerkungen  enthält,  und  durch 
vierzehn  recht  gut  ausgeführte  Holzschnitte  erläutert  ist. 

Naturwissenschaftlich-astronomisches  Jahrbuch  für 
physische  und  naturbistorische  Himmelsforscher  und 
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Geologen  mit  den  für  die  Jahre  1843  und  1844  vorauabe- 
stimmten  Erscheinungen  • am  Himmel.  Herausgegeben 
von  Fr.  v. • P.  Gruithuisen.  Fünftes  Jahr.  Stuttgart. 
1842.  8.  2 Tblr.  16  ggr.  m 

Der  Herr  Herausgeber  bezweckt  bekanntlich  durch  dieses  Jahr- 
buch  vorzüglich,  der  beschauenden  Himmelskunde  immer  mehr 
Eingang  zu  verschaffen,  derselben  Freunde  zu  gewinnen,  und  die 
sowohl  durch  ihn,  als  auch  durch  Andere  gewonnenen  Resultate  zu 
sammeln  und  bekannt  zu  machen.  Auch  dieser  Jahrgang  enthält 
neben  der  gewöhnlichen  Epbemeride  wieder  eine  grosse  Menge  von 
Notizen,  theils  astronomischen,  theils  geologischen  Inhalts,  und 
die  folgenden  grossem  Aufsätze:  I.  Die  nicht  leuchtenden  Welt- 

wolken.  II.  Allgemeine  Methode,  die  Höheo  der  Gebirge  und  die 
Tiefen  'der  RingOächen  auf  dem  Monde  zu  messen  und  zu  berech- 
nen. III.  Von  der  Natur  der  Lichtnebel  am  Fizsternhimmel. 
IV.  Fragmente  zur  Physik  des  Mondes  (in  alphabetischer  Ordnung; 
vierte  Fortsetzung).  Ausserdem  wird  Nachricht  von  den  neuern 
astronomischen  Entdeckungen  und  den  wichtigem  theoretischen 
Arbeiten  gegeben.  Vieles  kommt  natürlich  über  die  grosse  Son- 
nenfinsternis* vor,  und  manche  allgemein  interessante  Notizen,  wie 
z.  B.  folgende  (S.  119):  .,!n  dem  Berichte  Arago’s  über  eine  wis- 
senschaftlicher Zwecke  halber  unternommene  Erdumseglung  kommt 
die  höchst  merkwürdige  Aogabe  vor:  dass  auf  dieser  Reise  der 
Austral- Ocean  an  zwei  weit  von  einander  gelegenen  Stellen  mit 
einem  Senkblei  sondirt  wurde,  welches  eine  Länge  von  24000  Fuss, 
also  ungefähr  einer  deutschen  Meile,  oder  gleich  der  Höhe  des 
Chimborazo,  und  des  noch  auf  denselben  gethürmten  österreichi- 
schen Schneebergs  hatte,  und  doch  nicht  den  Grund  erreichte!  An  ' 
der  Wiederaufwindung  dieses  Riesensenkbleis,  des  längsten,  wel- 
ches noch  jemals  zur  Ergründung  irgend  einer  Meertiefe  angewen- 
det worden,  mussten  des  Ungeheuern  Gegendruckes  der  Wasser- 
schichten  jener  nie  zuvor  erreichten  Tiefe  halber  60  der  stämmig- 
sten Matrosen  2 Stunden  lang  angestrengt  arbeiten,  und  als  es 
endlich  heraufgezogen  war,  fand  es  sich,  dass  der  massive  metal- 
lene Cyllinder,  worin  ein  Meertiefen -Wärmemesser  von  Bunten  ein- 
geschlossen sich  befand,  durch  den  entsetzlichen  Wasserdruck  gauz 
abgeplattet  worden  war. 


Physik. 


Somerville  on  tbe  counexion  of  lhe  pbyaical  Sciences.  6th 
edition.  1842.  8.  10  s.  6 d. 

Leitfaden  zum  Unterricht  in  der  Physik  für  Gymna- 
sien und  höhere  Bürgerschulen  von  H.  L.  Boltze,  Ductor 
der  Phil,  und  Löh  rer  der  Math,  an  der  Luisenstädtischen 
höheren  Stadtschule  zu  Berlin.  Mit  4 Figurentafelu. 
Brandenburg.  1842.  8 ggr. 
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bin  ganz  kurzer,  nur  dag  für  die  Schule  Nothwendige  ent- 
haltende, bloss  diejenigen  mathematischen  Kenntnisse,  welche  der 
Schüler  aus  Tertia  mitbringt,  voraussetzende  Leitfaden  der  Physik, 
mit  blosser  Andeutung  der  Beweise  in  dem  mathematischen  Tlieile. 

Die  Physik  in  ausführlicher  po pu lärer  Oarstel lung. 
Nach  dem  gegenwärtigen  Zustande  dieser  Wissenschaft, 
u.  s.  w.  von  Dr.  J.  H.  M.  v.  Poppe.  Zweiter  Bund.  Zürich. 
1842.  8.  . 

M.  s.  Literarischer  Bericht.  IX.  S.  148.  Das  Buch  ist  mit  die* 
' sem  zweiten  Baude  beendigt.  Der  Preis  des  Ganzen  ist  3 Th lr. 
12  ggr.  t • ' . 

I • r • £ f • , , 

Descrizione  di  un  apparecchio  locomotore  applicabile  alla  dire* 
zioue  de’  glohi  aerostatici.  Di  R.  Argentali.  ln  8.  Sinigaglia. 
1840.  . 

’ t ‘ •*  f 9 • • 

Theorie  ölemenfaire  de  la  capillarite  suivie  de  ses  principales 
applications  a la  physique,  a la  chimie  et  aux  corps  orgauises  par 

Artur.  In  8.  Paris.  1842.  6 Fr. 

' / ’ * % % 

♦ • ' - . v \ . - 

Versuch  einer  neueu  Erklärungsweise  der  electrischen Er- 
scheinungen von  Dr.  H.  Hein  sch.  Nürnberg.  1841.  8.;  12  ggr. 

...  . \ ;. 

Neue  Erfahrungen  und  Entdeckungen  im  Gebiete  des  Electro- 
mngnetismus.  (Von  Stieglitz.)  Als  Fortsetzung  der  Sebrift:  Die 

Dampfkraft  ersetzt  u.  s.  w.  Lex.  8.  Leipzig.  1842.  8. ggr.  , , 

• , „ , 1 

' . « * « - * • . » 4 % * . ’*  #-.  # ‘ *. 

Luftelectricität,  Erdmagnetismus  und  Krankkeitsconstitutiou 
von  Dr.  L.  Buzorini,  Oberamtsarzt  in  Echingeu.  Belle -Vue  bei 
Constanz.  1841.  Lex.  8.  3 Tblr. 

Sturgeon’s  lectures  on  Electricity.  London.  1842.-.  12,  5 sh. 

Biot,  Memoire  sur  la  vraie  Constitution  de  l’atiuosphere  ter- 
restre.  ln  8.  Paris  1842.  5 Fr. 

♦ 4 , * * ' * . , • 

Meteorologia  universale,  ecc.  Di  De  Luca.  In  8.  Napoli.  1841. 

Magnetische  und  meteorologische  Beobachtungen  zu  Prag,  in 
Verbindung  mit  mehreren  Mitarbeitern  ausgeführt  und  auf  öffent- 
liche Kosten  herausgegeben  von  K.  Kreil,  Adjuncten  an  der  k.  k. 
Sternwarte.  2.  Jahrgang.  Vom  1.  August  1840  bis  31.  Juli  1841. 
Prag.  1842.  3 Tblr.  20  ggr.  ' 

(M.  s.  Literarischer  Bericht.  Nr.  V.  S.  83). 

Graphische  Darstellung  der  Witterung,  beobachtet  und  gezeich- 
net vom  Prof.  Dr.  Maedlcr.  qu.  4 Folio.  Dorpat  und  Moskau. 
1842. 

Meteorologische  Beobachtungen  zu  Bodenbach  bei  Tetscbcn  in 
Böhmen,  31°  52'  4"  östlicher  Länge,  50°  40'  39"  nördlicher  Breite 
und  403,2  pariser  Fuss  über  der  Nordsee  im  Jahre  1841,  von  Seidl, 
-Forstmeister.  Neue  Folge  1.  Jahrgang.^  Prag.  1842.  gr.  8.  12  ggr. 
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>.8.  A.  d’Hojnbres-Firmas,  recueil  de  mömoires  et  d’obser- 
vatioos  de  physique,  de  mötöorologie,  d’agricuiture  et  d’bistoire  na- 
turelle. 2 Vol.  8.  Nimes.  1842.  , . 


Vermischte  Schriften. 
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/ 


» • * 

Aufgaben  aus  der.  Geometrie,  Stereometrie,  Trigonometrie, 
Geodäsie,  Astronomie  und  Physik,  Zu  Hebungen  im  numerischen 
Rechnen,  besonders  mit  Logarithmen. . .Nebst,  einem  Anhänge,  ent% 
haltend  einige  schwerere,  allgemeine  und  besondere  geometrische 
Aufgaben  Von  Dr.  G.  A.  Jahn,  Lehrer  der  Mathematik,  gr.  8. 
Leipzig.  1842.  1 Thlr.  , , 

Angekündigt  sind:  Meteorologische  und  naturhistori- 
sche Annalen.  Herausgegeben  vou  Alexander  Theodor 
Nahl,  welche  zu  Cassel  in  der  J.  Luckhardt’ scheu  Buch- 
handlung erscheinen  und,  wie  es  scheint,  eiue  Art  meteorologi- 
scher und  naturhistorischer  Zeitung  bilden  sollen.  Allerdings  hal- 
ten wir  es  für  zweckmässig,  dass  die  in  den  Zeitungen  so  häufig 
verkommenden  Nachrichten  über  meteorologische  uud  andere  Natur- 
Erscheinungen.  da  dieselben  so  häufig  übersehen  werden,  an  einem 
Orte  gesammelt  werden.  Nur  muss  der  Herausgeber  ausser  den 
deutschen  dann  auch  vorzüglich  alle  ausländischen  Zeitungen  voll- 
ständig ausbeuten,  da  namentlich  letztere  insbesondere  in  kleinern 
Ntäitteu  fast  nie  zu  haben  sind  und  gelesen  werden.  Der  Preis 
für  den  Jahrgang  in  der  Stärke  von  27  bis  30  Bogen  gross  8.  ist 
auf  2*  .Thlr.  festgesetzt. 

/ 

Mathematische  Abhandlungen  der  Königlichen  Aka- 
demie der  Wissenschaften  zu  Berliq.  Aus  dem  Jahre 
1840.  Berlin.  1842.  4.  1|  Thlr. 

Inhalt:  I)  Grelle:  Heber  den  Werth  und  die  Eigenschaften 

der  Brüche,  deren  Zähler  und  Nenner  die  verschiedenen  zusammen- 
gehörigen Wurzeln  einer  Gleichung  vom  ersteu  Grade  zwischen 
zwei  ganzen  Zahlen  sind.  2)  Encke:  Heber  die  Störungen  der 
4 esta  durch  Jupiter,  Saturn  uud  Mars,  berechnet  von  den  Herren 
Dr.  Wo I fers  und  Galle. 

ln  den  gelehrten  Anzeigen  der  Königlich  bayeri- 
schen Akademie  der  Wissenschaften  zu  München.  130. 
s.  in.:  v.  Steinbeil:  Heber  sein  Photometer  zur  Messung  der  Licht- 
menge der  Gestirne.  Heber  die  Anwendung  der  Telescopspiegel 
zu  astronomischen  Messinstrumenten. 

Memorie  della  reale  Accadeinia  dellc  scienze  di  To- 
rino. Serie  seconda.  Tomo  II.  Torino.  1840.  , 4. 
enthält  folgende  mathematisch -physikalische  Abhandlungen: 
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Notice  sur  les  tremblemens  de  terre  que  Pon  a ^prouv£  dans 
a province  de  Maurienne  depuis  le  19.  Deccmbre  1838  jusqu’au 
18.  Mars  1840;  par  Monseigneur  Alexis  Biliiet.  pag.  LV. 

Caicul  de  la  densitd  de  la  terre  par  L.  F.  Menabrea.  pag.  305. 
Mouvemeut  d’un  Pendule  compose  lorsqu’on  tient  compte  du 
rayon  du  cylindre  qui  lui  sert  d’axe,  de  celui  du  coussinet  sur 

• 1^1  _ f /•  < . . •«  I y • 


Mr.  Carlini  cu  septembre  1821.  Note  de  Charles  lgnace 
Giulio.  pag.  379. 

Serie  seconda.  Torao  III.  Torino.  1841  enthält: 

Experiences  sur  la  rdsisteuce  des  fers  forges  dont  on  fait  le 
plus  d’usage  en  Piemont;  par  Charles  lgnace  Giulio.  pag.  175. 

Experiences  sur  la  force  et  sur  Pdlasticit£  des  iils  de  fer;  par 
Charles  lgnace  Giulio.  pag.  275. 

Det  Kongelige  Danske  Videnskabernes  Selskules  nnturvidens- 
kabelige  og  mathematiske  Afltandlinger  8.  Deel.  Med  33  Tavler. 
Kjoebenhavn.  1842.  Imp.  4.  2 Tblr.  13  ggr. 

Verhandlungen  der  schweizerischen  naturforschen- 
den Gesellschaft  bei  ihrer  Versammlung  zu  Zürich  den 
2.,  3.  und  4.  August  1841.  26ste  Versammlung.  Zürich.  8. 

Diese  Verhandlungen  enthalten  ausser  mehreren  kürzeren  Bemer- 
kungen folgende  hierher  gehörende  Aufsätze: 

Anzeige  einer  Specialgeschichte  der  Naturlehre  und  ihrer  Hülfs- 
wissenschafteu  von  Rudolf  Wolf,  Lehrer  der  Mathematik  zu 
Bern.  S.  203. 

Ueber  Spiralfeder- Wagen  von  Herrn  Oeri,  Mechaniker  io 
Zürich.  S.  212. 

Memoire  sur  Pelectricit6  atmosphlrique  par  Monsieur  E.  Plan- 
tamour,  professeur  d’ustronotnie  a Pacaddmie  de  Geneve.  S.  170. 

Annuaire  pour  Pau  1842,  pr&entd  au  Roi  par  le  bureau  des 
longitudes,  uvec  Adoitions  d’Arugo.  Paris.  1842.  18.  f-  Tblr. 

Bulletin  de  la  classe  physico-  matbematique  de  PAcaddmie  Im- 
periale des  Sciences  de  Saint- Petersbourg.  Tome  1.  24  Nombres. 
gr,  4.  St.  Petersbourg  et  Leipzig.  1842.  2 Tblr. 


M.  Pillet,  associd  correspond  nnt  de  IMcademie  des 
Sciences  de  Turin,  a mis  ä la  disposition  de  cette  Acad^mie 
une  somme  de  10000  Fr.  pour  quatre  prix  qui  seront  decernes 
par  eile  a des  ouvruges  scientiliques  propres  ä servir  d’iniroductiou 
a l’etude  de  la  physique,  de  la  chimie,  de  la  mecanique.  et  de 
Pastronomie.  Voici  Pexposd  du  programme  publid  ä ce  sujet  par 
la  classe  des  Sciences  physiques  et  mathdmatiques  de  ce  corps 
■avant: 
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„L’Acadlmie  croit  devoir  indiquer  cn  peu  de  mots  Pesprit  dang 
lequel,  couform^ment  aus  vues  du  fondateur,  devront  etre  con^us 
les  ouvrages  sur  lesquels  eile  aura  a prononeer. 

Faire  connaitre  la  Science  pour  la  faire  airuer;  exposer  soo 
ydritable  objet  et  seg  priucipales  conquetes  pour  rnettre  eo  evideuee 
toute  sa  grandeur;  mootrer  la  route  qu’elle  a su  ge  frayer  pour 
engager  les  lecleurs  ä y eutrcr  et  a la  parcourir  toute  eotiere; 
tracer  Phistoire  de  ses  progres  et  de  »es  dgareinents  pour  eo 
d^voiler  leg  causes  et  les  eousequences;  indiquer  les  obstacles  qui 
arretent  ou  qui  ralentissent  sa  marcbe,  pour  exciter  ä les  franchir; 
n’eu  dissitnuler  ni  les  difiicultls,  ni  les  lacunes;  rendre  sensibles, 

f>ar  des  exemples  convenablement  choisis  et  d^veluppds,  Pesprit  et 
a puissance  de  ses  methodes;  ne  rien  mettre  qui  puisse  interrora- 
pre  la  chaine  de  ses  deductions;  ne  point  attirer  Pattention  sur  des 
objets  secondaires  en  ia  detournant  des  points  l»*s  plus  saillants; 
supprimer  ce  qui  ne  pourrait  Stre  expos^que  d*une  maniere  in- 
exacte  ou  trop  incomplete.  employer  toujours  le  langage  rigoureux 
de  la  scieuce ; 6tre  coocis  saus  obscurite,  noble  sang  enflure,  simple 
sans  vulgarit£;  teile  est  la  täche  aussi  difficile  qu’  honorable  que 
devront  s’iinposer  les  auteurs  qui  aspireront  a obtenir  le  sufirage 
de  PAcad^mie.  Ils  trouveront  dans  les  prlfaces  des  m^moires  et 
des  autres  ouvrages  de  Lagrange  des  modeles  parfaits  d’exposition 
et  de  style. 

Un  prix  de  2500  Fr.  est  promis  au  concours  pour  chacun  des 
ouvrages  guivants,  savoir:  1°.  une  introduction  a Petude  de  la 

physique;  2°.  une  introduction  h Petude  de  la  chimie;  3°.  une  in- 
troduction a Petude  de  Pastronomie  *).  — Chacun  ouvrage  devra 
constituer  une  exposition  rapide  des  principales  applications  de  ia 
Science  qui  en  formera  Pobjet,  mise  autant  que  possible  a la  port^e 
des  lecteurs  qui  ne  poBsedent  que  les  connaissances  dlemcntaires 
que  comprend  ordinairement  Penseigpemcnt  des  Colleges.  Pour  la 
physique,  la  chimie  PAcadlmie  n’exigeta  pas  que  toutes  les  parties 
qui  forment  aujourd’hui  le  domaine  de  ces  deux  Sciences  soient  ‘ 
exposees  avec  la  meine  dtendue.  Les  concurreots  pourront  donner 
plus  de  d^veloppqment  a ceiles  qui  leur  paraitront  plus  importantes 
ou  plus  susceptibles  d’ötrc  pr^sentdes  d’une  maniere  cout'orme  au 
but  du  concours.  L’Acaddmie  verrait  avec  plaisir  que,  dans  Pintro- 
duction  h Petude  de  la  indcanique,  on  insistät  avec  quelque  dtendue 
sur  la  portie  expdrimentale  de  la  Science  pour  en  ddduire  les  prin- 
cipes  dont  on  ddveloppera  ensuite  les  consdquences  au  moyen  de  - 
Paualyse  et  de  la  gdomdtrie.  Enfin,  dans  Pintroduction  a Pdtude 
de  Pastronomie,  les  concurrents  devront  s’attacber  surtout  a l’expo- 
sition  des  pbdnomenes  cdlestes  et  des  mdtbodcs  d’observation,  en 
n’empruntant  a la  mdcanique  celeste  *que  les  considerations  et  les 
rdsultats  les  plus  simples  et  les  plus  susceptibles  d’dtre  prdsentds 
sous  une  forme  dlementaire. 


•)  So  hassen  die  Worte  in  dem  Journal  (Plnstitut.  No.  452.  25.  Aoüt 
1842.  p.  304),  aus  welchem  dies  Programm  entlehnt  ist.  Jedenfalls 
ist  aber  hier  ein  Fehler,  da  aus  dem  ganzen  Programm  hervorgeht, 
dass  es  heissen  muss:  3°.  une  introduction  ä Petude  de  ia  mecanique; 
4°.  une  introduction  a Petude  de  Pastronomie. 

G. 

Band  1U.  16 
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Les  savants  de  tout  pays  sont  adniis  a concourir.  Les  nmnu- 
scritK  devroot  &(re  remis  au  secretaire  de  I’Academie  des  Sciences 
de  Turin  avant  le  1.  juiilet  1846.  Apres  avoir  prononce  son  juge- 
ment,  l’Acaddmie  prendra,  d’accord  avec  les  auteurs,  les  dispositions 
convenables  pour  i’impression  des  ouvrages  couronn^s,  IM.  Pili  et - 
Wil  ayant  bien  youlu  mettre  au&si  a la  disposition  de  l’Acaddmie 
des  fonds  ndcessaires  ä cet  objet.‘;  - 


Berichtigung.  , 

\ « 

In  dem  Titel  der  Abhandlung  XIX.  S.  119  s.  m.  „Aargau“  statt 
()zu  Aargau.“ 
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« 

Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 


Wir  holen  hier  die  Anzeige  zweier  zwar  schon  früher  erschie- 
nen, uns  aber  erst  jetzt  durch  die  Güte  ihres  Herrn  Verfassers  be- 
kannt gewordenen  Schriften  nach,  da  dieselben  wegen  ihres  in 
vielfacher  Beziehung  interessanten  Inhalts  der  Aufmerksamkeit  der 
Leser  des  Archivs  recht  sehr  empfohlen  zu  werden  verdienen: 

Notice  sur  Gerard  Moll,  ne  ä Amsterdam  le  18  jan- 
vicr  1785^  mort  dans  la  meine  ville  le  17  j an vier  1838; 
par  A.  Uuetelet,  Secrdtairc  perpdtuel  de  l’Academie  ro- 
yale de  Bruxelles,  directeur  de  rObservatoire  de  la 
meine  ville  etc.  Bruxelles.  1839. 

Notice  sur  Jean  Guill.  Garnier,  membre  de  l’Aca- 
ddmie  royale  des  Sciences  et  belles-Iettres  de  Bruxel- 
les; par  A.  Quetelct,  Secrdtaire  pcrpetuel  de  l’Acadd- 
mie,  directeur  de  l’O  bservatoire  de  Bruxelles,  etc. 
Bruxelles.  18-11. 

Beide  Männer,  deren  Lehen  Herr  Quetelet  in  diesen  beiden 
Schriften  auf  eine  höchst  anziehende  Weise  beschreibt,  werden  den 
Physikern  und  Mathematikern  hinreichend  hekauut  sein,  Garnier 
weniger  durch  Entdeckungen  und  Erfindungen,  mit  deneu  er  die 
W isseuschaft  bereicherte,  als  durch  eine  grosse  Anzahl  vou  ihm 
verfasster  mathematischer  Lehrbücher,  durch  seinen  traitd  de  nie- 
tdorologie,  und  vorzüglich  als  Mitherausgeber  der  beiden  ersten 
Bände  der  trefflichen  einen  reichen  Schatz  insbesondere  auch  für 
Lehrer  an  höheren  Ünterrichtsanstalteu  höchst  nützlicher  Bemerkun- 
gen und  Aufgaben  enthaltenden  Correspondance  mathemati- 
que  et  physique,  publiee  par  MM.  Garnier,  Prof,  de  Ma- 
th ematiques  et  d Astronomie  a PL'niversite  de  Gand, 
et  Uuetelet,  Prof,  de  Matheinatiques,  de  Physique  et 
d Astronomie  ä 1 Athen  de  de  Bruxelles.  A*Gaod.  1825.  26., 
deren  Herausgabe  aber  Herr  Uuetelet  vom  dritten  Bande  an 
allein  übernahm.  Garnier’s  Lehen  bietet  besonders  durch  seine 
grosse  Bewegtheit,  und  durch  die  vielen  merkwürdigen  Personen, 
mit  denen  er  in  Berührung  kam , grosses  Interesse  dar.  So  findet 
Baud  III.  17 
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Bich  z.  B.  p.  11  und  12  folgende  Stelle* •*)):  „Un  jeune  debutant 
qui  devait  signaler  sa  carrierc  par  un  grand  nombrc  de  travaux  du 
premier  ordre,  me  fut  prdsentd  par  mon  ami,  M.  Le  Brun,  directeur 
des  dtudcs  de  l’^cole  polyteebnique  °°),  avec  invitation  de  Paccueil- 
lir  gratuitement  dans  mon  pensionnat  oü  il  devait  reconnaitrc  ce 
bienfait  par  des  rdpdtitions  et  d’autres  Services.  J’acceptai  la  pro- 
position:  le  jeune  eleve  regut  chez  moi  tous  les  Clemens  de  Pexi- 
steuce  et  les  livres  necessaires  tant  ä son  instruction  qu’ä  ses  tra- 
vaux: c’etait  M.  Peisson  dunt  la  rdputation  est  devenue  europeenne. 
11  fixa  bientot  l’attention  et  Pintdret  du  cdlebre  Lagrange  dont  il 
suivait  le  cours  de  perfectionnement  dans  la  salle  de  la  bibliothe- 
que  de  Pecole.  Mais  plus  tard  M.  de  Laplace,  qui  faisait  impriiner 
sa  Mecanique  cdleste,  lui  couüa  sur  mon  refus,  la  rdvision  des 
dpreuves  de  cet  ouvrage;  teile  fut  Porigine  de  ma  disgrace  et  de 
la  fortunc  de  M.  Poisson.  M.  Fourier  ayant  dtd  appcld  a la  prd- 
fecture  de  Grenoble,  departement  de  l’lsere,  H.  de  Laplace  devenu 
pour  un  moment  ministre  de  Pinterieur,  lors  de  Perection  du  con- 
sulat,  appela  M.  Poisson  a la  survivance  de  Fourier,  qui  ne  put  mc 
garantir  de  cette  injustice  dont  je  fus  instruit  par  N.  Poisson  lui- 
meme  qui  dtait  encore  mon  hote  et  mon  obligd,  et  qui  trouvait 
tres- simple  qu’ou  le  rdcompensät  a mes  depeus.  J’etais  d’ailleurs 
en  relation  avec  le  cdlebre  Lagrange,  qui  ne  dissimulait  pas  ses 
preventious  contrc  son  collegue  M.  de  Laplace.<(  — Napoleon 
nannte  Lagrange  la  haute  Pyramide  des  Sciences  mathema- 
tiques.  An  solchen  interessanten  Zügen  und  Bemerkungen  sind 
beide  Schriften  reich,  die  wir  daher  nochmals  der  Beachtung  der 
Leser  empfehlen. 

Auf  S.  13  der  Notice  sur  Garnier  wird  einer  Schrift  über 
Lagrange  Erwähnung  gethan,  die  wir  hier  anführen  wollen,  da 
dieselbe,  so  wie  uns,  gewiss  auch  manchen  Lesern  des  Archiv’s 
bis  jetzt  unbekannt  geblieben  ist:  Precis  historique  sur  la 

vie  et  la  mort  de  Joseph  Louis  Lagrange,  par  M.  M.  J.  J. 
Virey  et  Potel,  docteurs  en  medecine. 

i 

Considerazioni  storico  - critiche  sulla  teorica  e sul  calcolo  dclle 
probabilita  di  Alb.  Gabba  (In  den  Commentarii  deiP  Ateneo  di  Bre* 
scia  per  Panuo  academico  1840.)  Brescia.  1842.  8. 

Einleitung  in  die  Geschichte  der  Naturwissenschaft,  von  Dr. 
Joh.  Brotz.  Heidelberg.  1842.  gr.  8.  8 ggr. 


Systeme,  Lehr-  und  Wörterbücher. 


Vorschule  der  Mathematik;  von  Dr.  A.  Teilkampf,  Director  und 
Professor.  3te  Auflage.  Berlin.  1842.  gr.  8.  1 Tlilr.  16  ggr. 


*)  Garnier’s  eigne  Worte. 

•*)  L’un  des  sous- instituteurs  de  l’ancien  duc  d’Orleans,  aujourd’hui  Phi- 
lippe  I.,  roi  des  Frangais. 
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Lehrbuch  der  reinen  Mathematik  für  den  Unterricht  der  Zög- 
linge der  k.  k.  Ingenieurs  - Akademie,  von  G.  A.  Greisinger,  Inge- 
nieurs-Major und  Professor.  3.  Thl.  1.  Abth.  Anfangsgrüude  der 
analytischen  Geometrie  in  der  Ebene.  Auf  höchsten  Befehl  verfasst.' 
Wien.  1841.  2 Thlr.  16  ggr. 

Vollständiger  Lehrkurs  der  reinen  Mathematik  von  L.  B.  Fran- 
coeur.  Aus  dem  Französischen  von  E.  Külp.  Band  II.  Buch  3. 
Abtheilung  1.  Die  Differential-  und  Integralrechnung.  Bern.  1843. 
8.  1 Thlr-  8 ggr. 


Arithmetik. 


Der  arithmetische  Unterricht  in  Gymnasien  und  hohem  Bürger- 
schulen, von  K.  Gruber.  Eine  Fortsetzung  des  Rechenunterrichts 
in  der  Elementarschule  von  demselben  Verfasser.  Carlsfuhe.  1842. 
gr.  8.  22  ggr. 

L.  Gerlach:  Praktisches  Rechenbuch,  enthaltend  800  Cebungs- 
aufgaben  aus  den  Rechnungsarten  des  bürgerlichen  Lebens  und  der 
niedern  Algebra,  mit  ihren  gemeinverständlichen  Lösungen  nach 
einer  Grundregel  Für  das  Kopf-  und  Tafelrechnen.  Mit  eiuem  Vor- 
worte von  J.  Götz.  Dessau.  1843.  18  ggr. 

Lehrbuch  der  niedern  Arithmetik  von  G.  von  Seehausen.  Leip- 
zig. 1843.  8.  18  ggr. 

Auflösungen  dazu.  Ebendas.  20  ggr. 

* " 

Francesco  Toffoli,  Manuale  di  Aritmetica  mentale  e scritta. 

Venezia.  1842.  8.  3 L.  48  sc. 

» 

Cours  d’Algebre  par  A.  Mutei.  2.  edition.  Paris.  1842.  8. 

6 fr. 

% 

A treatisc  on  Algebra.  Vol.  I.  Arithmctic  and  Algebra.  By 
G.  Peacock,  D.  D.  Cambridge.  1842.  15  sh. 

t 

S.  S.  Moeyon  (Onderwijzer  in  de  Wiskunde  te  Assen)  Begin- 
selen  der  Algebra  of  Stellkunst,  ten  dienste  der  scholcn.  gr.  8. 

Te  Groningen.  1842.  f.  2. 

Pieter  van  Campen,  Grondbeginselen  der  Algebra  of  Stelkunst, 

feheel  omgewerkt  en  inet  een  groot  aantal  voorstellcn  cn  vraagstuk- 
en  vermeerderd.  gr.  8.  Te  Leyden.  1842.  f.  2.  40. 

Sammlung  algebraischer  Uebungsaufgabeu  von  J.  H.  D.  T. 

Brandt.  Hamburg.  1843.  12.  1 Thlr. 

R.  Lobatto,  (Math.  Mag.  et  Philos.  Natur.  Dr.)  Verklaring 
eener  nieuwe  eu  vereenvoudigde  bandehvijze  voor  bet  trekken  van 
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den  cubuswortel,  zoo  uit  voikomen  als  uit  onvolkoinen  cubickge- 
tallen,  opgesteld  ten  dienste  der  Scholen  en  Gymnasia.  gr.  8. 
Te’s  Gravenhage.  1842.  30  c. 

Leich tfassli eher  practischer  Unterricht  zum  vortheilhaften  Ge- 
brauche der  Logarithmen)  um  mittelst  derselben  die  schwierigsten 
und  zusammengesetztesten  mathematischen,  als  auch  kaufmänbischen 
Rechnungen  auf  die  einfachste  und  kürzeste  Weise  auszuführen, 
von  J.  B.  Montag,  Lehrer  der  Arithmetik  zu  Erfurt.  Leipzig.  1841. 
8.  4 ggr.  • . 

Bauer,  J.  E.,  die  Logarithmen  und  die  Gränzen  ihrer  Zuver- 
lässigkeit, die  Gaussischen  Logarithmen  für  Summen  und  Differen- 
zen und  zur  logarithmischen  Autlüsung  der  quadratischen  Gleichun- 
gen. Für  eine  auf  strenge  Theorie  gegründete  Anwendung,  gr.  8. 
Münster.  1843.  12ggr. 

4 

Raahe,  J.  L.,  die  Differenzial  und  Integralrechnung  mit  Functio- 
nen mehrerer  Variahein.  (Der  Differenzial-  und  Integralrechnung 
2ten  Theiles  lste  Abth.)  gr.  8.  Zürich.  1843.  3 TLIr.  8 ggr. 


Geometrie. 


Lehrgang  der  Elementar-Geometrie  für  mittlere  und  niedere 
Volksschulen  von  L.  Sobolewski.  Erfurt.  1843.  16  ggr. 

Leitfaden  fiir  den  Unterricht  in  der  Geometrie,  von  Dr.  F. 
ßredow,  Gymnasiallehrer,  lstcs  Heft,  Planimetrie.  Oels.  1S42. 
gr.  S.  8 ggr.  - ' 

Praktische  Anleitung  zur  Auflösung  geometrischer  Aufgaben 
und  zur  Erlindung  des  Beweises  geometrischer  Lehrsätze,  gestützt 
auf  eine  ausführliche  Erläuterung  des  Wesens  des  geometrischen 
Satzes,  von  Dr.  E.  S.  Unger.  Mit  vielen  durch  die  Steinpresse 
eingedruckten  Figuren.  Erfurt.  1843.  gr.  8.  1 Thlr.  8 ggr. 

Gdoinetrie  stdrdomdtrique , ou  Collection  de  ligures  en  cartou, 
pour  faciliter  l’etude  de  la  gdometric,  par  L.  Dupin.  In  4.  Paris. 
(■J  Bogen  mit  48  Figuren  in  Carton).  1842. 

Analyse  appliquee  a la  geoinetrie  des  trois  dimensions,  par  C. 
F.  A.  Leroy.  3.  ddition.  Paris.  1843.  8.  5 fr. 

Rdsum6  de  le^ons  de  geomdfrie  analytique  et  de  calcul  infinite- 
simal par  Belanger.  8.  Paris.  1842.  2 Thlr.  6 ggr. 

A Treatise  in  which  the  Elementary  Properties  of  the  Ellipse 
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are  deduced  from  the  Properties  of  the  C'rcle,  and  gcometri- 
cally  demonslrated.  By  the  Duke  of  Somerset.  Lond.  1842. 
9 sh.  6 d.  • * 


Praktische  Geometrie. 


Neue  einfache  trigonometrische  Methode  die  Höhen  der  Berge 
zu  messen,  ohne  sie  zu  besteigen,  bewirkt  durch  die  Auffindung 
der  wahren  terrestrischen  Refraction  von  Dr.  F.  P.  ,v.  Gruithuisen, 
Professor  und  Ritter.  München.  1842.  gr.  8.  8 ggr. 

Leitfaden  bei  dem  Unterrichte  in  den  Anfangsgründen  der 
practischen  Feldmesskunst,  mit  Vorausschickung  der  erforderlichen 
arithmetischen  und  geometrischen  Hülfsatze.  Zum  Gebrauch  in  Ge- 
werks-, Bürger-  und  Landschulen  bearbeitet  von  A.  Woelfer,  Ver» 
messungs-  Comwissär  uud  Lehrer.  Gotha.  1840.  41.  8.  12  ggr. 

Th.  Raetz,  pract.  Zeichenlehrer,  Geometrie  für  Künstler  und 
Handwerker.  Ein  Lehrbuch'  zum  Selbstunterricht.  2te  verb.  und 
vermehrte  Aufl.  gr.  8.  Berlin.  1842.  1 Thlr.  8 ggr. 

* i * 

Anleitung  zum  Aufnehmen  von  Landgütern,  zum  Feldmessen 
und  Nivelliren.  Von  A.  Bolotow.  (In  russischer  Sprache).  8.  St. 
Petersburg.  1842.  • - 

. * - 

Practischer  Unterricht  im  Nivelliren  oder  Messen  der  Höhen  u. 
s.  w.”  Mit  3 Kupfern.  2te  Ausgabe.  Bautzen.  1842.  gr.  8.  8 ggr. 

The  Principles  and  Practice  of  Landenginecring,  Trigonome- 
trical,  Subterraneous,  and  Marine  Surveying,  with  an  Appendix,  by 

Ch.  Bourns.  8.  London.  1842.  15  sh. 

. . . , • . *■  • 

Die  geometrische  Zeichenkunst,  oder  die  Lehre  von  den  geo- 
metrischen Projectiouen  und  ihrer  Beleuchtung  in  3 Tbeilen;  von 
Broecker  I.,  Artillerie  - Lieutenant  und  Lehrer  an  der  Königl. 
Preuss.  Oberfeuerwerker  - Schule.  Mit  12  Kupfertafeln.  Berlin, 

Posen  und  Bromberg.  1842.  gr.  8.  4 Thlr.  8 ggr. 

* ' > 

\ 


. •.  . ' 

Trigonometrie. 


A Treatisc  on  Plane  and  Spherical  Trigonometry.  By  the 
Rev.  T.  G.  Hall,  M.  A.  Prof,  of  Mathematics  in  King’s  College, 
London.  3,  edit.  London.  1842.  7 sh.  6 d. 
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Mechanik. 


Poinsot.  Elements  de  statique,  suivis  de  quatre  mdmoires  sur 
Ja  composition  des  moments  et  des  aires.  8rae  ddit.  Paris.  1842. 
8.  6 Fr.  50  c. 


I 

. Praktische  Mechanik. 


Der  practische  Maschinenbauer»  von  A.  V.  Dem  me,  practiscbem 
Maschinenbauer.  0.,  10.  und  12.  Lieferung.  Mit  04  lithograpbir- 
< ten  Abbildungen.  Quedlinburg.  1842.  8.  6 Thlr.  20  ggr. 


Astronomie. 


Theodicee.  Eine  Reibe  von  Dialogen. von  Dr.  E.  A.  von  Scha- 
den. 1.  Band.  Auch  unt.  d.  Titel:  Orion,  oder  über  den  Bau  des 
Himmels.  Carlsruhe  und  Freiburg.  1842.  gr.  8.  1 Thlr.  15  ggr. 

fcldmens  d’ Astronomie , par  C.  Loupot.  Paris.  1842.  8.  5 fr. 
50  cent. 

Astronomische  Untersuchungen  von  F.  W.  Bessel,  Geheimen 
Regierungsrath  und  Professor  zu  Königsberg.  2.  Band.  Königs- 
berg. 1842.  gr.  4.  5 Thlr.  8 ggr. 

Wir  werden  nächstens  auf  dieses  wichtige  Werk  zurückkommen. 

% 

Astronomische  Beobachtungen  auf  der  Königlichen  Universi- 
täts-Sternwarte zu  Königsberg,  von  F.  W.  Bessel,  Geheimen  Re- 
gierungsrath und  Professor.  17.  bis  20.  Abth.,  vom  1.  Januar  bis 
31.  December  1831  — 1834.  Königsberg.  1835.  1836.  1838.  1840. 
Folio.  2 Thlr.  16  ggr. 

• 

Berliner  Astronomisches  Jahrbuch,  für  1845.  (Der  Sammlung 
Berliner  astronomischer  Jahrbücher  70.  Band).  Auf  Veranlassung 
der  Ministerien  des  Unterrichts  und  des  Handels  herausgegeben  von 
J.  T.  Encke,  Director  der  Berliner  Sternwarte.  Berlin.  1842. 
gr.  8.  3 Tblr.  4 ggr. 

S.  Literarischer  Bericht.  IX.  S.  146. 

« 

Principales  tables  de  M.  de  Mendoza  (pour  la  tres- prompte  rd- 
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duction  des  distances  de  la  luuc)  revues  etc.  avec  de  titres  et  des 
explications  en  fran^ais  et  en  anglais;  par  L.  Richard.  Id  4. 
Paris.  1842.  7 fr.  50  c. 

4 * % 

Memoirs  of  the  Royal  Astronomical  Society.  Volume  12th. 
With  16  plates.  London.  1842.  4.  25  sh. 


Physik. 


Grundriss  der  Naturlehre,  oder:  Darstellung  der  Undulation, 
als  wesentliche  Grundlage  der  gesammteu  Naturkunde,  und  als 
Schlüssel  zu  vielen  Geheimnissen  der  Natur.  Mit  sorgfältiger  Um- 
gehung aller  Hypothesen,  auf  rein  mathematische  Priucipien  ge- 
gründet von  M.  Ruhrom.  Wien.  1841.  gr.  8.  2 Thlr. 

Rede  über  den  Einfluss  der  Naturwissenschaften,  bei  Ueber- 
nahrae  des  Prorectorats  an  der  Universität  zu  Jena  am  6.  August 
1842  gehalten  von  Dr.  E.  Huschke.  Leipzig.  1842.  Lex.  8. 

3 £Kr* 

J.  H.  Hellmuth’»  Volks -Näturlehre.  10.  Aufl.  Nach  dem  Tode 
des  Verf.  zum  dritten  Male  bearbeitet  von  J.  G.  Fischer.  Braun- 
schweig. 1843.  1 Thlr. 

Die  Experimental -Physik.  Zum  Selbst- Unterrichte  für  Gebil- 
dete und  zum  Gebrauche  in  Real-  und  polytechnischen  Schulen. 
Nach  der  dritten  Aufl.  des  Französischen  des  J.  Marcet,  Prof,  zu 
•Genf,  übersetzt  von  G.  Kissling.  Erste  Lieferung.  Ludwigsburg. 
1843.  8.  Das  Ganze  wird  in  sechs  Lieferungen  erscheinen  und 
1 Thlr.  12  ggr.  kosten. 

TraiN»  de  Physique  considörde  dnns  ses  rapports  avec  la  Chimie 
et  les  Sciences  Naturelles,  par  Becquerel.  T.  1.  ln  8.  Paris. 
1842.  7 fr.  50  c. 

Klementi  di  Fisica,  di  Domenico  Scina  (Professor  der  Universi- 
tät in  Palermo)  2.  edizione  milanese  con  aggiunte.  2 Toiui.  Mai-  * 
land.  1843.  12.  6£  L. 

Job.  Sam.  Tr.  Gehler’s  physikalisches  Wörterbuch,  neu  bearbei- 
tet von  Gmelin,  Littrow,  Muncke,  Pfaff.  10.  Band  2 Abth.  (Waf.-  ' 
Win)  Mit  20  Kupfertafcln.  Leipzig.  1842.  gr.  8.  4 Thlr.  16  ggr. 

Memoire  sur  l’Ardometrie,  et  en  particulier  sur  l’Areomötrie 
centigrade,  suivi  d’une  instruction  ä l’usage  des  fabricants  d’Ar^o- 
metres  par  Francoeur.  ln  4.  Paris.  1842.  3 fr. 

Schenkl,  Dr.  K.  Pb.,  das  Barometer  uud  seine  Benutzung  vor- 
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züglich  als  Instrument  zum  Höhenmessen.  Roy.  4. 
8 ggr- 


Brünn.  1842. 


\ 


Proceedings  of  the  London  Electrical  Society.  Part  7.  Session 

1842 — 43.  Edited  by  tbe  Secretary.  London.  1843.  8.  21|-  sh. 

• * / 

Vollständiger  Unterricht  in  der  Blitzableitersetzung  nach  66  Mo- 
dellen, nebst  einem  vorbereitenden  Auszuge  der  Elektrizitätslehre 
und  geschichtlichen  Notizen  über  die  Erfindung  und  Einführung  der 
Blitzableiter,  für  Architekten,  Ingenieure,  Bau-  und  Werkmeister, 
von  Dr.  K.  W.  Dernpp.  Mit  3 Figurentafeln.  München.  1842.  8. 

16  ggr. 

\ 

Der  Magnetismus  im  Verhältniss  zur  Natur  und  Religion  von 
Ritter  Dr.  J.  Ennemoser.  Stuttgart  und  Tübingen.  1842.  gr.  8. 
2 Thlr.  12  ggr. 

* » • * * i 

Der  Galvanismus  in  seiner  technischen  Anwendung  seit  dem 
Jahre  1840,  oder  Galvanoplastik  u.  s.  w.  Für  Natur-  und  Kunstfreunde, 
wie  auch  zum  technischen  Gebrauch  dargestellt  von  Dr.  M.  Knob- 

loch.  Erlangen.  1842.  gr.  8.  16  ggr. 

/ • 

Die  Galvanoplastik,  oder  praktische  Anleitung,  Metalle  aus 
ihren  Auflösungen  nach  den  neuesten  und  verbesserten  Verfahrungs- 
arten  vermittelst  der  galvanischen  Electricität  zu  rcduciren,  nach 
den-  Vorschriften  des  C.  Walker,  T.  Spencer,  A.  Smee,  Sturgeon, 
de  Ia  Rive  u.  A.  bearbeitet,  und  mit  auf  eigene  Erfahrung  gegrün- 
deten Zusätzen  versehen  von  W.  Fardely.  Mannheim.  1842.  gr.  8. 
10  ggr. 


Preisaufgabe 

der  Königlichen  Societät  der  Wissenschaften  zu  Göt- 
, tingen. 

Es  soll  ein  Instrument  zur  Messung  der  Stärke  des  Tons 
zweckmässig  eingerichtet  und  Versuche  gemacht  werden,  um  die 
damit  zu  erreichende  Schärfe  der  Messung  kennen  zu  lernen. 

Einseudungstermin  vor  Ablauf  des  Septembers  1843.  Preis 
50  Ducaten. 


Die  mathematischen  Wissenschaften  haben  in  neuester  Zeit 
zwei  grosse  Verluste  erlitten. 

Am  21.  September  1842  starb  der  berühmte  englische  Mathe- 
matiker James  Jvory.  geboren  im  Jahre  1765. 

Am  12.  Januar  1843  starb  zu  Paris  L.  Puissant,  geboren  am 
12.  September  1769  in  La  Gastallerie  im  Seine-  und  Marne -Depar- 
tement, vorzüglich  hekanut  durch  seinen  Traite  de  Gdoddsie  und 
seinen  Traite  de  Topographie. 


XII. 

Literarischer  Bericht 

9 

Systeme,  Lehr-  und  Wörterbücher. 


Phi].  Kelland,  Lectures  on  tlie  Principles  of  Demonstrative  Mo- 
thematics.  8.  Edinburgh.  1843.  I sb.  6 d. 

Cours  de  mathlmatiques,  redige  pour  l’usage  des  dcoles  mili- 
taires;  pur  Allaise,  Billy,  Boudrot  et  L.  Puissant.  3.  dditiqp.  ln  8. 
Paris.  1843.  7 fr.  50  c. 

* 

Cours  de  matb^matiques,  a Pusage  de  l’inglnieur  civil,  par 
J.  Adheraar.  Algebre.  8.  Paris.  1843.  5 fr. 


Arithmetik. 


Anleitung  zur  gründlichen  Erlernung  der  Rechenkunst  mit  An- 
wendung der  zweck  massigsten  Abkürzungen.  Zum  Selbstunter- 
richte und  als  Hülfsbuch  beim  öffentlichen  und  Privat- Unterrichte, 
von  J.  Strehl,  Lehrer  an  der  k.  k.  Normalhauptschule  zu  St.  Anna 
in  Wien.  2 Thl.  8.  Wien.  1843.  1 Thlr.  12  ggr. 

* 

% / 

Arithroetique  usuelle:  Cours  complet  de  calcul  thlorique  et  pru- 
tique,  par  G.  r.  Olivier.  9 ddition.  12.  Paris.  1843.  2£  fr. 

The  Seeman’s  Arithmetic,  or  the  Application  of  tbe  scveral  Ru- 
les  of  tliat  science  to  the  purposes  of  tne  Maritime  Profession;  in 
which  also  aie  inserted  several  Examples  of  Statements  and  Ad- 

1'ustroents  of  general  and  particular  Averages.  By  J.  Martin.  18. 
Edinburgh.  1843/  2 sh.  6 d. 

Baud  111.  18 
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J.  J.  Gremilliet,  Rccueil  de  problömes  amusans  et  instruclifs, 
avec  les  demonstrations  raisonndes  et  l’application  des  regles  de 
l’arithmdtique  a leurs  Solutions.  6.  ddition.  Partie  1.  2.  Paris. 

1843.  11  fr. 

\ 

Anfaogsgründe  der  Bucbstabenrecbnung  und  Algebra.  Von 
J.  C.  Lückenhof,  Professor  am  Gymnasium  zu  Münster.  2.  verb. 
und  vermehrte  Aufl.  gr.  8.  Münster.  1843.  10  ggr. 

Hartmann,  M.  Edler  von  Franzenshuld,  Grundlehren  der  allge- 
meinen Arithmetik.  8.  Wien.  1843.  1 Tlilr.  9 ggr.  • 

Arithmetik  (and  Algebra)  für  Realschulen,  für  höhere  Bürger- 
und Gewerbeschulen,  so  wie  für  den  Selbstunterricht,  von  J.  A. 
Pflanz.  1.  Theil.  Niedere  Arithmetik.  8.  Stuttgart.  1843.  15  ggr. 

Lehrbuch  der  Arithmetik  und  Algebra,  herausgegeben  von  Joh. 
Salomon,  Professor  der  Mathematik  in  Wien.  3.  durchaus  verbes- 
serte Auflage,  gr.  8.  Wien.  1843.  2 Tlilr.  16  ggr. 

A Treatise  on  Algebra;  embracing,  besides  the  elementary  prin- 
ciples,  all  the  higher  parts  usually  taught  in  Colleges;  containing, 
moreover,  the  new  method  of  cuhic  and  higher  Equations,  as  well 
as  the  development  and  application  of  the  more  recently  discove- 
red  Theorem  of  Sturm.  By  G.  R.  Perkins,  Principal  and  Professor 
öf  Muthematics  in  the  Utica  Academy.  8.  Utica.  (United  States) 
1842.  10  sh.  6 d. 

Exposition  de  la  tlidorie  des  chances  et  des  probabilitds,  par 
A.  A.  Cournot.  ln  8,*  Paris.  1843.  7 fr.  50  c. 

Beitrag  zur  Auflösung  der  höheren  Gleichungen. 
Von  Dr.  Anton  Välias,  ordentlichem  Mitgliede  der  ungri- 
sehen  Gelehrten-Gcsellschaft  zu  Pesth.  Wien.  1843.  8. 

Diese  Schrift  scheint  uns  ein  dankenswerter  Beitrag  zur  ge- 
nauem Würdigung  und  Vergleichung  der  Fourier’schen  und  Hör- 
ner’schen  (M.  s.  Literarischer  Bericht.  Nr.  VI.  S.  90)  Auflösungs- 
methoden der  numerischen  Gleichungen  zu  sein.  Zur  Empfehlung 
dient  derselben  auch  die  Deutlichkeit,  mit  welcher  sic  verfasst  ist, 
wobei  sie  an  eignen  Bemerkungen  und  Entwickelungen  nicht  arm 
ist,  u.  A.  auch  insbesondere  ein  von  Fourier  nur  obenhin  ange- 
deutetes Verfahren  genauer  zu  erwögen  und  nicht  nur  mit  der  Bu- 
dan’schen  Wurzelverminderung  in  Einklang  zu  bringen,  sondern 
auch  hinsichtlich  der  Gränzen  seiner  Genauigkeit  festzustellen  sucht. 
Vollständig  ausgerechnete  Beispiele,  die  ganz  zweckmässig  zum 
Theil  ans  der  in  Nr.  VI.  S.  90  des  literarischen  Berichts  angezeig- 
ten Schrift  des  Herrn  Prof.  Schulz  von  Strasznicki  und  aus 
Enckes  bekannter  Abhandlung  in  dem  astronomischen  Jahr- 
buche für  1841  entlehnt  sind,  sind  überall  beigebracht,  und  wer- 
den gewiss  sehr  zur  Unterstützung  minder  geübter  Leser  dienen.' 

Bemerkt  mag  noch  werden,  dass  der  Verf.  auch  im  vorigen 
Jahre  den  ersten  Theil  eines  in  ungrischer  Sprache  verfassten  grö- 
sseren Lehrbuchs  der  Theorie  der  Gleichungen  unter  dem  Titel: 
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« \ * * 

Felsöbb  egyenletek.  I.  Füzet.  Budän.  1842«  herausgege- 
ben hat. 


, Die  Logarithmen  und  die  Gränzen  ihrer  Zuverläs- 
sigkeit, die  Gaussischen  Logarithmen  für  Summen  und 
Differenzen  und  zur  loganthmischen  Auflösung  der 
quadratischen  Gleichungen.  Für  eine  auf  strengeTheo- 
rie  gegründete  Anwendung.  Von  Dr.  J.  G.  Bon  er.  Ober- 
lehrer am  Gymnasium  zu  Münster.  Münster.  1842.  8. 

12  ggr. 

Bei  einer  Schrift  wie  die  vorliegende,  welche  nicht  für  erste 
Anfänger  bestimmt  zu  sein  scheint,  welche  einer  besondern  Bemer- 
kung auf  dem  Titel  zufolge  eine  auf  strenge  Theorie  ge- 
gründete Anwendung  zu  fordern  den  Zweck  hat,  und  deren 
theoretische  Hauptgrundlage  die  Entwickelung  der  Logarith- 
men und  Gxponentiaigrössen  in  Reihen  bildet,  wäre  man  Wohl  zu' 
erwarten  berechtigt  gewesen,  dass  der  Herr  Verf.  diese  Entwicke- 
lung nach  einer  strengem  Methode,  als  auf  die  ganz  gewöhnliche 
Weise  mittelst  der  Methode  der  unbestimmten  Coefficienten  ausge- 
fuhrt  hätte.  * Insofern  nun  diese  Methode  den  Leser  in  völliger 
Ungewissheit  über  die  Gränzen  der  Anwendbarkeit  der  durch  die- 
selbe erhaltenen  «Reihen  lässt,  und  überhaupt  — wie  nun  schon  oft 
genug  aus  einander  gesetzt  worden  ist  — zur  Gewinnung  von 
Resultaten,  die  auf  strenge  Gültigkeit  Anspruch  machen  dürfen,  gar 
nicht  geeignet  ist,  da  terner  der  Verf.,  nach  seinen  aus  §.  6.  er- 
sichtlichen sehr  vagen  und  ganz  veralteten  Begriffen  über  Conver- 
genz  und  Divergenz  der  Reihen  zu  urtheilen,  mit  den  neuern  Fort- 
schritten der  Analysis  in  der  Theorie  der  Reihen  auch  nicht  im 
Entferntesten  bekannt  ist,  so  entbehrt  seine  Schrift  überhaupt  einer 
strengen  theoretischen  Grundlage  ganz,  und  der  Zweck  derselben 
kann  also  hiernach  nur  als  verfehlt  erscheinen.  Jedoch  wird  sich 
dieselbe  wahrscheinlich  das  Verdienst  erwerben,  den  Gebrauch  der 
Gaussischen  Logarithmen,  insbesondere  auch  bei  der  Auflösung  der 
quadratischen  Gleichungen,  weiter  zu  verbreiten,  in  welcher  Be- 
ziehung sie  den  Lehrern  an  höhern  Unterricbtsanstalten  empfohlen 
sein  mag. 


Tafel  der  Proportionaltheilc  zum  Gebrauche  bei  logarithmischen 
Rechnungen,  mit  besonderer  Berücksichtigung  der  Logarithmenta- 
feln von  Callet  und  Vega,  entworfen  von  C.  Brcmiker.  8.  Berlin. 
1843.  18  ggr. 


Die  Differenzial-  und  Integralrechnung  mitFunctio- 
nen  mehrerer  Variablen.  Von  J.  L.  Rübe.  Der  Differen- 
zial- und  Integralrechnung  zweiteu  Theiles  erste  Ab- 
theilung. Zürich.  1843.  8.  3 Tblr.  8 ggr. 

Der  Inhalt  dieser  Abtheilung  des  Rabe’schen  Werkes  über  Dif- 
ferenzial- und  Integralrechnung  ist  durch  ihren  Titel  hinreichend 
bezeichnet.  Wenn  auch  bei  der  Entwickelung  der  Taylor’schen 
und  Maclaurin’schen  Reibe  und  bei  der  Lagrange’schen  Reihe  Er- 
gänzungsglieder, wie  der  Verf.  dieselben  nennt,  angegeben  wor- 
den sind,  so  haben  wir  doch  in  einem  Werke  wie  das  vorliegende 
eine  auf  die  Ergänzungsglieder  gestützte  näher  eingehende  Unter- 
suchung über  die  Convergenz  und  Divergenz  der  genannten  Reihen 

18* 
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ungern  vermisst,  weil  gerade  in  diesem  Puhkte  noch  eine  sehr 
unangenehme  Lücke  in  der  Anaivsis  insbesondere  in  Bezug  auf  die 
Lagrange’sche  Reihe  nuszufüllen  zu  sein  scheint.  Jedenfalls  hat* 
ten  aber  die  verschiedenen  Arbeiten  Cauchy’s  über  die  Conver- 
,genz  und  Divergenz  der  Lagrange’schcn  Reihe,  die  freilich  in  ver- 
schiedenen Memoiren  dieses  grossen  Mathematikers  zerstreut  sind, 
eine  ganz  besondere  Berücksichtigung  verdient,  und  der  Verf. 
würde  sich  durch  deren  weitere  Entwickelung  und  möglichst  ele- 
mentare Darstellung  gewiss  ein  ganz  besonderes  Verdienst  um  je- 
den Leser,  so  wie  auch  um  die  Wissenschaft  überhaupt  erworben 
haben,  da  die  in  Rede  stehenden  Punkte  nothwendig  vollständig 
aufgeklärt  werden  müssen , bevor  sieb  überhaupt  von  der  Lagran- 
ge’schen  Reihe  eine  sichere  Anwendung  machen  lässt.  Ohne  solche 
näher  eingehende  Untersuchungen  über  die  Convergenz  und  Diver- 
genz helfen  die  Ergänzungsglieder  in  ihrer  allgemeinen  Form  für 
die  wirkliche  Anwendung  gar  nichts, 'und  die  ganze  Gleichung 
bleibt  eigentlich  nur  ein  symbolischer  Ausdruck.  Auf  pähere  Erör- 
terungen können  wir  hier  der  Beschränktheit  des  Rarumes  wegen 
nicht  eingehen.  Nur  wollen  wir  noch  in  der  Kürze  bemerken,  dass 
bei  der  vorher  in  Anregung  gebrachten  Untersuchung  nach  unserer 
Ueberzeugung,  so  weit  dies  irgend  möglich  ist,  der  Gebrauch  der 
Integralrechnung  vermieden  werden  muss,  und  dieselben  ganz  in 
das  Gebiet  der  Differenzialrechnung  zu  ziehen  sind. 

An  Elementary  Treatise  on  the  Differential  Calculus,  in  which 
the  Method  of  Limits  is  exclusively  made  use  of.  By  the  Rev.  M. 
O’Brien,  M.  A.,  late  Fellow  of  Caius  College.  8.  Cambridge.  1843. 
10  sh.  6 d.  c 

1 principii  del  calcolo  sublime  esposti  coli*  algebra  pura,  saggio 
di  teoria  elementare  di  Giorgio  nob.  Foscolo,  sotto  -tenente  nel 
corpo  degl’  ingegneri  navalij  prof.  di  matematica  nelP  i.  r.  collegio 
della  marina  in  Venezia,  ln  4.  Venezia.  1842. 


Geometrie. 


Fundamente  der  Geometrie.  Vom  Prof.  Dr.  Magnus 
Georg  Pauckcr.  Fünfter  bis  siebenter  Cursus.  Metrik. 
Trigonometrie.  Stereometrie.  Mit  255  in  den  Text  ein- 
gedruckten Holzschnitten.  Mi  tau.  1842.  "8.  1 Thlr.  6 ggr.x 
S.  literarischer  Bericht.  Nr.  X.  S.  154.  Wir  sind  fortwährend 
der  Meinung,  dass  Lehrer  insbesondere  im  Einzelnen  in 
dieser  Schrift  Vieles  finden  werden,  was  ihnen  bei  ihrem  Unterrichte 
recht  nützlich  sein  kann,  auch  in  Bezug  auf  aus  derselben  zu  ent- 
nehmende Uebungsaufgabcu,  und  empfehlen  dieselbe  daher  in  die- 
ser Rücksicht  nochmals. 

Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie  zum  Gebrauche  bei  dem  Unter- 
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richte  in  Real-  und  Gymnasial  - Anstalten  von  Dr.  C.  U.  Nagel, 
Professor  der  [Mathematik  an  dem  Ober-Gymuasium  und  der  höhere 
Bürgerschule  in  Ulm.  3.  vermehrte  Aufl.  gr.  8.  Ulm.  1843.  Mit 
17  litbogr.  Tafeln.  20  ggr. 

Materialien  zur  Selbstbeschäftigung  der  Schüler  hei  dem  Un- 
terrichte in  der  ebenen  Geometrie  von  Dr.  C.  H.  Nagel,  Prof,  der 
Mathematik  u.  s.  w.  in  Ulm.  gr.  8.  Ulm.  1843.  6 ggr. 

(Besonderer  Abdruck  des  Anhangs  zum  Lehrbuch  der  ebenen 
Geometrie  von  demselben  Verfasser.) 

v 

Geometrie  und  Trigonometrie.  Lin  Leitfaden  beim  Unterricht 
iu  Real-  und  Gewerbschuleu,  von  F.  Kieser,  Prof.,  Vorstand  der 
Königl.  Realstbule  und  der  Elemeutaranstalt  iu  Stuttgart.  1.  Tbl. 
Ebene  Geometrie.  Mit  11  Steintafeln.  3.  vermehrte  Aufl.  gr.  8. 
Stuttgart.  1843.  16  ggr. 

Del  postulato  quinto  degli  elemeuti  di  Euclide.  Di  Giovanni 
Fusco.  ln  8.  Napoli.  184L 

Praktische  Anleitung  zur  Auflösung  geometrischer 
Aufgaben  und  zur  Erfindung  des  Beweises  geometri- 
scher Lehrsätze,  gestützt  auf  eine  ausführliche  Erläute- 
rung des  Wesens  des  geometrischen  Satzes,  von  Dr.  E. 
S.  Unger.  Erfurt.  1843.^  8. 

Der  Verf.  sagt  in  der  Vorrede:  ,,So  laüge  noch  dem  mit  der 

Geometrie  Beschäftigten  die  ermittelten  Wahrheilcu  als  durch  einen 
Zufall  entdeckt  erscheinen,  und  er* die  Frage  nicht  zu  beantworten 
vermag:  Wie, ist  mun  hierauf  gekommen?  so  lange  hat  er  eine 

wahre  geometrische  Ausbildung  sich  noch  nicht  ungeeignet“  und 
bemerkt  dann  ferner,  ,,dass  diese  Schrift  den  Zweck  nahe,  dem  An- 
fänger, welcher  bereits  eine  Zeit  lang  mit  den  Elementen  der  Geo- 
i metrie  beschäftigt  ist,  diese  Ausbildung  zu  verschaffen,  und  ihn  zu 
diesem  Behufe  dahin  zu  bringen,  dass  er  des  Stoffes  vollkommen 
mächtig  werde,  das  Wesen  und  die  Bedeutung  der  einzelnen  Sätze 
und  ihren  Zusammenhang  zu  eiuem  vollständigen  Ganzen  richtig 
erkenne,  und  zu  eiuer  zweckmässigen  Benutzung  derselben  bin- 
läuglich  befähigt  werde.  Um  diesen  Zweck  zu  erreichen  ist  das 
Ganze  so  bearbeitet,  dass  für  das  Selbststudium  dem  Anfänger  eine 
deutliche  und  ausführliche  Anleitung  gegeben  wird,  wie  er  seine 
geometrischen  Beschäftigungen  vorzunchmen,  und  worauf  er  sowohl 
bei  den  einzelnen  Sätzen  an  und  für  sich  als  auch  hei  der  Ermittelung 
ihrer  Abhängigkeit  von  einander  seine  Aufmersamkeit  vorzugsweise  zu 
richten  hat,  und  es  ist  ihm  zugleich  durch  eine  zahlreiche  Sammlung 
von  zweckmässigeu  und  zweckmässig  zusammen  gestellten  Uebun- 
gen,  durch  die  er  eben  so  zu  eigenen  Forschungen  veranlasst  wird, 
sich  Rechenschaft  zu  geben  über  die  Art  und  W7eise,  wie  die  er-1 
mitteiten  Resultate  sich  notbwendig  haben  lierausstellen  müssen,  hin- 
längliche Gelegenheit  geboten,  seine  geometrische  Ausbildung  zu 
vollenden  u.  s.  w.“  Um  es  kurz  zu  sagen,  ist  also  diese  Schrift, 
ihrem  Hauptzwecke  nach,  eine  Anleitung  zur  Auflösung  geo- 
metrischer Aufgaben  nach  analytischer  Methode  und  enthält  zugleich 
eine  ziemlich  grosse  Sammlung  von  Aufgaben  und  Lehrsätzen,  wo- 
bei dieselbe  indess  zugleich  auch  den  Anfänger  mit  der  Bedeutung 
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der  einzelnen  Sätze  in  dem  geometrischen  Systeme  und  der  Noth- 
Wendigkeit  ihres  inneren  Zusammenhangs  unter  einander  näher  be- 
kannt zu  machen  sucht,  und  hierbei  insbesondere  das  System  des 
Buclides  in’s  Auge  fasst.  Indem  uns  die  Beengtheit  des  Raumes 
verhindert,  namentlich  über  den  letzteren  Punkt,  wie  wir  sonst 
wohl  gern  möchten,  ein  völlig  motivirtes  Urtbeil  abzugeben,  wollen 
wir  nur  bemerken,  dass  wir  allerdings  das  Bestreben  des  Verfs. 
in  dieser  Beziehung  für  löblich  halten,  dass  wir  aber  gewünscht 
hätten , dass  er  neben  dem  Systeme  des  Euclides  auch  andere  geo- 
metrische Systeme,  insbesondere  das  von  Legendre,  berücksichtigt 
und  auch  in  Bezug  auf  das  euclidische  System  verschiedene  bei 
dessen  Charakterisirung  ganz  vorzüglich  zur  Sprache  kommende 
Hauptpunkte  schärfer  und  bestimmter  bevorgehoben  hätte,  wobei 
wir  u.  A.  das  fünfte  Buch  im  Auge  haben.  Sollen  ^ir- schliesslich 
unser  Urtbeil  über  diese  Schrift  im  Allgemeinen  und  in  der 
Kürze  aussprechen,  so  glauben  wir,  dass  dieselbe  bei  einer  ziem- 
lich grossen  Breite  der  Darstellung  Anfängern  in  der  Geometrie, 
die  den  Unterricht  eines  geschickten  Lehrers  entbehren  müssen, 
nützlich  werden  kann,  sind  aber  auf  der  andern  Seite  der  Meinung, 
dass  dieselbe  geschickten  un4  geübten  Lehrern  auch  in  methodi- 
scher Rücksicht  nicht  gerade  viel  Neues  bietet.  Anfängern  wie 
die  obigen  mag  dieselbe  jedoch  hierdurch  nochmals  empfohlen  sein. 

« 

Traitd  de  g£omdtrie  descriptive,  par  Lefebure  de  Fourcy. 
4.  edition  2 Vols.  8.  Paris.  1843.  10  fr. 

Traitd  dldmentaire  de  gdometrie  analytique  ä 2 et  a 3 dimen- 
sious,  contenant  toutes  les  tbeories  gdnlrales  de  gäometrie  acces- 
sibles  ä l’analyse  ordinaire,  par  Auguste  Comte.  8.  Paris.  1843. 
7 fr.  50  c. 

On  the  Application  of  a New  Analytic  Method  to  the  Theory 
of  Curves  and  Curved  Surfaces.  By  the  Rev.  J Booth,  Professor 
of  Mathematics.  8.  Liverpool.  184a,  1 sh. 


Praktische  Geometrie. 


Die  niedere  Messkunde  als  Instruction  für  Civiliogenieure,  ent- 
haltend : Aufgaben  der  niederen  Messkunde,  Ausmessungen  mit  Stu- 
ben und  der  Kette,  Gebrauch  des  Tisches,  u.  s.  w.  von  W.  B.  A. 
von  Schlichen,  König).  Sachs.  Kammerrath.  2 Bändchen.  12. 
Quedlinburg.  1843.  12  ggr. 

L.  W.  Klemm,  die  Landes -Vermessung  und  die  in  ihrem  Ge* 
folge  befindlichen  Arbeiten,  erläutert  durch  die  im  Königreich  Wür- 
temberg  zur  Ausführung  gekommene  Vermessung.  2.  Heft  1.  Hälfte- 
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(Trigonometr.  Theil  2.  Abtblg.)  Nit  1 Steintafel.  gr.  8.  Stutt- 
gart. 1843.  8 ggr. 

(S.  Literarischer  Bericht.  Nr.  X.  S.  157). 

A Comprehensive  Treatise  on  Land  Surveying;  comprising  the 
Theory  and  Practice  in  all  its  branches:  io  which  the  Ose  of  the 
yarious  Instruments  employed  in  Surveying,  Levelling,  etc.  is  clearlv 
elucidated  by  practical  Exauiples.  Ulustrated  by  40  plates.  By  J. 

Ainslie.  With  a Treatise  appended,  on  Tngonometrical  Surveying, 

Levelling  and  Railway  Engineering,  by  W.  Galleraitb,  M.  A.  4. 

London.  1843.  cloth.  15.  sh. 

F.  W.  Simms,  A.  Treatise  on  the  Principles  and  Practice  of 
Levelling;  showing  its  application  to  purposes  of  Civil  Engineering, 
particularly  in  the  Constructton  of  Roads,  with  Mr.  Tclford’s  Rules 
for  the  same.  2.  edition,  with  plates  and  woodcuts.  8.  London. 

1843.  5 sh. 

Die  Ausgleichung»  - Rechnungen  der  practischen 
Geometrie,  oder  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate 
mit  ihren  Auwendungen  für  geodätische  Aufgaben,  von 
Christian  Ludwig  Gerling.  Hamburg  und  Gotha.  1843. 

8.  2 Thlr.  16  ggr. 

Dieses  Werk  hilft  nach  unserer  Uebcrzeugung  einem  wahren 
Bedürfnisse  aller  praktischen  Geometer  ab,  und  verdient  denselben 
nachdrücklichst  und  angelegentlichst  empfohlen  zu  werden.  Alle  » 

Aufgaben  sind  durch  ausführlich  ausgerechnete,  aus  der  langjähri- 
gen eigenen  Praxis  des  Verfs.  entnommene  Beispiele  erläutert,  und 
wir  glauben  daher,  dass  ein  praktischer  Geometer  bei  seinen  Ar- 
beiten nicht  leicht  in  einen  Fall  kommen  wird,  in  welchem  er  in 
dem  vorliegenden  Werke  nicht  hinreichende  Auskunft  über  das  am 
zweckinässigsten  einzuschlagende  Verfahren  finden  sollte.  Dass 
der  Verf.  die  Sätze,  welche  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate 
zur  theoretischen  Grundlage  dienen,  nicht  analytisch  aus  den 
Principien  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  entwickelt,  sondern 
sich  mit  einer  mehr  populären  Erläuterung  derselben  und  einer  Hin- 
weisung auf  die  Quellen,  aus  welchen  ein  vollständiges  Studium 
dieses  hochwichtigen  Gegenstandes  zu  schöpfen  ist,  begnügt  hat, 
halten  wir  bei  einein  Werke  wie  das  vorliegende,  welches  vorzugs- 
weise den  Gebrauch  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  bei  der 
Ausführung  geodätischer  Messungen  in  die  Praxis  einzuführen  be- 
absichtigt, in  jeder  Beziehung  für  zweckmässig.  Möge  daher  dieses 
Werk  den  vou  dem  Verf.  beabsichtigten  Nutzen  in  der  grössten 
Ausdehnung  stiften  und  reichlichen  Saainen  nach  allen  Richtungen 
hin  ausstreuen!  Die  aus  demselben  aufgehende  Saat  wird  gewiss 
trefflich  gerathen.  . 

Der  Jahresbericht  für  die  Mitglieder  der  Hamburgi- 
sebeu  Gesellschaft  zur  Verbreitung  mathematischer 
Kenntnisse.  Fastnacht.  1843.  enthält  einen  Aufsatz  des  Herrn 
Conferenzraths  Schuma  Aer  zu  Altona,  in  welchem  derselbe  aus 
seinen  Vermessungen . die  Bestimmung  mehrerer  merkwürdigen 
Punkte  in  Hamburg,  die  unter  den  jetzigen  Verhältnissen,  wo  meh- 
rere dieser  Punkte  durch  den  unglücklichen  Brand  zerstört  sind, 
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gewiss  Interesse  genug  haben,  um  ibre  Bekanntmachung  zu  recht- 
tertigen,  da  die  mitgetbcilten  Coordinaten  zugleich  als  sichere 
Grundlage  für  einen  Plan  von  Hamburg  gebraucht  werden  können. 
Ausserdem  hat  diese  Abhandlung  aber  auch  wegen  der  im  Ein- 
• gange  initgetheilten  ausführlichen  Tafeln  zur  Vergleichung  des 
Hamburger  Maasses  mit  dem  Dänischen,  Preussiscken , Französi- 
schen und  Englischen  Maasse  noch  ein  besonderes  Interesse,  wobei 
wir  gelegentlich  bemerken,  dass  der  Dänische  und  Preussiscle 
Puss  gegenwärtig  ganz  gleich  sind. 


Mechanik. 


W.  Whewel,  Meckanical  Euclid.  12.  Cambridge.  1843. 

4 sb.  6 d.  • 

Prodromus  zu  .einer  neuen  Darstellungsweise  der 
höheren  analytischen  Dynamik,  mit  Anwendung  einer 
neuen,  aufs  Evidenteste  erwiesenen,  allgemeinen,  ans- 
lytisch-dynamischen  Fundamentalformel,  nach  welcher 
allein,  durch  blosse  Substitution  in  dieselbe,  alle  ge* 
denkbaren  Aufgaben  der  Statik  und  Mechanik  (diese 
beiden  von  nun  an  nur  eine  Lehre  bildend)  sich  unmit- 
telbar auflösen  lassen.  Vom  Grafen  Georg  von  Buquoy. 
Prag.  1842.  4.  8 ggr. 

Das  in  Rede  stehende  allgemeine  dynamische  Princip  drückt 
der  Verf.  S.  23.  Nr.  17.  in  Worten  auf  folgende  Art  aus:  ,, Bestehe  ] 
irgend  ein  System  von  materiellen  Punkten,  welche  unter  einander 
in  irgend  einer  bestimmten  Bewegungsrelation  stehen,  d.  Ii.  wobei 
die  durch  Raum  und  Richtung  gegebene  Bewegung  irgend  eines 
jener  Punkte,  für  jeden  der  übrigen  aus  jenen  Punkten,  zu  gleicher 
Zeit  eine  durch  Raum  und  Richtung  bestimmte  Bewegung  postulirt. 
Seien  ferner  jene  Punkte  in,  ihrer  Wechselbeziehung  zwar  ange- 
messenen, übrigens  jedoch  beliebigen  Bewegungen  oder  auch  in 
Ruhe  (die  Ruhe  ist  bloss  ein  einzelner  der  Geschwindigkeit  Null 
entsprechender  Pall  der  Bewegung)  begriffen,  und  seien  beliebig 
aus  jenen  Punkten  diese  oder  jene  ( beliebig  einer  oder  beliebig 
einige  oder  alle),  zu  gleicher  Zeit,  von  der  Grösse  (durch  Druck 
gemessen)  und  Richtung  nach  beliebigen  Kräften  sollizitirt;  so  ist 
am  Ende  irgend  einer  Zeit  t,  binnen  einerlei  Zeit-Differenzial  dt, 
allemal  Folgendes  richtig:  Die  Summe  der  Producte  aus  den,  bin- 
nen dt , jene  Punkte  sollizitirenden  Kräften  (als  Druckgrössen)  in 
die  .von  denselben  Punkten,  binnen  dt,,  nach  den  Richtungen 
jener  Kräfte,  durchlaufenen  Räume  (diese  Räume  sind  Catheten 
der  die  unmittelbaren  Durcblaufensräume  darstellenden  Hypotenu- 
sen) ist  gleich  der,  durch  die  doppelte  Beschleunigung  der  Schwere 
und  durch  das  Zeitdifferenzial  getheilten  iSumme  der  Producte  aus 
den,  binnen  dt,  in  allen  materiellen  Punkten  des  Systems,  bloss 
durch  binnen  dt  bestehendes  Einwirken  obenerwähnter 
Kräfte,  hervorgebrachten  Incrementen  an  Bewegungsquantitäten 
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(uls  Producte  aus  Massen  in  Geschwindigkeitsincremente  und  aus 
Geschwindigkeiten  in  Massenincremente  ausgedrückt)  in  die  vou 
den  letzterwähnten  Punkten,  hinnen  dt,  nach  den  jenen  ßewe- 
gu n gsq u nnt  i täts - 1 n er e in en  teu  entsprechenden  Richtun- 

fen,  d.  h.  nach  den  jenen  Punkten  binnen  </£  en tsprech en- 
en  unmittelbaren  Richtungen  wirklich  vollzogener  Be- 
wegungen, durchlaufenen  Räume. 

Die  analytische  Entwickelung  dieses  Princips,  die  Ableitung 
des  Princips  der  virtuellen  Geschwindigkeit  aus  demselben,  welches 
als  ein  blosses  Corollarium  dieses  neuen  Princips  erscheint,  u.  s.  w. 
muss  man  in  der  Schrift  selbst  nachlesen.  Bei  einer  Wissenschaft, 
welche  wie  die  Dynamik  einer  im  eigentlichen  Sinne  philosophi- 
schen Darstellung  und  Begründung  so  fähig  und  bedürftig  ist, 
bleibt  es  immer  zweifelhaft,  ob  in  einem  der  bisher  bekannten  all- 
gemeinen Principien  derselben  ihr  höchstes  Princip  schon  ge- 
funden ist,  und  schon  iusofern  darf  also  eine  Schrift,  in  welcher 
ein  höheres  Princip  als  die  bekannten , aus  welchem  die  letztem 
sich  ableiten  lassen,  zu  entwickeln  versucht  wird,  nie  unbeachtet 
gelassen  und  verdient  jedenfalls  einer  genauem  Prüfung  unterwor- 
fen zu  werden. 


Praktische  Mechanik. 


Der  praktische  Maschinenbauer,  von  A.  V.  Demme.  11.  Liefe- 
rung. Mit  41  Tafeln  Abbildungen.  8.  Quedlinburg.  1843.  2 Thlr.  , 

20  ggr. 

* 

Morin,  Aide-memoire  de  Möcauique  pratique.  3.  edition.  8. 

Paris.  1843.  8 fr.  50  c. 

Manuale  pratico  di  idrodinamica.  Con  un’  appendice,  coute- 
nente  il  testo  di  alcune  leggi  relative  alle  acque.  Ad  uso  degli  in- 
gegneri  cd  agenti  di  campagna  di  F.  Colombani.  8.  Milano.  1842. 

0.  Lire.  ... 

s . 

* 

Protegomeni  di  filosofia  idraulica;  Assunto  dalla  trisezione  ge- 
nerale degli  angoli;  Saggio  di  geometria  logica.  Dell’  ingegnere 
L.  Corsi. 1 Monte  pulciano.  1841.  » 

< ’ . • * : . ■>  v 


Optik. 


A Treatise  on  Optics,  By  William  N.  Griffin,  M.  A.  2.  edition. 
8.  Cambridge.  4843.  8 sh.  * 
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Recherche  tbeorique  des  lois  d’apres  lesqaelles  la  lumiere  est 
r£fiechie  et  r^fract^e  ä la  limite  commune  de  deux  milieux  com* 
pletement  transperens,  par  M.  F.  G.  Neumann.  gr.  4.  Paris.  1843. 


Populäre  Sternkunde  oder  leicbtfasslicbe  und  unterhaltende 
Darstellung  der  Wunder  des  gestirnten  Himmels.  Nebst  einem  An- 
hänge über  das  Wesentlichste  des  Kalenders  und  der  Witterungs- 
lehre  von  Dr.  G.  A.  Jahn,  Lehrer  der  Mathematik.  Mit  9 Tafeln 
Abbildungen.  8.  Leipzig.  1843.  2 Thir.  8 ggr. 

\ 

Der  Komet  am  Abend  des  18.  März  1843,  eine  naturhistorische 
Beschreibung  der  Meteore  und  Phänomene;  von  H.  G.  von  Egidy. 
Nebst  richtiger  und  fasslicher  Abbildung  des  Schauplatzes  am  süd- 
lichen und  westlichen  Himmel.  8.  Zittau.  1843.  4 ggr. 

■ Views  of  the  Architecture  of  the  Heavens.  By  J.  P.  Nichol,' 
L.  L.  D.  Prof,  of  Pract.  Astronomy  in  the  University  of  Glasgow. 
4.  edition.  8.  Edinburgh.  1843.  With  20  Engravings.  ctoth. 
10  sh.  0 d. 

Marcel  de  Serres,  de  la  cr£ation  de  la  terre  et  des  corps  c£- 


Leitfaden  der  mathematischen  und  allgemeinen  physischen  Geo- 
, von  Dr.  J.  H.  Maedler,  Kaiser).  Kuss.  Hofrath,  Professor 


ronomie  und  Director  der  Sternwarte  zu  Dorpart.  8.  Stutt- 
gart. 1843.  1 Thlr.  16  ggr. 

Principles  of  Mathematical  Geography;  comprehending  a Theo* 
retical  and  Practical  Explanation  of  the  Construction  ofMaps;  with 
Rules  for  the  Formation  of  the  various  kinds  of  Map  Projections. 
By  William  Hughes.  With  4 plates.  8.  London.  1843.  cloth. 


A Celestial  Atlas,  containing  Maps  of  all  the  Constellations  vi- 
sible in  Great  Britain,  with  corresponding  Blank  Maps  of  the  Stars, 
sy8tematically  arranged  for  communicating  a Practical  Knowledge 
of  the  Heavens.  By  J.  Middleton,  Teacher  of  the  Use  of  the  Glo- 
bes  and  Astronomy.  With  10  Maps.  Folio.  Norwich.  1843.  21  sb.  ' 
Coloured.  28  sb. 

A Companion  to  it;  containing  a Series  of  Lessons  on  the 
Constellations,  a Dissertation  on  the  Fixed  Stars  and  Conversations 
on  the  Heavens.  With  6 plates.  12.  Norwich.  bound  5 sh. 

Astronomische  Untersuchungen  von  Friedrich  Wil- 


Astronomie. 


lestes.  8.  Paris.  1843.  2 Thlr.  18  ggr. 


6 sh. 
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heim  Bessel.  Zweiter  Band.  Königsberg1.  1842.  4.  5 Thlr. 

8 £Sr-  ' 

Da  der  Inhalt  dieses  zweiten  Bandes  des  oben  genannten 
wichtigen  Werkes  früher  noch  nicht  angegeben  worden  ist,  so  ho- 
len wir  ihn  jetzt  nach.  IX.  Bestimmung  der  Masse  des  Jupiter. 
X.  Analyse  der  Finsternisse  (diese  im  höchsten  Grade  ausgezeich- 
nete Abhandlung  sollte  Niemand  ungelesen  lassen.  Auch  in  Be- 
ziehung auf  reine  Mathematik,  insbesondere  in  Beziehung  auf  ana- 
lytische Geometrie  ist  dieselbe  von  dem  grössten  Interesse).  XI. 
Ein  Hülfsmittel  zur  Erleichterung  der  Beobachtungen  der  Sonnen- 
finsternisse und  Sternbedeekungen.  Xlt.  Beobachtungen  des  Durch- 
ganges des  Mercur  durch  die  Sonne  am  4 — 5 Mai  1832.  XIII.  Be- 
obachtung der  Sonnenfinsterniss  am  15.  Mai  1836.  XIV.  Neue 
Berechnungsart  für  die  Methode  der  Entfernungen  des  Mondes  von 
anderen  Himmelskörpern.  £ 

Memoirs  of  the  Royal  Astronomica!  Society.  Vol.  XIV.  con- 
taining  the  results  of  Experiments  with  the  Torsion  Rod  for 
determining  the  Mean  Density  of  the  Eartb.  4.  London.  1843. 
20  sb.  - 

Astronomical  Observations  made  at  the  Radcliffe  Observatory, 
Oxford,  in  the  ycar  1840.  By  M.  J.  Johnson.  M.  A.  Vol.  1.  With 
1 plate.  Roy.  8.  Oxford.  1843.  cloth.  16  sh. 

Tables  donnant  les  mesures  micromdtriques  de  plus  de  500  dtoi- 
les  doubles  et  multiples,  ebservdes  a Dorpat,  par  F.  G.  W.  Struve, 
et  classdcs  par  constellations  par  Ch.  Dien.  In  4.  Paris.  1843. 
24  fr. 

Effemeridi  astronomiche  di  Milano  per  l’anno  1842,  calcolate 
da  Rob.  Stambucchi.  Con  nppendice  di  raemorie  ed  osservazioni 
astronomiche.  8.  Mailand.  1843.  5 L.  22  so. 

Giornale  astronomico  ad  uso  cotnune  per  Fanno  1842.  €otr  ap» 
pendice  di  notizie  astronomiche  e meteorologiche  di  A.  Colta,  di- 
rettore  detl*  osservatorio  della  r.  universita  di  Parma.  Anno  IX. 
Parma.  1 L.  30  so. 


Physik. 


Handwörterbuch  der  Physik  und  Chemie.  Von  E.  F.  August, 
F.  W.  Barentin,  W.  H.  Dove,  L F.  Kaemtz,  R.  F.  Kloeden,  R.  F. 
Marchand,  F.  Minding,  F.  W.  G.  Radicke,  J.  A.  W.  Roeber,  L.  P. 
W.  A.  Seebeck.  1.  Baud.  A — B.  gr.  8.  Berlin.  1842.  3 Thlr. 
18  ggr. 

Lezioni  di  fisica,  di  C.  Mattcucci,  date  nelP  i.  e r.  univevuith 
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di  Pisa  nell’  auno  1840-^-1842.  Vol.  IN.,  distrib.  6.  lu  8.  Pisa. 
1840—42. 

Beweisführung,  dass  die  Lehre  der  neuereu  Physiker  vom 
Drucke  des  Wassers  und  der  Luft  falsch  ist,  nebst  einem  Versuche, 
die  Erscheinungen  an  flüssigen  Körpern  ohne  atmosphärischen  Luft- 
druck zu  erklären;  von  Fr.  von  Drieberg.  2.  Aufl.  8.  Berlin. 
1843.  8 ggr. 

Die  Erscheinungen  der  Electricität  und  des  Magnetismus  in 
ihrer  Verbindung  mit  einander.  Nach  den  neuesten  Entdeckungen 
im  Gebiete  des  Electro- Magnetismus  und  der  Inductions- Electrici- 
tät, von  Dr.  J.  Eydam.  Mit  60  Abbildungen.  8.  Weimar.  1843. 
1 Thlr.  22  ggr. 

A.  Bravuis,  Mlmoire  sur  lcs%ourans  ascendans  de  l’atinosphere. 
8.  Lyon.  1843. 

Un  triennio  di  osservazioni  meteorologiche  fatte  in  Pesaro, 
negli  anni  1838  — 1830 — 1840;  memoria  del  conte  Giuseppe  Mami- 
ani,  socio  e censore  dell*  academia  agraria  pesarese.  In  8.  Pe- 
saro.  1841.  * 

Die  Revolutionen  des  Meeres.  Von  J.  Adhemnr.  Aus  dem 
Französischen  übersetzt.  Leipzig.  1843.  8.  12  ggr. 

Alex.  Bertrand,  Lettres  sur  les  revolutious  du  globe;  7.  edition, 
revue,  corrigee  et  consid&rablement  augmentee,  enrichie  de  planches 
nouvelles  et  de  notes,  par  Arago,  E.  de  Beaumont  etc.  In  8. 
Bruxelles.  1843.  1 Thlr.  6 ggr. 

Annalen  für  Meteorologie,  Erdmagnetismus  und  ver- 
wandte Gegenstände,  redigirt  von  Grunert,  Koller, 
Kreil,  Lamont,  Plieninger,  Quetelct,  Stieffel,  heraus- 

Segeben  von  Dr.  J.  Lamont.  Jahrgang  1843.  II.  Heft, 
üuchen.  1842.  8. 

Inhalt.  Magnetische  Terminbeobachtungen  in  Prag,  Mailand, 
Kremsmünster  und  München. 

Bemerkungen  zu  den  Terminbeobachtungen.  Gewitter  im  Jahre 
1841  nach  den  Beobachtungen  von  Landsberg,  Hohenpeissenberg, 
Regensburg,  Burglengenfeld,  Gunzenhausen,  Ansbach,  Neustadt  a. 
d.  Aisch,  Würzburg,  üffenheim,  Stuttgart,  Hof,  Leipzig. 

Observations  de  la  quantite  d’eau  pluviale  toinbie  depuis  le 
1 Mars  1841  d’apres  l’udometre  place  sur  la  tour  carree  du  fort  La- 
mothe  ä Lyon.  Par  M.  le  Garde  du  Genie,  Job. 

Meteorologische  Beobachtungen  im  Jahre  1841  an  der  k.  k. 
Universität  zu  Grätz  angestellt  von  Hrn.  Dr.  W.  Gintl. 
Magnetischer  Theodolit,  vom  Herausgeber. 

Vermischte  Nachrichten  vom  Herausgeber.  — Auszug  aus  einem 
Briefe  des  Hrn.  Hofrath  Mädler.  Auszug  aus  zwei  Briefen  des 
Hrn.  Collu.  Auszug  aus  einem  Briefe  des  Hrn.  Prof.  Koller. 
Jahrgang  1842.  Hl.  Heft. 

Inhalt.  Stündlicher  Gang  der  Temperatur  und  des  Luftdrucks 
beobachtet  im  Jahre  1842  an  der  königl.  Sternwarte  bei  München. 
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Monatliche  Mittel  der  Temperatur  und  des  Luftdruckes  in  Leip- 
zig- in  den  Jahren  1835 — 1840,  mitgetheilt  von  Hm.  Prof.  Möbius. 

Monatliche  Mittel  des  Luftdruckes  und  der  Temperatur,  beob- 
achtet an  der  k.  k.  Sternwarte  in  Wien  von  1822 — 1840,  mitge- 
theilt  von  Hru.  C.  L.  v.  Littrow. 

Auszüge  aus  den  Beobachtungen  der  kgl.  Gerichtsärzte  in 
Bayern,  vom  Herausgeber. 

Magnetische  Beobachtungen  vom  Januar  1841  bis  Juli  1842; 
aufgezeichnet  im  magnetischen  Observatorium  der  k.  Sternwarte  t 
bei  München. 

Bemerkungen  zu  den  vorhergehenden  Beobachtungen. 

Vermischte  Nachrichten  vom  Herausgeber.  Mittheilungen  des 
Hrn.  Quetelet,  Arbeiten  der  Brüsseler  Sternwarte.  — Beobachtung 
periodischer  Erscheinungen  von  Hrn.  Quetelet.  Auszug  aus  einem 
Briefe  des  Hrn.  Coila. 

Astronomisch  - meteorologisches  Jahrbuch  für  Prug 
von  Karl  Kreil,  Adjunkten  an  der  k.  k.  Sternwarte,  u.  s. 
w.  Zweiter  Jahrgang:  1843.  Prag.  1 Thlr.  8 ggr. 

Dieser  Jahrgang  enthält  die  astronomische  Ephemeride 
für  1843,  eine  Ephemeride  des  gestirnten  Himmels,  eine 
- ziemlich  ausgedehnte  Abhandlung  unter  dem  Titel:  Versuch  einer 
Witterungs-Ephemcride  von  dem  Herausgeber,  und  einen 
Aufsutz  über  Vegetations-B  eobachtungen  von  Herrn  Karl 
Fritsch.  Zuletzt  giebt  der  Herr  Herausgeber  die  Beschreibung 
eines  von  ihm  construirten  selbstverzeichnenden  Barometers 
und  Thermometers,  welches  nach  den  mitgetheilten  mit  diesem 
Instrumente  angesteiiten  und  mit  den  an  andern  Instrumenten  ge- 
machten Beobachtungen  verglichenen  Beobachtungen  zu  urtheilen, 
jedenfalls  verdient,  weiter  verbreitet  zu  werden.  Der  Preis  des 
ganzen  mit  einer  Uhr  versehenen  Apparats  ist  100  österreichische  Con- 
ventions-Gulden , und  der  Herr  Herausgeber  ist  erbötig,  an  ihn 
gelangende  Bestellungen  zu  besorgen  und  unter  seiner  Aufsicht 
ausführen  zu  lassen,  auch  dafür  einzustehen,  dass  kein  Apparat, 
ohne  von  ihm  untersucht  und  tauglich  befunden  wrorden  zu  sein, 
abgeschickt  werde. 

, ' 

Resultate  aus  den  Beobachtungen  des  magnetischen 
Vereins  im  Jahre  1841.  Herausgegeben  von  C.  F.  Gauss 
und  W.  Weber.  Mit  10  Steindruck  tafeln.  Leipzig.  1843. 

2 Thlr. 

1.  Ueber  die  Anwendung  des  Magnetometers  zur  Bestimmung 
der  absoluten  Declination.  Von  Gauss.  11.  Beobachtungen  der 
magnetischen  Inclinntion  in  Göttingen.  Von  Gauss.  Hl.  Ueber 
eine  neue  Methode  zur  Bestimmung  der  absoluten  Declination.  V'ou 
. Simonoff.  IV.  Magnetische'  Beobachtungen.  Von  Hansteen.  V. 
Ueber  die  Einrichtung  und  die  Instrumente  des  magnetischen  Ob- 
servatoriums in  Dublin.  VI.  Bemerkungen  über  die  Wahl  der  Mag- 
netnadeln zu  Magnetometern.  Von  Weber.  VH.  Magnetisirung 
des  Eisens  durch  die  Erde.  Von  Weber.  VIII.  Beschreibung  des 
auf  der  zehnten  Tafel  abgebildcten  Regulators  eines  Triebwerks. 
Von  Hansen.  IX.  Auszug  aus  den  täglichen  Beobachtungen  der 
magnetischen  Declination  zu  Göttingen  im  Jahre  1841.  Von  Gold- 
schmidt. X.  Vergleichung  magnetischer  Beobachtungen  mit  den 
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Elementen  der  Tbeorie.  Von  Goldschmidt  XI.  Erläuterungen  zu 
deu  Terminzeichnungen  und  Beobachtungszahlen.  Beobachtungs- 
zahlen von  den  Variationen  der  Declination  und  Intensität  in  den 
Terminen  vom  26 — 27.  Februar,  28 — 29.  Mai,  27  —28.  August  und 
26 — 27.  November  1841. 

Folgende  Schriften  von  Herrn  Qu  et  eiet  wollen  wir  hier  zusam- 
menstellen, wenn  auch  die  eine  oder  die  andere  schon  in  einer  frühem 
Nummer  des  literarischen  Berichts  angezeigt  worden  sein  sollte: 

Catalogue  des  principales  apparitions  d’etoiles  fi- 
lantes.  Bruxelles.  1839.  4.  (Enthält  Anzeigen  aus  den  Jah- 
ren 533  bis  1838.  ln  einem  Anhänge  findet  man:  Catalogue  des 
principales  aurores  boreales  observdes  depuis  le  commencement  de 
ce  siecle). 

Nouveau  catalogue  des  principales  apparitions 
d’ltoiles  filantes.  Mdmoire  lu  a la  s£ance  de  l’Acaddmie 
royale  de  Bruxelles  du  6 Noveinbre  1841.  Enthält  Anzeigen 
aus  den  Jahren  1768  v.  Ch.  G.  bis  1841  n.  Cli.  G. 

Deuxieme  Mdmoirc  sur  les  variations  annuelies  de 
la  tempörature  de  la  terre  ä differentes  profondeurs. 
Bruxelles.  1840.  4. 

Second  Mdinoire  sur  le  magndtisme  terrestre  en  Ita- 
lie.  Bruxelles.  1840.  4. 

Rdsumd  des  observatioDs  sur  la  mdtdorologie,  sur  le 
magndtisme,  sur  les  templratures  de  la  terre,  sur  la  f I o- 
raison  des  plantes  etc.  faites  a l’observatoire  royal  de 
Bruxelles  en  1840.  Bruxelles.  1841.  4. 

Dabei  befindet  sich:  Comparaisons  baromdtriques  faites 
ä Bruxelles  et  dans  le  hord  de  PEurope  par  A.  Bravais 
et  Ch.  Martins.  (Vergleichungen  verschiedener  Barometer  unter 
einander  zu  Upsala,  Stockholm,  Kopenhagen,  Altona,  Berlin,  Dres- 
den, Halle,  Göttingen,  Brussel,  Paris,  Genf,  in  dem  Hospiz  des 
grossen  St.  Bernhard.) 

Sur  la  diffdren£e  des  Iongitudes  des  observatoires 
royaux  de  Greenwich  et  de  Bruxelles«  determinee  au 
moyen  de  chrouometres  par  MM.  Sheepshanks  et  Quetc- 
let.  Bruxelles.  1841.  4. 


Vermischte  Schriften. 


Cambridge  Problems,  proposed  by  the  Moderators  to  tbe  Can- 
didates  for  Mathematical  Honours  at  tbe  General  Exaraination, 
1843.  8.  Cambridge.  1843.  1 sb.  6 d. 

A Synopsis  of  Practical  Philosophy,  alpbabetically  arranged, 
containing  a great  variety  of  Theorems,  Formulae  and  Tables,  from 
the  most  accurate  and  recent  authorities,  in  various  Branches  of 
Mathematics  and  Natural  Philosophy;  to  whicb  are  subjoined,  small 
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Tables  of  Logarithms.  Designed  as  n Manual  for  Architects,  Sur- 
veyors,  Engineers  etc.  By  the  Rev.  J.  Carr,  M.  A.  2.  edition.  18. 
London.  1843.  balf-bound  5 sh. 

Proposizioni  teoriche  e pratiche  di  matematica,  del  Prof.  Ant. 
Bordoni.  Pa  via.  1842.  8.  3 L.  48  c. 

§ 

Opuscoli  matematici,  nei  quali  si  tratta  1.  di  alcuni  perfezio- 
numenti  del  telescopio  neutoniano;  2.  delle  formule  che  determi- 
nano  rigorosamente  l’andamento  dei  raggi  luminosi  a traverso  di 
un  sistetna  qualunnue  di  lenti;  3.  d’una  macchina  per  guidare  le 
iigure  piane.  Di  T.  Gonnella,  prof.  di  mateoiatiche  nelF  t.  r.  acca- 
demia  delle  belle  arti  di  Firenze,  ln  4.  Con  tavole.  Firenze. 
1842. 


The  Cambridge  matbematical  Journal.  No.  XVI.  No» 
vember  1842.  I.  <)n  a dtfficulty  in  tbe  tbeory  ot  Algebra.  By 
D.  F.  Gregory.  II.  On  tbe  iimits  of  Maclanrin's  theorem.  «T  A. 

Q.  G.  Craufurd.  III.  On  certam  expansions,  in  series  of  multiple 
sines  and  cosines.  By  Arthur  Cayley.  IV.  On  some  definite  inte« 
grals.  From  a Correspondent.  V.  On  tbe  linear  raution  of  Heat. 
Part  I.  From  a Correspondent.  VI.  On  the  integration  of  certain 
differential  equations.  By  B.  Bronwin.  VII.  On  elimination.  By 

R.  Moon.  VIII.  Evaluation  of  certain  definite  integrals.  By  R.  L. 
Ellis.  IX.  Pronositions  in  tbe  theory  of  uttraction.  X.  New  pro- 
pertv  of  tbe  ellipse  and  hyperbola.  From  a Correspondent.  XI. 
Matbematical  Notes.  1.  Note  on  Mr.  Bronwin’s  Paper  on  Elliptic 
Integrals.  2.  Solution  of  a Geometrical  Problem.  — Tbe  sum  of 
tbe  squares  of  the  perpendicutars  let  full  from  n given  points  on  a 
plane  is  constant;  the  plane  envelopes  a central  surface  of  tbe  second 
Order,  baving  its  centre  at  tbe  centre  of  gruvity  of  tbe  n points, 
and  itB  axes  coincideot  with  the  principal  of  tbe  systein  of  n points. 
3.  Note  on  tbe  Measure  of  Intensity  in  the  Tbeory  of  Light 

No.  XVII.  February  1843.  I.  Propositions  in  tbe  theory  of 
attraction.  Part.  II. — II.  On  the  linear  motion  of  heat.  Part. 
II.  — III.  On  tbe  intersections  of  curves.  By  Arthur  Cayley.  IV. 
Researches  in  rotatory  motion.  By  Andrew  Bell.  V.  On  the  trans> 
formation  of  definite  integrals.  By  George  Boole.  VI.  On  the 
motion  of  rolation  of  a solid  body.  By  Arthur  Cayley.  VII.  So- 
lution of  a problem  in  analytical  geometry.  (Ist  ein  Auszug  aus  der 
Abhandlung  Tbl.  I.  Nr.  XXI.  des"  Archivs  der  Math,  und  Physik, 
mit  einiger  Abänderung  der  Darstellung).  VIII.  On  the  knight’s 
move  at  chess.  By  R.  Moon.  IX.  On  certain  cases  of  geometri- 
cal inuximu  and  minima.  X.  On  the  solution  of  certain  umctional 
equations.  By  D.  F.  Gregory.  XI.  Matbematical  Notes.  1.  Note 
on  the  tbeory  of  numbres.  2.  To  shew  that  if 

/*  -+-  4-  n7  = 1 Then  shall  /*  -h  P*  -f-  F*  = 1 


n -+-  m!7  -F-  * » ==  l 
f'7  -+-  tn"2  -+-  nU7  = 1 

Fl  -f-  m”m  h"m  = 0 


m7  -f-  m’7  m"7  = 1 

n7  •+-  n’7  + »"*  = 1 
mn  tritt'  + m"nuz=z  0 


If  -+-  mm!  -4-  ttn'  = 0 


= 0. 
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Jahrbuch  für  1843.  Herausgegeben  von  H.  C.  Schu- 
macher, mit  Beiträgen  von  Bessel,  Hansteen.  Lehmann, 
Mädler  und  Olbers.  Stuttgart  und  Tübingen.  1843.  8.  2ThIr. 

Ausser  den  gewöhnlichen  Tafeln  enthält  dieser  Jahrgang  fol- 
gende Abhandlungen: 

Ueber  den  Magnetismus  der  Erde  von  F.  W.  Bessel. 

Ueber  den  Erfinder  der  Fernröhrc  voü  Olbers. 

Leber  Berichtigung  der  Thermometer  von  Hansteen. 

Leber  den  Gang  der  Temperatur  im  Laufe  des  Jabres  von  Mädler. 

Ueber  Störungen  von  Mädler. 

Ueber  den  Menscben  und  die  Gesetze  seiner  Entwickelung  von 
I)r.  Jac.  Wilb.  Heinr.  Lehmann. 

Beobachtung  der  totalen  Sonnenfinsterniss  am  8.  Juli  1842  in 
Wien,  von  H.  C.  Schumacher: 

In  dem  Eingänge  seines  Aufsatzes  über  die  Berichtigung  der 
Thermometer  sagt  Hansteen:  „Man  pflegt,  wenn  man  ein  Thermo- 
meter nach  Bessels  Methode  prüfen  will,  die  dazu  erforderlichen 
Quecksilberdrähte  von  verschiedener  Länge  über  einer  Flamme  ab- 
zurcissen;  es  giebt  aber  eine  andere  noch  bequemere  Art  um  dem 
Quecksilberdraht  die  verlangte  Länge  bis  zu  einer  Genauigkeit  von 

Grad  zu  geben“ — Der  Barstellung  dieser  Methode  ist  der  Auf- 
satz, welcher  der  Beachtung  der  Physiker  empfohlen  zu  werden 
verdient,  gewidmet. 

Nouveaux  Mömoires  de  l’Academie  royale  des  Scien- 
ces et  belles-lettres  de  Bruxelles,  Tome  XV,  in  4.  Bru- 
xelles. 1842.  4 Thlr.  Contenant: 

Timmermans:  memoires  sur  les  Solutions  singulieres  des  dqua- 
tions  differentielles. 

Quetelet:  nouveau  catalogue  des  principales  apparitions  d’etoi- 
les  fiiantes. 

A.  Observations  des  phönomenes  periodiques. 

1.  Resumö  des  observations  sur  la  mdteorologie,  sur  le  inag- 
netisme,  la  temperature  de  la  terre,  la  floraison  des  piantes,  etc. 
faites  pendant  rannde  1841  ä l’observatoire  royal  de  Bruxelles, 
par  A.  Quetelet.  — Observations  sur  la  floraison  faites  ä Bruxel- 
les par  M.  Robyns,  idem  par  M.  le  Dr.  Gastone. 

2.  Resumö  des  observations  mötöorolo^iques,  faites  ä Louvain 
pendant  I’annee  1841,  par  M.  Crahay,  protesseur.  — Observations 
sur  la  floraison,  faites  a Louvain  par  M.  Martens. 

3.  Resuine  des  observations  met^orologiques,  faites  ä Gand 
pendant  l’annö  1841,  par  M.  le  professeur  Duprez.  — Observations 
sur  la  floraison,  faites  ä Gand,  par  M.  Donkelaer. 

4.  Observations  sur  la  floraison,  faites  ä Lieges  par  M.  M. 
Ch.  Mooren  A.  V.  De  Ville. 

5.  Observations  zoologiques,  faites  a Liege  par  M.  Ch.  Mooren, 
et  M.  le  Baron  de  Sclys  Longchamps,  et  ä Gand  par  M.  le  profes- 
seur Caulraine. 

B.  Observations  ä des  dpoques  döterminecs. 

1.  Observations  meteorologiques,  faites  aux  epoques  des  equi- 
noxes  et  des  solstices  dans  37  des  principales  stations  de  l’Europe. 

2.  Observations  magnetiques  de  Vobscrvatoire  royal,  faites  aux 
epoques  determin^es  par  la  societe  royale  de  Londres  et  l'association 
maguetique  de  Goettingue. 
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